Sistemas de unidades. Algunos factores de conversión comunes 

En la tabla siguiente se presentan los sistemas de unidades de uso más común. El sistema 
mks también se conoce como Sistema Internacional de Medidas (abreviado Sistema SI). En 
este sistema se acostumbra usar las abreviaturas s (en lugar de seg) y N (en lugar de nt). 


Sistema de unidades 

Longitud 

Masa 

Tiempo 

Fuerza 

Sistema Cgs 

centímetro (cm) 

gramo (g) 

segundo (s) 

dina 

Sistema Mks 

metro (m) 

kilogramo (kg) 

segundo (s) 

newton (nt) 

Sistema de ingeniería 

pie (ft) 

slug 

segundo (sec) 

libra (Ib) 


1 pulgada (in) =-2.54000 51 cm 1 pie (ft) = 30.48006 12 cm 

1 yarda (yd) = 3 ft = 91.44018 36 cm 1 milla terrestre (mi) = 5280 ft = 1.60935 km 

1 milla náutica = 6080.2 ft = 1.8532 km 

1 acre = 4S40 yd 2 = 4046.773 m 2 1 mi 2 = 640 acres = 2.58999 87 km 2 

1 onza de líquido = 29.5737 cm 3 

1 galón de EU = 4 cuartos (liq.) = 8 pintas (liq,) = 128 fl oz = 3785.432 cm 3 
1 galón británico imperial y canadiense = 1.20094 galones de EU = 4546.1 cm 3 
1 slug = 14.59390 kg 

1 libra (Ib) = 4,448444 N 1 newton (N) = 10 5 dinas 

1 unidad térmica británica (Btu) = 1054.8 joules 1 joule 10 7 ergs 
1 caloría (cal) = 4.1840 joules 
1 kilowatt-hora (kWh) = 3413 Btu = 3.6 - 10 6 joules 
1 caballo de fuerza (hp) = 2545 Btu/h = 178.2 cal/s = 0,74570 kW 
1 kilowatt (kW) = 1000 watts = 3413 Btu/h = 238.9 cal/s 

°F = °C ■ 1.8 + 32 I o = 60' = 3600'.' = 0.01745 radianes 

Para mayores detalles, ver. por ejemplo, D Halliday, R. Resniek y K. Kjanc, Physias, 4a, ed.. Nueva York. V/iley^ 
Ver también AN American National Standard, ASTM/IEEE Standard Metric Practice, lnstitute of Eléctrica! and 
Electronics Engineers, Ine,, 345 East 47th Street, Nueva York, N.Y. 10017 
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Propósito del libro. Este libro presenta a los estudiantes de ingeniería, física, mate¬ 
máticas y ciencias de la computación las áreas de las matemáticas que, desdé úna 
perspectiva moderna, poseen mayor importancia en relación con problemas prácticos, 
El contenido y carácter de las matemáticas necesarias en aplicaciones prácticas 
cambian con rapidez. Cada vez son más importantes el álgebra lineal —en particular 
las matrices— y los métodos numéricos para computadoras. La estadística y la teoría 
de las gráficas desempeñan papeles más sobresalientes. El análisis real (las ecuaciones 
diferenciales ordinarias y parciales) y el análisis complejo siguen siendo indispensables. 
El material del presente texto, dividido en dos volúmenes, está organizado consecuente^ 
mente en siete partes independientes (ver también él diagrama de la página siguiente): 

A Ecuaciones diferenciales ordinarias (capítulos 1-6) 

B Álgebra lineal, cálculo vectorial (capítulos 7-9) 

C Análisis de Fourier y ecuaciones diferenciales parciales (capítulos 10, 11) 

D Análisis complejo (capítulos 12-17) 

É Métodos numéricos (capítulos 18-20) 

F Optimización, gráficas (capítulos 21,22) 

G Probabilidad y estadística (capítulos 23, 24) 

A lo que sigue: 

Bibliografía (apéndice 1) 

Respuestas a los problemas de número impar (apéndice 2) 

Material complementario (apéndice 3) 

Demostraciones adicionales (apéndice 4) 

Tablas de funciones (apéndice 5) 

Este libro ha Contribuido a allanar el camino para el progreso actual y capacitará a los 
estudiantes para la situación actual y el futuro mediante un tratamiento moderno de las 
áreas mencionadas y dé las ideas —algunas de ellas relacionadas con la computación— 
que dan lugar en la actualidad a cambios fundamentales; muchos métodos son ya 
obsoletos. Se hace hincapié en las ideas nuevas, por ejemplo, la estabilidad, la estima¬ 
ción de errores y problemas estructurales de.algoritmos, por citar sólo algunas. Las 
tendencias se alimentan por la oferta y la demanda: oferta de nuevos y eficaces métodos 
matemáticos y numéricos aunados a los enormes recursos dé las computadoras; ía 
demanda de resolver problemas de complejidad y alcance crecientes, los cuales se origi¬ 
nan de sistemas o procesos de producción cada vez más elaborados, de condiciones 
físicas extremas (por ejemplo, las de viajes espaciales), de materiales con propiedades 
inusuales (plásticos, aleaciones, superconductores, etc.) o de tareas por completo nue¬ 
vas en el ámbito de las computadoras, la robótica y otros campos nuevos. 

La tendencia general es clara. Los detalles son más difíciles de predecir, ¡os estu¬ 
diantes necesitan uñ conocimiento sólido dé IOS principios, métodos y resultados 
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básicos, así como una percepción clara de cuál es el campo de acción de ¡as matemá¬ 
ticas para ingeniería en las tres fases de la solución de problemas: 

Modelado: Traducir la información y los datos físicos o de otras áreas a una forma 
matemática, a un iv.ocislo matemático (una ecuación diferencial un sistema de ecuaciones 
o alguna otra expresión matemática).. 

Solución'. Obtener la solución seleccionando y aplicando los métodos matemáticos 
apropiados y, en la mayoría de los casos, realizando los cálculos numéricos en una 
computadora. Esta es la tarea principal de este libro. 

Interpretación : Entender el significado e implicaciones de la solución matemática del 
problema original en términos de física—o del campo en donde se origine el problema. 

No tendría sentido sobrecargar a los estudiantes con todo tipo de detalles que sólo 
se usarán de vez en cuando. Más bien, es importante que los estudiantes se familiaricen 
con las formas de pensar matemáticamente, que entiendan la necesidad de aplicar méto¬ 
dos matemáticos a problemas de ingeniería, que se den cuenta de que las matemáticas 
son una ciencia sistemática construida a partir dé un número relativamente reducido de 
conceptos básicos que incluye eficaces principios unificadores y lleguen a una com¬ 
prensión fume de la interrelación entre la teoría, ¡os cálculos y la experimentación. 

Los acelerados avances mencionados arriba han redundado en la incorporación 
de diversos cambios y nuevas características en la presente edición de este libro. 

En particular, se han redactado de nuevo varías secciones de una manera más 
detallada y pausada, para hacer más sencillo el libro. 

Lo anterior también ha llevado a un mejor equilibrio entre aplicaciones, ideas 
algorítmicas, ejemplos resueltos y teoría. 

Los principales cambios en esta edición 

NUEVOS EJERCICIOS DE LAS SECCIONES. Ahora guardan una relación 
más estrecha con los ejemplos resueltos en el texto. 

101 REORGANIZACIÓN DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES. Las ecuacio¬ 
nes de orden n se ampliaron en un capítulo aparte. Los sistemas se 
ampliaron y actualizaron de manera sustancial. 

REORGANIZACIÓN COMPLETA DEL ÁLGEBRA LINEAL: 

Vectores y matrices (capítulo 7) 

Álgebra vectorial y cálculo diferencial en R 3 (capítulo 8) 

Cálculo integral vectorial en P 3 (capítulo 9) 

Cambios adicionales y nuevas características de los capítulos 
Ecuaciones diferenciales ordinarias (capítulos 1-6) 

• Deprimer orden (capítulo 1), Presentación de los factores de integración en una 

manera más sistemática (sección 1.6); inclusión de las ecuaciones de Riccati y 
Clairaut (sección 1,7); inclusión de problemas diversos (sección 1.7, etc.). 
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• De segundo orden (capítulo 2). Mayor fluidez del material al reordenarlo—toda la 
teoría se encuentra ahora en secciones consecutivas (secciones 2.7, 2.8), seguida 
por los dos métodos principales para encontrar soluciones particulares (seccio¬ 
nes 2.9, 2.10) y por las aplicaciones básicas de oscilaciones forzadas (secciones 
2 . 11,2 12 ). 

• De orden n (capítulo 3). Separación del material de las ecuaciones de segundo 
orden y colocación en un capítulo aparte, con una ampliación del material; la 
presentación sigue en la medida de lo posible el esquema del capítulo 2. 

• Sistemas (capítulo 4). Redacción por completo nueva y ampliación del tema, con 
el uso sistemático de matrices 2x2 (las cuales se repasan en la sección 4.0). 

• Método de Frobenius (capítulo 5). Ejemplos más sencillos; ampliación de la dis¬ 
cusión de las funciones de Bessel (sección 5.6), Ampliación de la discusión del 
desarrollo de eigenfunciones (sección 5.9). 

• Transformada de Laplace (capítulo 6). Inclusión de la función de transferencia 
(sección .6.2); inclusión de la ecuación de Laguerre (sección 6.5,); ampliación de la 
discusión de las entradas discontinuas y las técnicas de convolución (sección 
6,6); mejor tratamiento de las fracciones parciales (sección 6.7). 

Álgebra lineal, cálculo vectorial (capítulos 7-9) 

• Vectores y matrices en R", se encuentran ahora antes (capítulo 7), seguidos de 

• Algebra vectorial, geometría y cálculo diferencial en R 1 (capítulo 8), Seguidos de 

• Cálculo integral vectorial (capítulo 9; la independencia de la trayectoria aparece 
ahora al principio en la sección 9.2). 

Esta nueva disposición del material ofrece una mejor fluidez. 

Análisis de Fourier y ecuaciones diferenciales parciales 
(capítulos 10,11) 

• Series e integrales de Fourier (capítulo 10). Hueva sección sobre series comple¬ 
jas de Fourier (sección 10.6); nueva discusión del espectro de la amplitud de la 
integral de Fourier y su significado físico (secciones 10.9, 10.11). 

• Ecuaciones diferenciales parciales (capítulo 11). Se amplía el tema 2 de la solu¬ 
ción de d'Alembert (sección 11 4); más problemas con valores en la frontera (sec¬ 
ción I 1.5, etc,); material tomado de los ejercicios y desarrollado en el texto, a fin de 
ofrecer más ayuda al estudiante. 

Análisis complejo (capítulos 12-17) 

• Números complejos (sección 12,1), se introducen ahora con aspectos algebraicos 
y geométricos cuidadosamente aclarados. 

■ Series (capitulo 14). Secciones de repaso combinados en una sola (sección 14.1); 
se hace opcional la convergencia uniforme de series generales (sección 14.6) 
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Mapeos (capítulos 16,17). Análisis simplificado de algunos de los problemas más 
complicados. 

Métodos numéricos (capítulos 18-20) 

" Aspectos y algoritmos relacionados con las computadoras , se hace aún más 
■ hincapié en ellos. 

■ Actualización y análisis simplificado en los tres capítulos; más detalles sobre la 
estabilidad (sección 1 8.1, etc.); un mejor análisis de los errores de interpolación 
(sección 18.3); más sobre interpolación segmentaria (splines) (sección 18.4) y 
mejoramiento de la convergencia por desplazamiento (sección 19.8). 

Apéndices 

• Apéndice 1 (bibliografía), actualizado. 

Apéndice 4, reúne las demostraciones opcionales que se encontraban dispersas. 

Sugerencias para cursos: cuatro semestres consecutivos 

El material puede tomarse en cualquier orden y es adecuado para cuatro cursos conse¬ 
cutivos de un semestre, con 3 a ,5 horas por semana: 

Primer semestre. Ecuaciones diferenciales ordinarias (capítulos 1-6) 
Segundo semestre. Álgebra lineal y análisis vectorial (capítulos 7-9) 

Tercer semestre. Análisis complejo (capítulos 12-17) 

Cuarto semestre. Métodos numéricos (capítulos 18-20) 

En cuanto a los capítulos restantes, ver abajo. Obviamente se puede intercambiar el 
material; por ejemplo, los métodos numéricos podrían preceder al análisis complejo, etc. 

Sugerencias para cursos: cursos independientes de un semestre 

Esta obra también se presta para varios cursos independientes de un semestre con 3 
horas a la semana; por ejemplo, 

Introducción a las ecuaciones diferenciales ordinarias (capítulos 1-3) 
Transformada de Laplace (capítulo 6) 

Álgebra y cálculo vectoriales (capítulos 8, 9) 

Matrices y sistemas de ecuaciones lineales (capítulo 7) 

Series de Fourier y ecuaciones diferenciales parciales (capítulos 10, 11, secciones 
20.4 - 20.7) 

Introducción al análisis complejo (capítulos 12-15) 

Análisis numérico (capítulos 18, 20) 

Álgebra lineal numérica (capítulo 19) 

Optimización (capítulos 21,22) 
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Gráficas y optimización combinatoria (capítulo 22) 

Probabilidad y estadística (capítulos 23, 24) 

Características generales de está edición 

La selección, ordenación y presentación del material se han hecho'con el mayor cuida¬ 
do, con base en mi experiencia pasada y actual como docente, investigador y asesor. 
Algunas de las características sobresalientes de la obra son: 

El libro es independiente, excepto por algunospuntos marcados con toda claridad 
porque una demostración rebasaría el nivel de un libro como éste y en su lugar se 
ofrece una referencia bibliográfica. 

Ocultar las dificultades o hacer una simplificación excesiva no sería de ayuda para 
los estudiantes. 

La presentación es detallada, con el fin de evitar incomodar al lector con referen¬ 
cias frecuentes para que consulte los detalles en otros libros. 

Los ejemplos son sencillos, a fin de conseguir que el libro se presente para la 
enseñanza —¿por qué escoger ejemplos complicados cuando los sencillos son tan 
ilustrativos, o incluso mejores? i, 

La notación es moderna y convencional, para ayudar a que los estudiantes lean 
artículos en revistas o en otros libros modernos y entiendan otros cursos con orienta¬ 
ción matemática. 

Los capítulos son en gran medida independientes, lo que permite gran flexibilidad 
en la enseñanza de cursos especiales (ver arriba). 
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ANALISIS DE FOURIER Y 
ECUACIONES DIFERENCIALES 


Capítulo 10 Series, integrales y transformadas de Fourier 
Capítulo 11 Ecuaciones diferenciales parciales 


Son muy comunes los fenómenos periódicos en la física y en sus aplicaciones en la 
ingeniería y es ururoportanLe problema prácticqjepresentar las funciones periódicas 
TTfLl s ESfldicntes.en términos de funciones periódicas simples tales como el seno y el 
coseno. Esto lleva a las series de Fourier, cuyos términos son funciones de senos y 
de cósenos. Su introducción por Fourier (después de los trabajos realizados por Euler 
y Daniel Bemoulli) fue uno de los acontecimientos más importantes en el desarrollo 
de las matemáticas aplicadas. El capítulo 10 se ocupa principalmente de las series de 
Fourier, Las ideas y técnicas correspondientes pueden generalizarse a fenómenos nc 
periódicos. Esto lleva a las integrales de Fouriery a las transformadas de Fourier 
(secciones 10.9-10,11) y un nombre genérico para esta área en su conjunto es análisis 
de Fourier. 

El capítulo 11 se ocupa de las ecuaciones diferenciales parciales más importantes de 
la física y la ingeniería. En esta área el análisis de Fourier tiene sus aplicaciones más 
importantes, como herramienta básica para la solución de problemas con valores en la 
frontera y con valor inicial en mecánica, flujo de calor, electrostática y otros campos. 


21 
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Series, integrales y 
transformadas de Fourier 


Las series de Fourier 1 (sección 10.2) son series de términos coseno y seno y 
surgen en la importante tarea práctica de representar funciones periódicas gene¬ 
rales. Constituyen una herramienta muy importante en la solución de problemas 
en los que intervienen ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales 

En el presente capitulo se discuten los conceptos, hechos y técnicas básicas 
en relación con las series de Fourier. Se incluyen ejemplos ilustrativos y algu¬ 
nas aplicaciones importantes en ingeniería. En el capítulo siguiente sobre 
ecuaciones diferenciales parciales y problemas con valor inicial y con valores 
en la frontera se presentan aplicaciones adicionales. 

La teoría de las series de Fourier es bastante complicada, pero la aplica¬ 
ción de estas series es simple. Las series de Fourier son, en cierto sentido, más 
universales que las series de Taylor, ya que muchas funciones periódicas 
discontinuas de interés práctico pueden desarrollarse en series de Fourier, pero, 
desde luego, no tienen representaciones en series de Taylor. 

En las tres secciones finales de este capítulo se tratan las integrales de 
Fourier y las transformadas de Fourier, que generalizan las ideas y las técni¬ 
cas de las series de Fourier a funciones no periódicas definidas para toda x. En 
el capítulo siguiente (sección 11.14) se considerarán las aplicaciones corres¬ 
pondientes a ecuaciones diferenciales parciales. 

Prerrequisilos para este capítulo: Cálculo integral elemental 
Secciones que pueden omitirse en un curso más corto: 10.6-10.11 
Bibliografía: Apéndice 1, parte C. 

Respuestas a ¡os problemas Apéndice 2. 


1 JEAN-BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768-1830). tísico y matemático francés, vivió y enseñó en 
París, acompañó a Napoleón a Egipto y más tarde lúe prefecto de Grenoble. Utilizó series de Fourier en 
su obra principal Théorie analytique de ¡a chaleur (Teoría analítica del calor, Parts, 1 822) en la que 
desarrolló la teoría de la conducción del calor (ecuación del calor, ver la sección 11 5), Estas nuevas 
series Mesaron a ser una herramienta de suma importancia en la física matemática y tuvieron asimismo 
una influencia considerable en el desarrollo subsecuente de las propias matemáticas; ver ia referencia 
[9] en el apéndice i. 
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24 SERIES, INTEGRALES Y TRANSFORMADAS DE FOURIER 

10.1 FUNCIONES PERIÓDICAS. SERIES TRIGONOMÉTRICAS 

Se dice que una función fx) es periódica si está definida para toda x real y si existe 
algún número positivo p tal que 

(1) f(x + p) = ,f(x) para toda x. 

A este número p se le llama periodo de/(x). La gráfica de esta función se obtiene por 
repetición periódica de su gráfica en cualquier intervalo de longitud p (figura 229). 
Los fenómenos y las funciones periódicas se presentan en muchas aplicaciones. 

Funciones periódicas conocidas son las funciones señó y coseno y se hace notar 
que la función f- c = const es también una función periódica en el sentido de la 
definición, ya que satisface (1) para toda/? positiva. Ejemplos de funciones que no 
son periódicas son x, x z , x\ e* y ln x, por mencionar sólo algunas. 2 : 1 

Por (1) se tiene_/(x + 2 p) =J[(x + p)+ p\ ~A X + P ) = A*). etc., Y P ara cualquier 
entero n, 

(2) f(x + np) = f{x) para toda x. 

Por tanto, 2 p, 3p, 4p, ■ ■ • también son periodos de/[x). Además, si fx) y g(x ) tienen 
periodo p , entonces la función 


h(x) — a/(x) + bg(x) (o, ó constantes) 


también tiene periodo p. 

El problema por resolver en las primeras secciones de este capítulo será la re¬ 
presentación de varias funciones de periodo p = 2n en términos de las funciones 
simples 

(3) 1, eos x, sen x, eos 2x, sen 2x, • • ■ , eos nx, sen nx, ■ ■ ■ , 



3 Si una función periódica J[x) tiene un periodo p (> 0) que es el más pequeño de todos, éste con frecuen¬ 
cia se denomina el periodo primitivo de /(x) Por ejemplo, el periodo primitivo de sen x eslny el 
periodo primitivo de sen 2x es k Una función periódica sin periodo primitivo es/ = cansí.. 
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Figura 230. Funciones coseno y seno que tienen el periodo 2 n. 


que tienen periodo 2n (figura 230). L,as series que surgirán serán de la forma 


(4) a Q + a j eos x + b x sen x + a 2 eos 2x + b 2 sen 2x + • • • , 


donde a 0 , a x , a p ■ ■ ■ , b t , b p ■ ■ ■ son constantes reales. Estas series se llaman series 
trigonométricas y a las a n y b n se les llama los coeficientes de la serie. Usando el 
signo de sumatoria, 3 esta serie puede escribirse 


(4) 


a 0 + 2 ( a n cos nx + b n sennx). 
n = 1 


Al conjunto de funciones (3) a partir del cual se ha construido la serie (4) suele lla¬ 
marse el sistema trigonométrico. 

Se observa que cada término de la serie (4) tiene periodo 2n. Por tanto, si la serie 
(4) converge, su suma será una función de periodo 2 n. 

Las funciones periódicas que se presentan en problemas prácticos con frecuencia 
son bastante complicadas y es deseable representarlas en términos de funciones periódi¬ 
cas simples. Se verá que casi cualquier función periódica/(x) de periodo 2n:que aparez¬ 
ca en las aplicaciones—por ejemplo, con relación a vibraciones—puede representarse 
por una serie trigonométrica (la cual se denominará series de Fourier de f). 


Problemas de la sección 10.1 


Encontrar el periodo positivo p más pequeño de las siguientes funciones. 


1 . 

2 . 

3. 


cos x, sen x, cos 2x, sen 2x, cos ttx, sen ?rx, cos 2 irx, senlnx 

2wx 2 ttx 2trnx 1 nnx 

cos nx, sen nx, cos —— , sen —— , cos - , sen- 

k k k k 

Si fx) y g(x) tienen periodo p, demostrar que h = af+ bg (a, b, constantes) tiene periodo 
p En consecuencia, todas las funciones de periodo p forman un espacio vectorial. 


3 Y entre paréntesis; de una serie convergente esto da también como resultado una serie convergente con 
la misma suma, como puede demostrarse 


ú. 
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SERIES, INTEGRALES Y TRANSFORMADAS DE FOURIER 

4. Si p es un periodo demostrar que np, n = 2, 3, ■ ' \ es un periodo deA-*)- 

5. Demostrar que la función f{x) — consí es una función periódica de periodo p para toda p 
positiva, 

6 . Si/(x) es una función periódica de x de periodo p, demostrar quey(ax), < 25 * 0 , es una 
función periódica de x de periodo p/s y que J\xf b ) b 7 ^ Q es un a función periódica de x de 
periodo bp. Comprobar estos resultados para^íx) = cosx, a = b = 2. 

Trazar las siguientes funciones/(x), las cuales se suponen periódicas de periodo 2ny t para 
~ 7 t < x < n , están dadas por las fórmulas 

7. f(x) = x 8. f(x) = X 2 

9 . f(x) = e lxl 10 . f(x) = |x| 


11 . f(x) = 
13. /(x) = 

15. /(x) = 


x 2 si — ir < x < 0 

0 SÍ 0 < X < 7T 

7T + X SÍ — 7T < X < 0 

■ 7 r — x si 0 < X < u 

X si - 7T < X < 0 

7T — X SÍ 0 < X < 7T 


12 . /(x) =• 
14» fix) = 
16. f(x) = 


I si — 7T < X < 0 

1 — x/t r si 0 < x < tí 


..eos x /2 
r 0 
... senx 


SÍ ~~ 7T < X < 0 
si 0 < X < 7T 
si — 7T < X < 0 
si 0 < X < Tí 


Evaluar las siguientes integrales donde n = 0, 1,2, - * \ (Son ejemplos típicos de integrales que 
se necesitarán más adelante ) 


x eos nx dx 


17. í sen nx dx 

18. 

J cos nx dx 

19./ 

0 


— tt/2 


20 . f x sen nx dx 

21 . 

j e x sen nx dx 

22 . J 

~rr 


-TT 

- 

ir 


ir 

í 

23. ¡ e x cos /ix dx 

24. 

1 x 2 cos nx dx 

25. 

u 


J 

J o 


I x sen nx dx 

-n/2 

f x sen /ix dx 


10.2 SERIES DE FOURIER 

Las series de Fourier surgen de la tarea práctica de representar una función periódica 
_/[x) dada en términos de funciones coseno y seno. Estas series son trigonométricas 
(sección 10 . 1 ) cuyos coeficientes se determinan a partir de/x) mediante ciertas fór¬ 
mulas [las “fórmulas de Euler” ( 6 ) siguientes], las cuales se establecerán primero. 
Después se considerará la teoría de las series de Fourier. 


Fórmulas de Euler para los coeficientes de Fourier 

Se supone queyfx) es una fundón periódica de periodo 2 n que puede representarse 
por una serie trigonométrica, 

f(x) = a Q + 2 O n cos nx + b n senrur); 

n = 1 


( 1 ) 


27 
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es decir, se supone que esta serie converge y que tiene a/(x) como su suma. Dada una 
función J(x) como ésta, quieren determinarse los coeficientes a n y b n de la serie ( 1 ) 
correspondiente. 

Se determina a Q , Al integrar ambos miembros de (1) de — n á 7 t, se obtiene 
/ f(x) dx = j a 0 + 2 ( a n cos nx + b n sen nx) dx, 

— TIT — 7T L n= 1 

Si es posible realizar la integración término a término de la serie’ 1 , se obtiene 

J f(x) dx = a 0 J dx + 2 (^ a n J cos nx d x + b n J sen nx dx^j, 


El primer término del segundo miembro es igual a 1na a . Las demás integrales del 
segundo miembro son cero, como puede verse de inmediato por integración. Por tan¬ 
to, el primer resultado obtenido es 


1 r" 

2ñl /Wl 


Se determinan ahora a t , a v - - - por un procedimiento similar. Se multiplica (1) por cos 
mx, donde m es cualquier entero positivo fijo, y se integra de - 7 ra 7 t: 


J /(x) cos mx dx = J a„ + 2 ( fl n 

— 7r — ir*- n ~ 1 


cos nx + b sen nx) cos mx dx. 


Al integrar término a término, se observa que el segundo miembro queda 


cos mxdx + 


2 | Q n/ cosn - 
n -1 L 


x cos mx dx + í sen nx cos mx dx 


La primera integral es cero. Al aplicar (11) del apéndice 3 se obtiene 


J cos nx cos mx dx = ~ J cos (n + m)x dx + ~ J cos (/? — m)x dx, 

— ir — tt “ — rr 

r 7r 1 r w I r 71 

I sen nx cos mx dx = ~ sen (n + m)x dx *f - J sen (n — m)x dx. 


A Esto se justifica, por ejemplo, en el caso de la convergencia uniforme (ver el teorema 3 de la sección 
14.6). 
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La integración demuestra que los cuatro términos del segundo miembro son cero, con 
excepción del último término del primer renglón, que es igual a n cuando n = m. 
Puesto que en (3) este término está multiplicado por a m , el segundo miembro de (3) es 
igual a a n. El segundo resultado obtenido es 


— f f(x) eos mx dx, m = 1,2, 

■n J 


Por último, se determinan 6,, b 2 , ■ ■ ■ en (1). Si se multiplica (1) por sen mx, donde m 
es cualquier entero positivo fijo, y después se integra de — n a n, se tiene 


(5) j f(x) senmx dx = q 0 + 2 ( a „ cos nx + b n sennx) I sen mx dx. 

~rr -n-L n = i -* 

Al integrar término a término, se observa que el segundo miembro queda 
a Q J sen mx dx + 2 a n f c °s nx senmx dx + b n J sennx senmx dx . 

— w n=l L — TT — TT 

La primera integral es cero. La integral siguiente es del tipo considerado antes, y es 
cero para toda n = 1,2,- -. Para la última integral se obtiene 

J sennx senmx dx = - J cos (n — m)x dx — - f cos (n + m)x dx. 

— IT ~~ TT —TT 

El último término es cero. El primer término del segundo miembro es cero cuando n/m 
y es jt cuando n = m. Puesto que en (5) este término está multiplicado por b m , el 
segundo miembro de (5) es igual a b m ii y el último resultado obtenido es 

1 r ,r 

b = — I f(x) sen mx dx, m = 1, 2, • • • . 

7r J 

— TT 

Al escribir n en lugar de m, se obtienen las llamadas fórmulas de Euler 5 


(a) 

"o = ¿ 

J f(x) dx 

— TT 



(b) 

fln = Ij 

f f(x) cos nx 

— TT 

dx 

n = 1,2, 

(c) 


[" f{x ) sen nx 

dx 

n = 1, 2, 


5 Ver la nota de pie de página 9 de la sección 2.6 
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Los números dados por (6) se denominan los coeficientes de Fourier de/(x)„ La serie 
trigonométrica 


a Q + 2 ( a n cos nx + b n sen nx) 


con coeficientes dados por (6) se denomina ía serie de Fourier de flx) (sin atender la 
convergencia—ésta se discute en la página 95). 

EJEMPLO 1 Onda cuadrada 

Encontrar los coeficientes de Fourier de la función periódicayLc) de la figura .23la. p. 632. La fórmula es 


k s» -- tt < jr < O 


r -k si 
l k si 


y f(x + 2tt) = f{x). 


Funciones de este tipo se presentan como fuerzas externas que actúan sobre sistemas mecánicos, fuerzas 
electromotrices en circuitos eléctricos, etc. (El valor de/fx) en un solo punto no afecta la integral, por lo 
que puede dejarse inde fin ¡da/jc) en x - O y j: = ±n. 

Solución. Por (6a) se obtiene a 0 - 0. Esto también puede verse sin integrar, ya que el área bajo la curva de 
Jx j entre -rry 7res cero Por (6b), 

a rt ~ ~ f /W cos nx dx — \ J ( — k) cos nx dx + f k cos n.x dx 1 

— V 7r i--TT *0 -1 

1 f , sen nx j° , sennx 1*1 

= ~ ~k -— | + k - =0, 

v L n \_ v n 1 0 J 

porque sen nx - 0 en -tt, 0 y n para toda n — 1,2, a De manera similar, por (6c) se obtiene 
b n = — J f(x) sen nx dx = ~ £ J” ( - k) sen nx dx + J k sen n x dx J 
_I f, cos j ° ^ eos nx 1 *1 

w L « L n U 


Puesto que cos {-a) = cos ay co s 0 = 1, de esta expresión se obtiene 

k 2¿ 

¿> n = — (cos 0 — cos ( — mr) — cos mr 4- cos 0] = — (1 — cos mr). 
mr r\TT 


Aliora bien, cos n ~ -1, cos 2n ~ 1, cos 3 tt- -}. etc; en general. 


-1 para n impar 
1 para n par 


y por tanto 1 — cos 


í 2 

nrr = i 

lo 


para n impar. 


Por tanto, los coeficientes de Fourier b n de la función en cuestión son 
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(b) Las tres primeras sumas parciales de la serle de Fourier 
correspondiente 


Figura 231. Ejemplo 1. 


y como las a n son cero, ia serie de Fourier útj{x) es 

4 k / I I 

(8) — senx + - sen3x + - sen5,t + - 

77 \ 3 5 


Las sumas parciales son 

4k 4A: / 1 _ 

S. = — senx, S 7 = — sen.r + - sen3x 

1 7T ¿ 77 \ 3 

y sus gráficas en la figura 23! parecen indicar que la serie es convergente y que tiene la suma_/{x), la 
función dada., Se observa que en .x — O y x = tt, los puntos de discontinuidad de_/(x), todas las sumas 
parciales tienen el valor cero, la media aritmética de ios valores ~k y k de !a función en cuestión 
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Además, suponiendo que,/(x) es la suma de la serie y haciendo x - n/2, se tiene 


I 1 _ ]_ _ _ 77 

3 + 5 7 + ‘ “ 4 ‘ 

Este es un famoso resultado de Leibniz (obtenido en 1673 a partir de consideraciones geométricas) 
Ilustra que los valores de varias serles con términos constantes pueden obtenerse evaluando la serle de 
Fourier en puntos específicos I 


Ortogonalidad del sistema trigonométrico 


El sistema trigonométrico (3), sección 10.1, 
1 , eos x, sen x, eos 2.V, sen 2.r, 


eos nx, sen nx. 


es ortogonal en el intervalo -n¿x i n(y, en consecuencia, en cualquier intervalo de 
longitud 27T, debido a la periodicidad). Por definición, esto significa que la integral 
del producto de cualesquiera dos de estas funciones diferentes sobre dicho intervalo 
es cero; en fórmulas, para enteros cualesquiera m y n m se tiene 

f eos mx eos nx dx = 0 (m ^ n ) 


sen mx sen nx dx = 0 (m ¥* n ) 


y para los enteros my n cualesquiera (incluyendo m = rí) se tiene 


eos mx sen nx dx — 0. 


Esta es la propiedad más importante del sistema trigonométrico, la clave en la deduc¬ 
ción de las fórmula de Euler (donde se demostró esta ortogonalidad). 


Convergencia y suma de series de Fourier 

En todo este capítulo las serles de Fourier se consideran desde un punto de vista 
práctico. Se verá que la aplicación de estas series es muy sencilla. En contraste con 
esto, la teoría de dichas series es complicada y no se entrará en los detalles de la 
misma. Por consiguiente, sólo se aborda un teorema sobre la convergencia y la suma 
de series de Fourier, que se presenta a continuación. 

Suponer que/[x) es cualquier función periódica dada de periodo 27rpara la que 
existen las integrales de (6); por ejemplo, J{x) es continua o tan sólo continua pot 
secciones (continua salvo por un número finito de saltos en el intervalo de integra- 
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ción). Entonces pueden calcularse los coeficientes de Fourier (6) de/fx) y usarlos 
para formar la serie de Fourier (7) de/fx). Seria muy conveniente que la serie así 
obtenida convergiera y tuviera la suma/fx). La mayoría de las funciones que se pre¬ 
sentan en las aplicaciones son tales que esto se cumple (salvo en los saltos de/fx), los 
cuales se discuten a continuación). En este caso, cuando la serie de Fourier de/fx) 
representa a_/[x), se escribe 

f(x) = a Q + 2 (° n cos nx + b n sen /u ') 

71 = 1 

con un signo de igualdad, S¡ la serie de Fourier de /fx) no tiene la suma/fx) o no 
converge, se sigue escribiendo 

/(x) ~ O 0 + 2 ( a n cos nx + b n Sen nX ) 

71=1 

con una tilde ~, la cual indica que la serie trigonométrica del segundo miembro tiene 
los coeficientes de Fourier de/fx) como coeficientes, por lo que se trata de la serie de 
Fourier de/fx). 

La clase de las funciones que pueden representarse por series de Fourier es 
sorprendentemente grande y general. Las condiciones suficientes correspondientes 
que abarcan casi cualquier aplicación concebible son las siguientes. 

Teorema 1 (Representación por una serle de Fourier) 

Si una función periódica fifi) con periodo 2nes continua por secciones 1 " en el intervalo 
—7i<x"¿Ky tiene derivada por la izquierda y por ¡a derecha 1 en todo punto de dicho 
intervalo, entonces la serie de Fourier (7) de) fx) [con coeficientes (6)] es convergente. 
Su suma es /fx), salvo en un punto x 0 en el que fifi) es discontinua y la suma de la serie 
es el promedio de los limites por la izquierda y la derecha 7 de fifi) enx 0 . 



Figura 232. Límites por 
la izquierda y por la 
derecha 
/.<1 - 0 ) = 1 , 

/(I + 0) = i 

de ¡a función 


/(x) = 


r x 2 si x < 1 
lx/2 si x > 1 


6 Definición en la sección 6 I 

7 El límite por la izquierda de./(x) en x 0 se define como el limite de./(x) 
cuando x tiende ax u por la izquierda y se denota con frecuencia por/(x u 
- 0) Por tanto 

/ü 0 - 0) = lím /U 0 - h) 
h —u 

cuando h 0 por valores positivos. 

El límite por la derecha se denota por^x 0 + 0) y 

/(Xq + 0) = lím fi-Xn + h) 
h—0 

cuando h — * 0 por valores positivos. 

Las derivadas por ia izquierda y por la derecha de^x) en x tJ se defi¬ 
nen como los limites de 

/(¿d - h) - J(x 0 - Q) /U 0 + h) - f(x 0 + 0) 

-/i y h 

respectivamente, cuando h 0 a través de valores positivos Desde 
luego, si/U) es continua en x y , el ultimo término de ambos numerado¬ 
res es simplemcnie/fx',,). 
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Demostración de la convergencia en el teorema 1 para una función continua f(x) 
que tiene primera y segunda derivadas continuas. Al integrar f6b) por partes se 
obtiene 


f(x) c. 
' J 


cos nx dx 


f{x) sen nx 


I r™ : 

— I f'{x) sen nx dx. 
nrr J 


El primer término del segundo miembro es cero. Al integrar otra vez por partes se 
obtiene 


f'{x) cos nx 


I r w n 

— ó— I f"(x) cos nx dx. 
tfi TT J 


El primer término del segundo miembro es cero debido a ia periodicidad y la conti¬ 
nuidad de/(x). Puesto que/ 7 ' es continua en el intervalo de Integración, se tiene 

|/"(x)| < M 

para una constante M adecuada. Además, |cos rtx\ < 1. Se sigue que 

l ü J = ~T~~ f f"(x) cos nx dx < —l— f M dx - . 

« 7T J tlTT .) n ¿ 

1 ~ 7T —IT 

De manera similar, |AJ < 2 M/n 1 para toda n. Por tanto, el valor absoluto de cada 
término de la serie de Fourier de/fx) es a lo sumo igual al término correspondiente de 
la serle 

Kl + 2M ^1 + 1 + 72 + J2 + J2 + J5 + ■ • 

que es convergente. Por tanto, esa serle de Fourier converge y se termina así la demos¬ 
tración. (Los lectores familiarizados con la convergencia uniforme observarán que 
por el criterio de Welerstrass de la sección 14.6, bajo los supuestos presentes, la serie 
de Fourier converge uniformemente y, en consecuencia, la deducción de (6) integran¬ 
do término a término se justifica por el teorema 3 de la sección 14.6.) 

La demostración de la convergencia en el caso de una función/fx) continua por 
secciones y la demostración de que bajo los supuestos del teorema la serie de Fourier 
(7) con coeficientes (6) representa a.fifi) son mucho más complicadas; ver, por ejem¬ 
plo, la referencia [C14], | 


EJEMPLO 2 Convergencia en un salto según se indica en el teorema 1 

La onda cuadrada del ejemplo i tiene un salto en x = 0 Su limite por la izquierda allí es -k y su limite por 
la derecha es k (figura 23 1), por io que el promedio de estos ¡imites es 0 La serie de Fourier (8) de la onda 
cuadrada converge en realidad a este valor cuando x = 0 ya que entonces todos sus términos son cero Se 
procede de manera similar para los otros saltos. Esto concuerda con el teorema 1 B 
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Resumen. Una serie de Fourier de una función/x) dada de periodo 2 n es una sene 
de la forma (7) con coeficientes dados por las fórmulas de Euler (6). El teorema 1 
da las condiciones que son suficientes para que esta serie converja y para que en 
toda x tenga el valor j[x), salvo en las-discontinuidades de _/[*), donde la serie es 
•. .i _ t _; C o h* tn S iímíte 1 ' ñor la izouierda v por la derecha ue/(x) en 

ese punto. 


Problemas de la sección 10.2 

Encontrar la serie de Fourier de la función /x), la cual se supone tiene periodo 2/r, y trazar 
gráficas precisas de las tres primeras sumas parciales," donde/x) es igual a 



- jt/2 0 “'Y 




0 ir/2 >r * 



1 si - ir/2 < x < ttI2 

- 1 si 7r/2 < x < 3vr/2 


7. f(x) = x (-ir < x < ir) 
9. /(x) = x 2 (- 7r < x < ir) 
11. /(x) = x 3 (-rr < x < t r) 


13. /(x) = 


x si - rr/2 < X < jr/2 
.0 si rr/2 < x < 3tt/2 


15- í(x) {tt — r s ¡ 7r/2 < x < 3 tt/ 2 16 ‘ jrU) 1 tt 2 /4 si W2 < x < 3rr/2 

17. Comprobar el último enunciado del teorema 1 acerca de las discontinuidades para la 
función del problema I 

18. Obtener la serie de Fourier en el problema 3 a partir de la del problema 1 

19 Demostrar que si/x) tiene los coeficientes de Fourier a n , y g(x) tiene los coeficientes 
de Fourier a*, ó/, entonces kj{x) + /g(x) tiene los coeficientes de Fourier Ao, + /a, , kb„ 
+ Ib*. 

20. Usando el problema 19, encontrar la serie de Fourier del problema 2 a partir de las de los 
problemas 3 y 4. 


r - ! si 0 < x < 7 t/ 2 
i 0 si 7 t/ 2 < x < 277 

8. /(x) = x (0 < x < 2 tt) 

10. /(x) = x 2 (0 < x < 2rr) 

12. /(x) = x + |x| (- 7T < x < 7T) 


si - 7r/2 < x < nU 
si 7r/2 < x < 3tt/2 


14. f(x) = 


16. f(x) 


0 S¡ - 7T < X < 0 

x si 0 < x < 7r 

x 2 si - 7r/2 < X < 7T/2 

. tt 2 /4 si tt/ 2 < x < 3m/2 


* Es decir, a 0 + X (n„ eos nx + A„ sen ni) para N - 1,2, 3 
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10.3 FUNCIONES DE CUALQUIER PERIODO P=2L 

Las funciones consideradas hasta este punto tenían periodo 27t, en tanto que la mayo¬ 
ría de las funciones periódicas en las aplicaciones tendrán otros periodos» Pero se 

. « . • • ' j_ c. _ : ~ c a.-. r> = 1 rr a fnnrionCS de nt?nO(ÍO v 

demuestra que la transición uc mutiOutb ul -- r w 

p = 2 L, es bastante simple, en esencia un alargamiento de escala sobre el eje, 

Si una función /(x) de periodo p = 2 L tiene una serie de Fourier, se afirma que 
esta serie es 



con los coeficientes de Fourier de j\x) dados por las fórmulas de Euler 



Demostración. La ¡dea es deducir estas expresiones a partir de la sección 10.2 me¬ 
diante un cambio de escala. Se hace v = kxIL, de donde x = Lvln. Entonces x = ±£ 
corresponde a v = ±n. Por tanto/, considerada como una función de v a la que se 
llama g(v), 

f(x) = g(o), 

tiene periodo 2 n. Por consiguiente, por (7) y (6), sección 10.2, con v en lugar de x, 
esta función periódica g(v) con periodo 2n tiene la serie de Fourier 

(3) g(y) = a Q + 2 Ki cos nü + b n sen nü) 

71=1 


■' Esla nolación es práctica ya que en las aplicaciones L. será la longitud de una cuerda en vibración 
(sección 11 2), de una varilla en la conducción de calor (sección 11 5), ele 
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do 


l/ (ü) 

./%(*> 

— IT 

b„ — — f g(o) sen no do. 
n 7 t J 


l 

7 T . 


eos no do 


Puesto que v = tvc/L y g(v) la fórmula (3) da como resultado (1). En (4) se 

introduce i = ¿v/nreomo variable de integración. Entonces los límites de integración 
v = ±k pasan a ser * = ±Z„ Asimismo, v= itxIL implica dv = ncbdL. Por tanto, dv/2iz= 
dx!2L en o 0 . De manera similar, dv/n = dx/L en a n y b n . En consecuencia, de (4) se 
obtiene (2). ■ 

El intervalo de integración en (2) puede reemplazarse por cualquier intervalo de 
longitud p = 2 L, por ejemplo, por el intervalo OSrS 2 L. 

EJEMPLO 1 Onda cuadrada periódica 

Encontrar la serie de Fourier de ia función (ver la figura 233) 

1 0 si — 2 < jc < — I 

k si — 1 < x < i p = 2L. = 4, L - 2. 

0 si 1 < ,r < 2 
Solución. Por (2a) y (2b) se obtiene 


2 1 
a 0 = J J SM dx = k 


dx 


f 2 ,, * nirx 1 f 1 nirx 2k ( mr 

f(x) eos —- dx - - ! k eos dx = — 

J 2 2 2 J 2 mr 


Por tamo, a n - 0 si n es par y 

a n — 2klmr si n = 1, 5, 9, , a n = — Iktnrr si n ~ 3, 7, II, ■ 

A partir de (2c) se encuentra que b n - 0 para n = 1, 2, . Por tanto e! resultado es 

... k 2k ( tt 1 3 tc 1 5tt \ 

Hx) - - + - (eos -x - - eos Y x + - eos -x - + • ■ 


__i_ 


f(x) 




-2 0 1 
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EJEMPLO 2 Rectificador de media onda 

Un voltaje senoidal £ sen coi , donde / es el tiempo, se hace pasar por un rectificador de media onda que 
corta ia porción negativa de la onda (figura 234) Encontrar la serie de Fourier de la función periódica 
resultante 


u{t) 


p — 2L = — , L 


r 0 si —L < t < 0, 
l E seno>/ si 0 < t < L 
Solución. Puesto que u- 0 cuando -L < í < 0, por (2a), con t en lugar de x, se obtiene 

w/iu y- 

--ÜÍ 


E sen ojt di = — 


y por (2b), usando ia fórmula (11) del apéndice 3.1 con x - coi y y «= nCüt, 

rtlut r~ ttIui 

üí r (júc, r 

a„ = - E sen tu/ eos muí di = —- I [ sen (I 4- ri)wt + sen (1 — n)to¡] dt, 
n 7 r 4 . 27t J n 

, se c 

f 

Jo 


Si n = 1, la integra! de! segundo miembro es cero, y si n - 2, 3, • ' , se obtiene de inmediato 


u)E i eos (1 + n)u¡l eos (1 — n)tu/~j 
2 ir \ 


(1 + ;i)tu 


(1 — n)u> 


JL 

2tt 


-eos (1 + n)TT + 1 —eos (1 — n)ir + 1 


1 + n 


1 - n 


)■ 


_ p Si n es impar, esta expresión es igual a cero, y para n par se tiene 


2 2 
+ 


2tt \1 + n 1 — n 


2 E 


(/i — l)(n 4- 1 )tt 


(" = V V 


En una manera similar, a partir de (2c) se encuentra que j ,ó¡"—”£/2 y b n — 0 para n ~ 2, 3, - ; \ Por 


consiguiente, 




./ 


uO) 


E E 

— + — sen coi 
TT 2 


2 £ ( 1 


(r 


— COSjllút + --- COS 4 lút. 




uto 



~nh i) 0 iíííú t 


Figura 234. Rectificador de media onda. 


Problemas de la sección 10.3 

Encontrar la serie de Fourier de la función periódicaybb, de periodo p = 2L,y tínz&rftx) y las 
tres primeras sumas parciales. 

1. í(x) = - 1 (- 1 < A- < 0), /(x) =1 (0 < X < 1), p = 2L = 2 

2. f(x) = 0 (- 1 < x < 1), f (x) =1 (1 < x < 3), p = 2L. = 4 

3. f(x) = 0 (— 2 < x < 0), /(x) = 2 (0 < x < 2), p = 2L = 4 

4. í(x) = x (- 1 < x < 1), p = 2L. = 2 


Figura 233. Ejemplo 1. 
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5. JXx) 

6. f (x) 

7. /(x) 

Q 

»j . j \-» / 

9. /(x) 

10. /(x) 

11. f(x) 


] - x 2 (- 1 < x < 1), p = 21. = 2 

2|x| (-2 < i < 2), p = 2 L = 4 

0 , (- 1 < x < 0 ), /(x) = x (0 < x < 1), p = 2L = 

x (0 < x < !), /(x) = I - x (] < x < 2). p = 2L - 
-1 (— 1 < x <■ 0), f(x) = 2x (0 < x < 1), p = 2L 


i + x (-4 < x < 0), /(x) = i 


(0 < x < i), 


11. /(x) = 3x 2 (- 1 < x < 1), p = 2L = 2 

12. /(x) = ttx 3 /2 ( - 1 < x < 1), p = 2L = 2 

13. /(a) = tt sen irx (0 < x < 1), p = 2L = 1 

14. /(x) = x 2 /4 (0 < x < 2), p = 2L = 2 

15. Obtener la serie de Fourier en el problema 1 directamente a partir de la del ejemplo 1, 
sección 10 2. 

16. Obtener la serie de Fourier en e! problema 11 directamente a partir de la de! problema 9, 
sección 10.2., 

17. Obtener la serie de Fourier en el problema 3 directamente a partir de la del ejemplo 1. 

18. Encontrar la serie de Fourier de la fundón periódica que se obtiene al hacer pasar el 
voltaje v(r) — k eos IOOth por un rectificador de media onda. 

19. Demostrar que cada término de (1) tiene periodo p — 2¿,. 

20. Demostrar que en (2) el intervalo de integración puede reemplazarse por cualquier inter¬ 
valo de longitud p — 21... 


. ;jjg 

10.4 FUNCIONES PARES E IMPARES 1 

La función del ejemplo 1 de la sección anterior era impar y sólo tenía términos seno gj 

en su serie de Fourier, sin términos coseno. Esto es típico. De hecho, puede evitarse || 

trabajo innecesario (y las consiguientes fuentes de error) al determinar los coeficien- tj§ 
tes de Fourier si una función es impar o par. g| 

Se recuerda primero que una función y - g(x ) es par si || 

g(-x) = g(x) para toda x gjj 

La gráfica de esta función es simétrica con respecto al eje y (figura 235). Una función | 
h(x) es impar si g 

h(-x) = -h(x) para toda x | 

(Ver la figura 236.) La función eos nx es par, en tamo que sen nx es impar. J 
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Si g(x) es una función par, entonces 


L 

g(x) dx = 2 I g(x) dx 
4 r 


SÍ h(x) es una función impar, entonces 


f h(x) 


dx = ü 


(h impar) 


Las fórmulas (1) y (2) son obvias a partir de las gráficas de gy h y las demostraciones 
formales se le dejan al estudiante. 

El producto q = gh de una función para gy una función impar h es impar, ya que 

q( — x) = g{-x)h(-x) = g(x)[-/i(x)] = -q(x). 

Por tanto, si/x) es par, entonces el integrando/sen (nta/L) en (2c), sección 10.3, 
es impar y b = 0. De manera similar, si J[x) es impar, entonces/eos (nnx/L) en 
(2b), sección"!0.3, es impar, y a. = 0. Por lo anterior y (1) se obtiene el s.guiente 
teorema. 


Teorema 1 (Serles de Fourier de funciones pares e impares) 

La serie de Fourier de una función par de periodo 2 L es una “serie de Fourier de 


f(x) = a Q + X cos T ' X 
n = l 


con coeficientes 


1 r L 2 { 

(4) a Q = 7 f(x) dx, a n = - J f(x) 
4 - 0 


mrx . , 

cos —— dx, n — \, 2 , 


La serie de Fourier de una función impar de periodo 2 L es una “serie de Fourier de 


/(x) = 2 b n sen — x 


(f impar) 


con coeficientes 


r L m 

J /(x) sen — 
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El caso del periodo 2n. En este caso, para una función par por el teorema 1 se obtiene 


(3*) 


.f(.v) = a 0 + 2 D„ eos nx 

n= 1 


(f par) 


con coeficientes 


1 r 77 2 f 77 

(4*) a n = - f(x) dx, a = — /W eos nx dx, 

0 » J 0 
y para una función impar 


/i = 1, 2, 


(5*) 

con coeficientes 
( 6 *) 


fíx) = 2 Sen njr 

n = l 


2 r” 

£> = — f(x) sen nx dx, 

tt 


(/impar) 


n = 1, 2, 


Por ejemplo, fx) del ejemplo 1, sección 10.2, es impar y, por lo tanto, está represen¬ 
tada por una serie de Fourier de senos. 

Simplificaciones adicionales resultan de la siguiente propiedad (ya mencionada 
en el problema 19 de la sección 10.2): 


Teorema 2 (Suma de funciones) 

Los coeficientes de Fourier de una sumaf +/ 2 son las sumas de los coeficientes de 
Fourier de f yf correspondientes. 

Los coeficientes de Fourier de cfson el producto de cy ¡os coeficientes de Fourier 
def correspondientes. 


EJEMPLO 1 Pulso rectangular 

La función_/*(*) de la figura 237 es la suma de la funciónyíx) del ejemplo 1 de la sección 10 2 y la 
constante k Por tanto, a partir de dicho ejemplo y del teorema 2 se concluye que 

4 k ( 1 1 \ h 

f*(x) = k 4- — ( sen x + - sen 3x + - sen 5x + * * • ) - “ 

tt \ 3 5 / 



2jt 3/r 4 n x 


Figura 237. Ejemplo 1. 




FUNCIONES PARES E IMPARES 

EJEMPLO 2 Onda diente de sierra 

Encontrar la serie de Fourier de ia función (figura 238a) 

/(■*) “ -*■ + TT si —TT < X < TT y f(x + 27T) = f{x). 

Solución, Puede escribirse 


f-fi + h 

donde 

h “ y h = n. 


Los coeficientes de Fourier dson cero, salvo ei primero (el término constante), que es n. En consecuen¬ 
cia, por el teorema 2, los coeficientes de Fourier a n% b n son los de/j, excepto para a 0 , que es n Puesto que 
/, es impar, a n = 0 para n ~ 1, 2, - *, y 


b n ~ - f f%(x) sen nx dx = — f jr 
77 \ * J 0 

Al integrar por partes se obtiene 


sen nx dx. 


- x eos nx n 1 

r w 

eos nx dx 

2 

+ 

= “ ~ COS /I TT. 

" 0 « J 


n 


Por tanto, ó, — 2, b 2 — 2/2, b y — 2/3, b A — 2/4, - y la serie de Fourier de/(.r) es 


/U) - ir + 2 


^sen ,v 


1 

2 


sen 2x 


j sen3.v - 




(a) La función /(.*) 



(b) Sumas parciales S n (x) 
238. Ejemplo 2.. 


ti 
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Problemas de la sección 10.4 

¿Las funciones siguientes son impares, pares o ni lo uno ni lo otro? 

1. |x 3 |, x eos/ix, x 2 eos/ix, cosh x, senh x, sen x + eos x, x|x| 


¿Las siguientes funciones J{x), las cuales se suponen periódicas, de periodo 2n, son pares, 
impares o ni lo uno ni lo otro? 


3. /(x) = X 3 ( — 7T < x < 77") 

5. f(x) = x|x| ( — 7r < x < trr) 

7. /(x) = |senx| ( —77 < x < ir) 

fO si - 77 < x < 0 


11. f(x) 


12. f(x) 


4. f(x) = x 4 (0 < x < 2 77 ) 

6. f(x) = e-W ( — tt < x < v) 
8. x 3 - x 


x si 0 < x < n 

senh x si — tt < x < 0 
- cosh x si 0 < x < 7r 
eos 2 2x si - tt < x < 0 
sen 2 2x si 0 < x < ir 


10. /(x) 


'0 si 1 < X < 2 77 — 1 
.X si - 1 < X < 1 


Representar las siguientes funciones como la suma de una función par y una impar. 

13. 1/(1 -x) 14. 1/(1-x) J 15. e* 16. x/(x+ 1) 

17. Demostrar el teorema 2, 

18. Encontrar todas las funciones que sean tanto pares como impares 

19. Demostrar que la conocida identidad sen 3 x = 2- sen x - 7 sen 3x puede interpretarse 
como el desarrollo de una serie de Fourier y que se cumple lo mismo para la identidad 
eos 3 x = ~ eos x + 7 eos 3x. 


Demostrar que: 

20. La suma y el producto de funciones pares son funciones pares 

21. La suma de funciones impares es impar. El producto de dos funciones impares es par. 

22. Si J\x) es impar, entonces j/(x)| y/(x) son funciones pares. 

23. Si J\x) es par, entonces j/fx)|,/(x) y f(x) son funciones pares 

24. Si g(.\) está definida para toda x, entonces la función p(x) = [g(x) + g(—x)]/2 es par y la 
función <¡r(x) = (g(x) - g(- x)]/2 es impar 

Encontrar la serie de Fourier de las siguientes funciones, las cuales se supone tienen periodo 
27t Sugerencia Usar el hecho de que algunas de estas funciones son pares o impares 


25. /(x) 


27. /(x) = 


k si — 7r/2 < x < xr/2 

0 si vr/2 < x < 37r/2 

x si - 77/2 < x < 77/2 

77 — X si 77/2 < X < 3 77/2 


26. f(x) 


X si 0 < X < 77 
77 — X SÍ 77 < .X < 277 


f - X S¡ — 77 < X < 0 

28. /(X) = 

l X S¡ 0 < X < 77 


'^•1/ 


DESARROLLOS DE MEDIO RANGO 


f x 2 si - 77/2 < x < 77/2 
29. f(x) = 30. f(x) 

l, 77 2 /4 si 77/2 < X < 3 77/2 


31. /(x) = x 2 /4 ( — 77 < x < 77 ) 
Demostrar que 

33.1 - i + í - i - - 

34 - 1 * Í ♦ 5 4 Ti * ¿ 3 ■ ■ 

35. 1— - + - — — 

4 9 16 


-x 2 si - 77 < x < 0 

X 2 S¡ 0 < X < 7T 


32. /(X) = X(77 2 - X 2 ) (- 77 < X < 77 ) 


(Usar el problema 25) 


(Usar el problema 31) 


(Usar el problema 3 1) 


10.5 


DESARROLLOS DE MEDIO RANGO 


En varias aplicaciones existe la necesidad práctica de usar series de Fourier en rela¬ 
ción con funciones J{x) que están dadas solamente en algún intervalo, por ejemplo, 0 
S x S L , como en la figura 239a. En el capítulo siguiente (secciones 11,3 y 11.5) se 
presentan casos típicos. Podría extenderse /(x) periódicamente con periodo L para 
después representar la función extendida por una serie de Fourier, la cual en general 
incluiría tanto términos coseno como seno. Sin embargo, hay una alternativa mejor 
mediante ia cual se obtiene siempre una serie de cosenos ai extender primero y(x) de 0 
<x i L como una función par en el rango (el intervalo) —L ¿ x < L, como en la figura 
239b, para después extender esta nueva función como una función periódica de perio- 



-L I. 

(b) /(*) extendida como una función periódica 
par de periodo 2L 



_i 


/ 2 W'I 



rl 

I 




-i 

i 


} 


i 


X 


(c) f{x) extendida como una función periódica 
impar de periodo 2 L 


Figura 239. (a) Función f(x) dada en un intervalo 0 < xi L, 

(b) su extensión par al “rango" (intervalo) completo —L¿ x S L (curva remarcada) 
y la extensión periódica de periodo 2 L al eje x, 

(c) su extensión impar a -L< x< L (curva remarcada) y la extensión periódica 
de periodo 2 L al eje x. 
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DESARROLLOS DE MEDIO RANGO 


do 2 L, y, como es par, representarla por una serie de Fourier de cosenos. O puede 
extenderse f{x) desde O ¿ x < L como una función impar en —L ¿ x ¿ L, como en la 
figura 2.39c, para después extender esta nueva función como una función periódica de 
periodo 2 L y, como es impar, representarla por una serie de Fourier de senos. Estas 
dos series se llaman los dos desarrollos de medio rango de la función/fx), la cual 
está dada sólo en “la mitad del rango” (la mitad del intervalo de periodicidad de estas 
series). La forma de estas series se presenta en la sección 10.4. El desarrollo de cosenos 
de medio rango es [ver (3), (4), sección 10.4] 

. , 22, nir 

( 1 ) /(*) = a ü + 2u a n eos — x 

71 = 1 


■/ /(x). 


4 f , rrrrx 

— I f(x) eos —— dx 

L J Q L 


n = 1,2, 


El desarrollo de senos de medio rango es [ver (5), (6), sección 10.4] 


/M = 2 b n sen - x 


Solución, (a) Extensión periódica par. Por (4), sección 10.4, se obtiene 

1 [2k r m , 2 k r L , 3 k 

= Z LT J 0 x4x + t Jjí. -x)4xj 

2 [2A- r 172 nn Ik r L nir 1 

a n “ 7 7 “ I x cos ~7~ x a.x + —- I (L — x) eos —x dx . 

I" L ~n L J. _ L J 


Entonces, al integrar por partes. 


M 1 r L /2 

f mr Lx mr 

i x cos — ~x dx ~ — sen —x 
J o L n 77 L „ 


L mr 

— sen —x dx 
mr -i L 


mr L 2 ( mr \ 
t-r~ + "’r? I eos —-11. 

2 n 2 7r 2 \ 2 ) 


De manera similar. 


I (L - x) cos ~~x dx 

LJ2 L 


L 2 mr 
2mr SCn 2 


L 2 ( nn\ 

—5—5 I cos mr — cos -r* I - 
mrr ¿ \ 2 / 


Si se introducen estos dos resultados, se obtiene 


4 k ( mr 

a = - g. 5 I 2 cos ~ 

n n ¿ 7T 2 \ 2 


COS /IJT — 1 


Por tamo. 


16AV2 2 7t 2 , n 6 = - 16&6 2 tt 2 , a 1Q - ~ ]6/.'/10 2 jr 2 , - - 


y o rt *= 0 si n 5 * 2, 6 , 10, 14, - \ Así, el primer desarrollo de medio rango deTlx) es 


k 16 k ( 1 


/ 1 2 tt 

U 2 C ° S L 


1 6vr 

x + —r cos 
6 ¿ L 


377 \ 

I 1 + . ) 


Esta serie representa la extensión periódica par de la función J{x) dada, de periodo 2¿,, ilustrada en la 
figura 241a 




nrrx 

sen -j~- dx, 


/i = 1,2, 


(b) Extensión periódica impar. De manera similar, a partir de ( 6 ), sección 10 4, se obtiene 


8 k mr 

5 5 sen~~* * 
n ¿ rr ¿ 2 


EJEMPLO 1 El "triángulo" y sus desarrollos de medio rango 
Encontrar los dos desarrollos de medio rango de la función (figura 240) 

(2k . L 

I — x si 0 < x < — 


■ 4 

si -< x < L. 



Figura 240. La función dada en el ejemplo 1. 



(a) Extensión par 



// 0 


(b) Extensión impar 

Figura 241. Extensiones periódicas de f{x) en el ejemplo 1. 


¿síüük' JÍ/íft -’í'X'b iíjf.v- V/uí-! ' .tiú-:. 


:' • ./■ : • • r r í r . V ••• [: {■■'ir ' ( 

í;' n&d ■' - rfiZV ¿¡v2tí ■ -iSat' J5& ‘ú&x 


' ¿¿¡O. "iSkit. ¿p.U’i ÁÚ&1 «ilSír- ífcíffi. ¡Cliít. 
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En consecuencia, el otro desarrollo de medio rango dey{x) es 

, SA- / ! ir I 3rr I 5rr 
JM = ^2 I J 2 sen-r - + ~ 2 sen —x - + • 


Esta sene icpi escrita ia extensión pcr¡ 


sriedo 2L ilustrada en la figura 24 i b. B 


Problemas de la sección 10.5 

Representar las siguientes funcionesyfx) por una serie de Fourier de senos y trazar la extensión 
periódica correspondiente de/x) 


1. f(x) = k (0 < x < L.) 

3 . f(x) = x 2 (0 < x < L) 

5. f(x) = L - x (0 < x < L) 

( x si 0 < x < ir¡2 


7. f(x) = 


9. f(x) 


ir/2 si tt/ 2 < x < ir 
x si 0 < x < L.I2 
i. - x si L.I2 < x < L 


2. f(x) = kx (0 < x < L) 

4. j(x) = 1 - (2 IL)x (0 < x < L) 

6. J(x) = x 3 (0 < x < L) 

f it/ 2 si 0 < x < 7r/2 
8 . f(x) =| 

L jt - x SI tt/2 < x < ir 

f x si 0 < x < L¡ 2 
10. f(x) — t 

U/2 si Ll2 < x < L 


Representar las siguientes funciones/x) por una serie de Fourier de cosenos y trazar la exten¬ 
sión periódica correspondiente d tj{x). 


11. /(x) = x (0 < x < L) 
13. f{x) = x 2 (0 < x < L.) 


15. /(x) = 


0 si 0 < x < LJ2 
1 si LI2 < x < L. 


12. /(x) =1 (0 < x < L) 

14. f(x) = sen 2 3x (0 < x < ir) 
r 1 si 0 < x < LJ2 


16. f(x) - 


0 si LI2 < x < L 


17. /(x) = e x (0 < x < L.) 

19. j(x) = sen y- (0 < x < L) 


18. /(x) = x 3 (0 < x < L) 

20. f(x) = ^ sen y (0 < x < L .) 


10.6 SERIES COMPLEJAS DE FOURIER. 

OPCIONAL 

En esta sección opcional se demuestra que la serie de Fourier 

(1) /(x) = a 0 + X ( a „ cos nx + b n sennx ) 

n = 1 

puede escribirse en forma compleja, la cual en ocasiones simplifica los cálculos (ver 
el ejemplo 1 siguiente). Esto se hace por la fórmula de Euler (8), sección 2.3, 

e lt = cos í + / sen ( 


1 
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Esta es la llamada forma compleja de la serie de Fourier o, abreviando, la serie 
compleja de Fourier de J{x) y c n recibe el nombre de coeficientes complejos de 
Fourier de f[x). 

Resulta interesante el hecho de que (8) pueda deducirse de manera independiente 
como sigue. Al multiplicar la serie de (8) por e donde m es un entero fijo, e inte¬ 
grar término a término de-7ra 7 t (permitida, por ejemplo, en el caso de la convergen¬ 
cia uniforme), se obtiene 

j f{x)e~ imx dx = 2 c n f e iin - m)x dx 

“ - ir n ~ - B» -ir 

Cuando n = m, el integrando es e° = 1, y la integral es igual a 2k. Se obtiene asi 

(9) J f(x)e~ imx dx = 27rc m , 

— 7T 

siempre que las demás integrales sean cero, lo cual se cumple por (5), 
f e Hn-m)x ¿ x = _!- ( e i(n-m)n _ 

J ¡(n - m) 


— - 21 sen (n — m)ir = 0. 

¡(n — m) 

Entonces, al escribir n en lugar de m en (9), se obtiene la fórmula de los coeficientes 
de (8). * 

Para una función de periodo 2 L, el razonamiento anterior da como resultado la 
serie compleja de Fourier 



EJEMPLO 1 Serie compleja de Fourier 

Encontrar !a serie compleja de Fourier ácj[x) = e' si -it < x < n yj[x + ln) =J{x) y a partir de ella obtener 
la serie común de Fourier 



_í_^{1 —inji 

2 t r 1 - ¡n 




Solución. Por (B), 


OSCILACIONES FORZADAS 


Multiplicando el numerador y el denominador por 1 + m y usando e inK — e m * - (-1), se obtiene 


n 2rr 1 + n 


{- \) n {e” - 


El último factor ( } es 2 scnh n, por lo que la serie compleja de Fourier es 


( ,x = !2ÍL£ 2 


( - 7T < X < IT)., 


Aquí, por (2), 

(1 + </z)(cos nx + / sen nx) - (eos nx — n sen nx) + Un eos tu + sennx). 

El término correspondiente con -n en lugar de n es (obsérvese que eos (-nx) = eos nx y sen ( -nx) = -sen nx) 
(I — j/i)(cos nx — i sen /ucj = (eos nx — n sennx) — í(n eos nx + sennx). 

Las partes imaginarias se cancelan si se suman los dos términos, por lo que su suma es 


2(cos nx — n sennjr), 


n » 1,2, 


Para n- 0 se obtiene 1 (no 2) debido a que hay un solo término.. Por tanto, la serie real de Fourier es 
(12) e x - ~- z — .-. ~ (eos x — sen*) + 7 .-~o (eos 2x — 2 sen 2 :t) - + • - 

7T L 2 l + I 1+2- J 


donde n. 


Problemas de la sección 10.6 


10.7 


1. Demostrar que los coeficientes complejos de Fourier de una función impar son imagina¬ 
rios puros y que los de una función par son reales. 

2. Demostrar que a 0 = c a , a n = c o + c n , b n = H c„ - c J, n = 1,2, ■ - 

3. Encontrar la serie compleja de Fourier dej(x) = - 1 si — n < x < 0,J[x) = 1 si 0 < x < n. 

4. Convertir la serie de Fourier del problema 3 a la forma real. 

5. Encontrar la serie compleja de Fourier de/[..v) = * (-71 < x < 7 i), 

6 . Encontrar la serie compleja de Fourier de/U') = 0 si -7t < x < O.yfx) =1 si 0 < x < 71, 

7. Encontrar la serie compleja de Fourier de/U) = * (0 < x < 27t). 

8 . Convertir la serie de Fourier del problema 7 a la forma real. 

9. Encontrar la serie compleja de Fourier de/fv) = x 2 {-n<x< 7 i). 

10. Convertir la serie de Fourier del problema 9 a la forma real. 


OSCILACIONES FORZADAS 


Las serles de Fourier tienen importantes aplicaciones en las ecuaciones diferenciales. 
Se ilustra el punto para un problema básico en el que interviene una ecuación diferen¬ 
cial ordinaria. (En el capitulo 11 se presentan numerosas aplicaciones en ecuaciones 
diferenciales parciales.) 


i 
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Figura 242. Sistema oscilatorio 
bajo consideración. 



Figura 243. Análogo eléctrico del 
sistema de la figura 242 (circuito BLC), 


Por la sección 2.11 se sabe que las oscilaciones forzadas de un cuerpo de masa m 
en un resorte de módulo k están gobernadas por la ecuación 



donde y — y(t) es el desplazamiento a partir del reposo, c es la constante de 
amortiguamiento y >•(/) es la fuerza externa que depende del tiempo I. En la figura 242 
se ilustra ei modelo y en la figura 243 se presenta su análogo eléctrico, un circuito 
RL.C gobernado por 



(ver la sección 2.12). 

Se considera (i). Si r(t) es una función de senos o de cosenos y si hay 
amortiguamiento (c > 0), entonces la solución de estado estacionario es una oscila¬ 
ción armónica con frecuencia igual a la de r(t ). Sin embargo, si r(t) no es una función 
de senos o de cosenos pura sino cualquier otra función periódica, entonces la solución de 
estado estacionario será una superposición de oscilaciones armónicas con frecuencias 
iguales a las de r(/) y múltiplos enteros de esta última. Y si una de estas frecuencias 
está próxima a la frecuencia de resonancia del sistema oscilatorio (ver la sección 
2 .11), entonces la oscilación correspondiente puede ser la parte dominante de la res¬ 
puesta del sistema a la fuerza extema. Esto es lo que pondrá de manifiesto el uso de 
series de Fourier; desde luego, esto resulta bastante sorprendente para un observador 
no familiarizado con la teoría subyacente, que es de gran importancia en el estudio de 
los sistemas oscilatorios y la resonancia. Se discute la situación global en términos de un 
ejemplo típico. 

EJEMPLO 1 Oscilaciones forzadas bajo una fuerza impulsora periódica no senoidal 
En (I), sean m = I (g). c = 0 02 (g/s) y k = 25 (g/s=), de tal modo quc (l) queda 


( 2 ) 


y" + 0.02/ + 25y = r(r) 


OSCILACIONES FORZADAS 
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Figura 244. Fuerza en el ejemplo 1. 


donde r(í) se mide en g cm/s 1 Sea (figura 244) 


I + - SI - ir < í < 0, 
2 


- / -1-SI 0 < / < 7T, 

2 


/*(/ + 2 ir) = r(/). 


Encontrar la solución de estado estacionario y(t). 

Solución. Se representa r(/) por una serie de Fourier, encontrándose 


4 f 

= — I eos 

7T \ 


I I 

eos / + eos 3/ + cos ^ + 


(se toma nJ2 menos la respuesta del problema II de la sección 105 con i - n). Entonces se considera la 
ecuación diferencial 

( 4 ) y" + 0.02y f + 25y = cos ni (/i = 1, 3, ~ ) 

cuyo segundo miembro es un solo término de la serie (3) Por la sección 2..11 se sabe que la solución de 
estado estacionario y n (i) de (4) es de la forma 

( 5 ) v„ = A n eos ni + B n sen ní~ 


Al sustituir esta expresión en (4) se encuentra que 
4(25 ~ n 2 ) __ 0J08 

(6) A n - „2„ D ■ mrD ' 


donde D = (25 - n 2 ) 2 + (0.02;i) 2 


Puesto que la ecuación diferencial (2) es lineal, puede esperarse que la solución de estado estacionario sea 

(7) y = yi + y 3 + y 5 + - • ■ 

dondeestá dada por (5) y (6) De hecho, esto se establece de inmediato sustituyendo (7) en (2) y usando 
la serie "de Fourier de r(í), siempre que sea permisible la diferenciación término a término de (7) (Los 
lectores familiarizados con la noción de convergencia uniforme [sección 14 6] pueden demostrar que (7) 
puede diferenciarse término a termino ) 

Por (6) se encuentra que la amplitud de (5) es 


" u 2 t tVd ' 


Valores numéricos son 


Cn « 0.0088 
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Figura 245. Entrada y salida de estado estacionario 
en el ejemplo 1. 


C 5 = 0.5100 
c 7 = 0,0011 

C 9 = 0.0003. 


Para n = 5 la cantidad D es muy pequeña, el denominador de C 3 es pequeño y C 3 es tan grande que es el 
término dominante en (7) Esto implica que el movimiento de estado estacionario es casi una oscilación 
armónica cuya frecuencia es igual a cinco veces la de la fuerza que causa la oscilación (figura 245), H 

La aplicación de series de Fourier a sistemas oscilatorios más generales, a conducción 
de calor y a otros problemas se trata en el capítulo 11. 


Problemas de la sección 10.7 

b ¿Qué ocurriría con las amplitudes C, en el ejemplo 1 (y, por consiguiente con la forma de 
las oscilaciones) si se cambia la constante del resorte al valor 9? ¿Si se usa un resorte más 
rígido con k = 49? ¿Si se incrementa el amortiguamiento? 

Encontrar una solución general de la ecuación diferencial y" + cdy = r(r), donde 

.2. r(í) = eos al + eos j3 1 (tu 2 a 1 , f} 2 ) 

3. /(/) = sen/, tu = 0.5, 0.7, 0.9, 1.1, 1.5, 2.0, 10.0 

4. r(r) = sen / + i senil + ^ sen5z, tu = 0.5, 0.9, 1.1, 2, 2.9, 3.1, 4, 4.9, 5.1, 

6 , 8 

N 

5. r(t ) = 2 a n cos nt > M v* ], 2, * • * , N 

n = 1 

<>• = J l sení l cuando - JT < / < 7T y r(t + 2ir) = r(/), |tu| # 0, 2, 4, • • • 
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7. r{t) 

8. r(/) 


r t si 

1.7 T — t SÍ 


y r(í + 2 tt) = r(t), |a>| # 0, 1, 3, ' * * 
y r(t ■+ 2 tt ) = r(í), \a)\ 1, 3, 5, * * * 


-í + ir si 0 < t < tt 
- tt /2 < { < tt/2 
tt/ 2 < / < 37r/2 

Encontrarla oscilación de estado estacionario correspondiente a y"+ cy'+y- r{t\ donde c> Oy 


9. 

r(/) = 

a n cos ni 



11. 

r(Z) = 

sen3/ 





f 7T//4 


si 

12. 

r(/) = 





l 7 t(jt — 

1)14 

si 

13. 

/•(/) = 


ñ 

si 

14. 

(Circuito RLC) Encontrar 


figura! 

243, donde 

R = 

100 


10. r(t) 


2 K s?nn/ 

n «1 j 


- tt /2 < / < tt /2 . 


■ni 2 < i < 3 ír/2 
■ ir < t < tt y r(t + 27r) 


y r(/ + 2/r) = r(/) 

r(/) 


£(/) 


f 100(77/ + Z 2 ) si - 7T < / < 0 


J00(7T/ - / 2 ) si 


0 <•/ < 


y £(/ + 2/r) = £(/). 


Proceder de la siguiente manera. Desarrollar £(/) en una serie de Fourier. /(/^aparecerá en 
la forma de una serie trigonométrica. Encontrar las fórmulas generales para los coeficien¬ 
tes de esta serie. Calcular valores numéricos’de los primeros coeficientes. Graficar la 
suma de los primeros términos de esa serie. 

15. Repetir el problema 14 con los mismos valores de R, L, Cy £(/) = 200/(7t 2 -z 1 ) volts si 
-it < i < k y £(/ + 2/i) = £(/). 

10.8 APROXIMACIÓN POR POLINOMIOS TRIGONOMÉTRICOS 


Un campo principal de aplicación de las series de Fourier es en ecuaciones diferenciales, 
como ya se mencionó. Otra área de interés práctico en que las series de Fourier desempe¬ 
ñan un papel principal es la aproximación de funciones por medio de funciones más sim¬ 
ples, área conocida como teoría de aproximaciones, como se explica a continuación. 

Sea J{x) una función de periodo 2 n que puede representarse por una serie de 
Fourier. Entonces la tV-ésima suma parcial de esta serie es una aproximación aj[x): 


N 

(1) f(x) = a 0 + 2 ( fl n cos 'V + b n sennx). 

n-l 


Es natural preguntarse si (1) es la “mejor” aproximación a / por un polinomio 
trigonométrico de grado N (N fija), es decir, una función de la forma 

N 

(2) F{x) = a 0 + 2 (“„ eos nx + ¡3 n sennx), 

n = 1 

donde “mejor” significa que el “error” de la aproximación es mínimo. 
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Figura 246. Error de aproximación. 


Desde luego, debe definirse primero * mida , a bondad de la concordancia entre 
mación. Desearía elegirse una definí q Ev¡dentementei e ] máximo de \f- ñ no es 
JyF en el intervalo compilelo n ? ^ func¡ón F es una buena aproximación de/, 

adecuado para este fin. en la fi D u - 
pero \f-ñ es S rande cerCa de * 0 ' S 


fu - V 2 


É „„ «, ,1 llamado error r . r » ■ '■ > “ d 

in ”S: /£ % 

//■ ry ss z 2 — 2ff F 2 -! s® tiene 

Puesto que (/- r) 7 ^ 


£ = r.f 2 rf-v - 2 J ÍFdx + J ^ Z ' 

J — ir 1 


X ;:¿ s “ »> ^ “ a p ° r “ 


j’ r F 2 dx = ,r(2a 0 2 + a x 2 + ‘ ' • + “N 2 + + 


■ ■ + /3/). 


i h, rza se observa que las integrales presentes 
Al introducir (2) en la segunda integra < ’ tanto se obtiene 

son las de las fónnulas de Euler (6), sección IU. , y P 

JV* + + ^ + " + ^ 


Con estas expresiones (4) queda 


í 2 a 0 r¡(| + X K“n + M} 

L n = l 


( 5 ) 


— 2ir 
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+ J2a 0 2 + XK 2 + ^ 2 4 

L n = l 

/ o se ve oue el error cuadrático 


( 6 ) 


Al restar (6) de (5) se obtiene 

£ - . mido, - V 2 + X «»» - “»>' + ^ 

Putst o ,«« I. suma d. los anadiado, da números reales en el se B und. miembro no 
puede ser negativa, 

£ _ £* g 0, por tanto E S E , 

. . R =b . Se demuestra así 
y £ = £* si y sólo si a 0 a o’ ’ ^ w 

Teorema 1 (Error cuadrático mínimo) ^ e / intervalo -n úx ¿n 

£síe va/or mínimo está dado por (6). 

Por (6) se observa que £* no puede * 

puede^decrementarse. Por” pirada, desde e, punió 

Fourier de f dan aproximaciones cada ve-mj 

* *£ es Válld. per. - *.* <« - “ ' 

tante desigualdad de Bessei 10 

m >,'*¿ (u. ! + 0»iJ/ w “‘ fa 

p „ „ efi n,o„,o, de Pol^deenaldnlermnoldnr,».. - 1.10— 

segundo miembro exista. 



^ 12 en Ia sección 5 5 
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Puede demostrarse (ver [C14]) que para esta función f el teorema de Parseval 
es válido, es decir, la fórmula (7) es válida con el signo de igualdad, por lo que da 
lugar a la “identidad de Parseval”" 

(8) 2fl 0 * + £ K 2 + ¿ n 2 ) = ffW*dx. 

n = 1 —77 

EJEMPLO 1 Error cuadrático de la ; onda diente de sierra 
Calcular el error cuadrático total de Fcon N~Í respecto a 

/(x) — x + rr (— 7r < x < 7r) (Fig, 238a, Sec. 10,4) 

en el intervalo -n £ x < n. 

Solución F(x) = 7T+2 sen x - sen 2x + y sen 3x por el ejemplo 2, sección 10,4 , A partir de lo anterior y de (6), 
E* = J (x + 7 r) 2 dx — 7r[27r 2 + 2 2 + l 2 4- (y) 2 ], 

por tanto 

£* = 1^3 - ttQit 2 + 4r ) “ 3.567. 

F=S, se ilustra en la figura 238b y aun cuando i/(x) - F\x)\ es grande en x = ±jr(¿qué tan grande?), donde 
f es discontinua, F es una buena aproximación a/en el intervalo completo. E 

Se llega así al final de la discusión de las series de Fourier, en la que se ha hecho 
hincapié en los aspectos prácticos de estas series, como se necesita en las aplicaciones. 
En las cuatro últimas secciones de este capítulo se muestra la manera en que las ideas y 
técnicas de las series de Fourier pueden generalizarse a funciones no periódicas. 

Problemas de la sección 10.8 

1. Sea/{x) = -l si —zc<.x < 0,/(jr) = 1 si 0 <x < ny sea periódica con 2n Encontrar la función 
F(x) de la forma (2) para la que el error cuadrático total (3) es mínimo. 

2. Calcular el error cuadrático mínimo en el problema 1 para A' = 1,3,5, 7. ¿Cuál es la menor 
N tal que E* < 0,2? 

.3. Demostrar que el error cuadrático mínimo (6) es una función monótona decreciente de ,V. 

En cada caso, encontrar la función £(x) de la forma (2) para la que el error cuadrático total £ en 
el intervalo —n<x<nes mínimo y calcular este valor mínimo para W= 1,2, • • -, 5, donde, para 
—n < x < n, 

4. f(x) = iA'j 5. f(x) = x 

6. /(x) = x(tt 2 - x 2 )/]2 7. f(x) = x 2 

8. f(x) = - 7T - x si - 7T < X < - 7T/2, f(x) = x si - tt/2 < X < 77-/2, 

f(x) = TT - X si tt/2 < X < 7r 

9. f(x) = x si - tt/ 2 < x < -tt/2, /(x) = 0 en cualquier parte de - ir < x < -n 

" MARC ANTOINE PARSEVAL. (1 755-1836), matemático francés. En la siguiente sección se presenta 
na -er rlr 5n ~ ic 'e ’ de ; d¡ ( , , i / : 
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10. Comparar la rapidez del decremento del error cuadrático para la función discontinua del 
problema 5 y la función continua del problema 7 y comentar el resultado. 


Usando la identidad de Parseval, demostrar que 


1 1 1 

11. 1 + p¡ + + ^¡ + 

12. 1 + l + ¿ + - ' ■ = 

13. 1 + ¿ ~ + 


14. j eos 4 x dx 


(Usare! problema27 de la sección 10,4.) 


(Usar el problema 5 de la sección 10,2.) 


(Usar el problema 9 de la sección 10.2.) 


15. { eos 6 x dx 


10.9 INTEGRALES DE FOURIER 

Las series de Fourier son poderosas herramientas para abordar varios problemas en 
los que intervienen funciones periódicas. La sección 10.7 incluyó una primera ilustra¬ 
ción de este hecho y en el capítulo 11 se presentan varias aplicaciones más. Puesto 
que, desde luego, en muchos problemas prácticos intervienen funciones no periódi¬ 
cas, surge la pregunta de qué puede hacerse para generalizar el método de las series 
de Fourier para tales funciones. Este es el objetivo de la presente sección. En el ejem¬ 
plo 1 se empieza con una función especial _/¡(x) de periodo 2 L y se observa lo que 
ocurre con su serie de Fourier si se hace que L —> Después se considera la serie de 
Fourier de una función arbitraria f t de periodo 2 L. y se hace de nuevo que £—»“>. Esto 
motivará y sugerirá el resultado principal de esta sección, una representación en inte¬ 
grales en el teorema 1 (p.60). 


EJEMPLO 1 Onda cuadrada 

Considérese la onda cuadrada per¡ódica/(x) de periodo 21. > 2 dada por 

(0 si -1 < x < - 1 ' 


= I 


- 1 < x < I 

1 < X < L. 


La pane izquierda de la figura 247 ¡lustra esta función para 2 L. — a, 8, 16 asi como la función no periódica 

r I si - 1 < x < I 
/(x) = lim / L (x) = \ 

ír-cn 1.0 en caso contrario 

que se obtiene a partir de/ si se hace que L -4 «■ 

Se explora ahora lo que ocurre con los coeficientes de Fourier de/ cuando L se incrementa Puesto 
que/ es par, b t/ = 0 para toda n Para o las fórmulas de Euler (2), sección 10 3, dan como resultado 


Ir, I lf nirx 2 r nvi 

I i dx “ I ■ °» = 1J , cos -T dx = l .1 cos ~L 


2 sen ( nirlL ) 
L n rrlJL. 


Esta sucesión de coeficientes de Fourier se llama el espectro de !a amplitud de J L ya que \aj es la 
i i pli Ji <il di .i c a;' ;o -jk .-)/ il 1g .2 si us ei e¡ ct pa lo er lo; 
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Forma de onda l L {x) 


Espectro de la amplitud* a n iar n > 
w n = tttr/L 

\__ = 1 


jJ±UJ=l- 

2 0 2 


-4 0 A 



1/2 r, n = 2 


4 = 6' « = 



„ = 12 X a = 28 


Figura 247. Formas de onda y espectros de amplitud 
del ejemplo 1. 


21 . = 4,8,16 Se observa que para L crecientempHwdes por “media 
w positivo, donde nx/L. De hecho, p . ' a f, oura ) Por tanto, para 2Í. - 2‘ se tienen 2 

ss«sks« 2=5- -—— “ - - í 

eje w„ positivo (y se decrementaran a cero) 

■ ■ nerinrlica f (x) de periodo 2 L que puede 
Se considera ahora cualquier fonc.on periódica ¿(x) P 

representarse por una serie de Founer 

nrr 

f (x) = a 0+ i (% ’V + b n Sen "'n X) ’ = L ’ 

71 — 1 

■ cp hace aue L -> ~ Junto con el ejemplo anterior, el 
y se averigua qué ocurre si se h “ e ^ una inte gral (en lugar de una sene) 
presente cálculo sugerirá que deber £? S P de £Star rest ringida a múltiplos enteros 
que incluye eos wx y sen wx con w dejando de es f é forma podría 

l = w„ = nn/L sino asumiendo todos los valores, y se v . 

tener dicha integral. 


Xí \<* ' \ v " 
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Si se Introducen a y b n de las fórmulas d^Euler (2),^ección 10.3, y se denota por 
v la variable de integración, la sene de Founer de¿(x) queda 


+ sen h'„x f L f L (o) sen w n o do\ ■ 
- L 


Se hace ahora 


A tv = w n + 1 - iv n 


(n + 1)tt _ njr _ rr 

1 L L ' 


Ent „„«, m - y i» ■“ F"“*' t” d = “ " f °""‘ 

4w - ¿/ V> * i ¿ cos '" n " 


+ (sen w n x) Aw 


r^ 

J f ¿ V) 


sen w u do 


Esta ,ep,.s.a»c,6« « v«td. pata -M» 

' Aho „ se Pase »P°™ 

f(x) = lim fíM 
L-* 00 

es absolutamente integrable sobre el ejex; es decir, que existen los siguientes l.m, 
tes (¡finitos!): 

,,, i,™ rVwi * + >'"■ jVwi * (Jj ÍW1 4 

a--» a b -*“ 0 

vierta en una integral de 0 a que representa^), 


/(x) = I jT”[cos wx j fio) eos w d» 
+ sen wx J fio) sen wv do 


sen wo do I dw 
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Si se introducen las notaciones 



esta expresión puede escribirse en la forma 



Esta es una representación de/*) por la llamada integral de Fourier. 

Resulta evidente que el enfoque intuitivo adoptado tan sólo sugiere la represen¬ 
tación (5), pero en modo alguno la establece; de hecho, el límite de la serie en (1) 
cuando Aw tiende a cero no es la definición de la integral (3). Las condiciones sufi¬ 
cientes para la validez de (5) son las siguientes. 

Teorema 1 (Integral de Fourier) 

SiÁ x ) es continua por secciones (ver la sección 6,J) en todo intervalo finito y tiene 
una derivada por la izquierda y una derivada por la derecha en todo punto (ver ia 
sección 10.2) y si la integral (2) existe, entonces fx) puede representarse por una 
integral de Founer (5). En cualquier punto dondefx) sea discontinua, el valor de 
la integral de Fourier es igual al promedio de los limites por la izquierda y por la 
derecha def[x) en ese punto (ver la sección 10.2). (La demostración se presenta en 
la referencia [C14]; ver el apéndice 1.) 

Ei uso principa! de la integral de Fourier es en la solución de ecuaciones diferen¬ 
ciales, como se verá en la sección 11.14. Sin embargo, también puede usarse la inte¬ 
gral de Fourier en la integración y discusión de funciones definidas por integrales, 
como se ilustra en los siguientes ejemplos. 

EJEMPLO 2 Pulso sencillo, Integral de seno 

Enconirar la representación por la integral de la función (figura 248) 


/<*,= {' " W<1 ' 

l o si |*| > I. 



-1 0 1 *. 



Figura 248. Ejemplo 2. 
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X 


Figura 250. La integral (9) para a = 8, 16 y 32 


En el caso de una serie de Fourier. ias gráficas de las sumas parciales son curvas de aproximación de la 
curva de la función periódica representada por ia serie De manera similar, en el caso de la integral de 
Fourier (5). las aproximaciones se obtienen sustituyendo «» por números a Por tanto, la integral 


(9) 



es una aproximación a 1a integral en (6) y por lo tanto a,/U): ver la figura 250. 

La figura 250 muestra las oscilaciones cerca de los puntos de discontinuidad dcj[x). Podría esperarse 
que estas oscilaciones desaparecieran cuando a tiende a infinito, pero no es este eí caso; con a creciente 
éstas cambian acercándose a puntos x = ±1. Este comportamiento inesperado, que ocurre también en 
relación con la serie de Fourier, se conoce como el fenómeno de Gibbs. 1 * Puede explicarse al representar 
(9) en términos de la integral de seno de ¡a siguiente manera Usando (11) del apéndice 3, se tiene 


sen(n» + ir.v) I 

-— d \t + — 


En la primera integral del segundo miembro se hace ir + nx = t Entonces dwhv — cií/i y 0 < w < a 
corresponde a 0 < / S (x + \)a En la ultima integral se hace ir - wx = Entonces dwhv - dtif yO<w £ 
a corresponde a 0 < / < (,r- I )a. Puesto que sen {-/) = -sen /, se obtiene 



JOSIAH WILLARD GIBBS (1839-1903), matemático estadounidense, profesor de física matemática 
en Yalc desde i 897, uno de los fundadores del cálculo vectorial [otro fue O Hcaviside (ver la sección 
6 1) termodinámica matemática y mecánica estadística. Su trabajo fije dé gran importancia en el 
desarrollo de ia física matemática 


;■ ■ j : ) \ ■) 3 

Cr'o c .. r: r f r 


¡ i > j | ! í | ¡ i ) ! .1 ) ) 

(?> í/ íTJ-j O © (k © @ Q © © O O O C/5 
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A partir de esta expresión y de (8) se observa que la integral considerada es igual a 
“ Si(oU + I]) - — Si(a[jr — lj), 

TT TV 

y las oscilaciones uc i a figura 250 resultan de ias de i a figura 249., Ei incremento de a equivale a una 
transformación de la escala sobre el eje y ocasiona ei cambio de las oscilaciones 0 

Integrales de Fourier de cosenos y de senos 

Para una función par o impar, la integral de Fourier se hace más simple. Como en el 
caso de ia serle de Fourier (sección 10.4), esto es de interés práctico para ahorrar 
trabajo y evitar errores. Las simplificaciones se siguen inmediatamente de las fórmu¬ 
las que acaban de obtenerse. 

De hecho, si_/[x) es una función par, entonces B( w) = 0 en (4) y 

(10) A(iv) = — f f{u) eos wu dv, 

7tJ o 

y la integral de Fourier (5) se reduce a la llamada integral de Fourier de coseno 

( 11 ) f(x) = I A{w) eos wx dw (Apar) 

De manera similar, s¡y(x) es impar, entonces en (4) se tiene A(w) = 0 y 


2 

r m 

B(w) = - 

f(v) sen wu du. 

rrJ 



y la integral de Fourier (5) se reduce a la llamada integral de Fourier de seno 


f(x) = J B{w) sen wx dw 


(/impar) 


Evaluación de integrales 

Las representaciones en integrales de Fourier también pueden usarse para evaluar 
Integrales. Se ilustTa este método con un ejemplo típico. 

EJEMPLO 3 Integrales de Laplace 

Encontrar las integrales de Fourier de coseno y de seno de 


/U) = f 


(x > 0, k > 0). 
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Solución, (a) Por (10) se tiene 

A(w) — — f e~ ku eos wo do. 

* J o 

Entonces, ai integrar por partes, 

f e'~ ,CÜ eos wu du ~ — 7-5 - 5 

J + w ¿ 


1 ^ sen wv + eos . 


Si v — 0 , la expresión del segundo miembro es —kí{k 2 + u> 2 ); si v tiende a infinito, dicha expresión tiende a 
cero debido al factor exponencial. Por tanto, 


(14) 


Mw) 


2kln 


k 2 + w 2 • 

Al sustituir este resultado en {II) se obtiene la representación en una integral de Fourier de coseno 
f{x) = e~ lcx 

A partir de esta representación se observa que 

r eos 

(15) i w+ 


¡ dw - rr e 


-íce 


(x > 0 % k> 0), 


2 k 


(b) De manera similar, por (12) se tiene 

1 00 

B(w) = — I e~ kv sen wu du. 
77 J o 

Al integrar por partes, 

í e -ko sen wu du ~ — —z -5 < 

J k ¿ + w ¿ 


~ko 


sen wu + eos wo 


Esto es igual a -w/(k- + u 2 ) si v = 0, y tiende a 0 cuando v -* *». Por tanto 

2whr 


(16) 


B(w) 


k 2 + w 2 

Asi, por (13) se obtiene la representación en una integral de seno de Fouriei 


, 2 f w sen wx . 


A partir de este resultado se observa que 

ce 

(17) J 


mí sen wx , rr _ 
~pr —~ dw = ” e 
k 2 + w 2 2 


{x > 0 , k > 0 ), 


Las integrales (15) y (17) son las llamadas integrales de La place 
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Problemas de la sección 10.9 

Usando la representación en integrales de Fourier, demostrar que 

0 si a* < Ü 
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r eos xw 4 - w senxw . 

1. J - 7 .—- dw - { TTÍl si x - 0 

i> , 

7re" x si x > 0 


„ , w J senxw 7T 

2. •— T ; dw ~ e~ s eos x si x > 0 

J w q + 4 2 


>■ f 


, COS xw , rr 

3. j -- dw = -- e" x si x > 0 

1 + w ¿ 2 


•■1 


f rr/2 SÍ 0 ^ x < 1 


. sen w eos xw , , , 

4. I - dw = < ,rr/4 si X — I 


00 


(fM 

00 

r cos wx 
l k 2 + .v 2 

(x > 0,k> 0 ). 

i 

_ f sen ttw sen xw f 

5. dw - 

i ' ~ w } 


,/ 




I — COS irw , I 2 

-sen xw dw — 1 


eos (ww! 2) eos xw 
I - w 2 


dw 


0 si x > I 

~ senx si 0 S x S rr 

0 SÍ X > TT 

si 0 < x < 77 

0 S¡ X > 7 T 


— cos x si |x| < — 


[Usar (5).] 

[Usar (13).] 
[Usar (11).] 

[Usar (11).] 

[Usar (13).] 

[Usar (13).] 

[Usar (11).] 


0 si Ixl > 


Representar las siguientes funciones J[x) en la forma (II). 

I si 0 < x < I fx 2 si 0 < x < 1 

9. f(x) 


8 . /(x) 

10 si x > 1 

{ x/2 si 0 < x < I 

] - x/2 si I < x < 2 11. /(x) 

0 si x > 2 

fa 2 - x 2 si 0 < x < a 

0 si x > a 

14. f(x) = e~ x + e- 21 (x > 0) 


10 si x > 1 
fx si 0 < x < a 


12 . ,f(x) 


f 


13. /(x) 


fx si 
lO si 


1 + x 2 


x > a 


[ver (15)] 


S¡y(x) tiene la representación (11), demostrar que 
15. 


. f(ax) = — f aÍ—) cos xw dw (a > 0 ) 
a u W 

. x/(x) = J B*(w) senxw dw. 


dA 


17. x 2 f(x) = f A*(w) cos xw dw, A* = 

A dw 


B* = - ^ , A como en (10) 
dw 

d 2 A 


V )'■ J J > A 


) ) 


) j .)■ ) ) j: ’.)■ ) ): ) ). ;A J '/ )■ j: '3 j j }, / 


,í j 


3: J 3 3 J j d '/i 
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18. Resolver el problema 9 aplicando la fórmula del problema 17 al resultado de! problema 8. 
19» Comprobar la fórmula del problema 16 parayfx) = ! si O <x < a y J{x) — O si .x > o. 

20. Demostrar que/fx) = 1 {0 <x <<*=>) no puede representarse con una integra! de Fourier, 


10.10 TRANSFORMADAS DE FOURIER DE COSENOS Y DE SENOS 

Una transformada integral es una transformación que a partir de funciones dadas 
produce nuevas funciones que dependen de una variable diferente y aparecen en la 
forma de una integral. Estas transformaciones son de interés principalmente como 
herramientas para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones diferen¬ 
ciales parciales y ecuaciones integrales, y con frecuencia también son de ayuda en el 
manejo y aplicación de funciones especiales. La transformada de Laplace (capitulo 
6) es de esta clase y es con mucho la transformada integral más importante en ingenie¬ 
ría. Desde el punto de vista de las aplicaciones, las siguientes en importancia serían 
quizás las transformadas de Fourier, aun cuando su manejo resulta un tanto más 
difícil que la transformada de Laplace. Se verá que dichas transformadas pueden 
obtenerse a partir de representaciones en integrales de Fourier de la sección 10.9. En 
esta sección se consideran dos de ellas, llamadas las transformadas de Fourier de 
coseno y de seno , las cuales son reales, y en la siguiente sección se trata una tercera, 
que es compleja. 


Transformadas de Fourier de coseno 

Para cualquier función fx) par , la integral de Fourier es la integral de Fourier de 


(1) (a) f(x) = f A(w) eos wx dw , donde (b) A(w) = — f fio) eos wo do 

o 77 J 0 

[ver (10), (11), sección 10.9]. Se hace ahora A{w) = J2/K / c (vr), donde c sugiere, 
“coseno”. Entonces por (1 b), al escribir v = x, se tiene 

(2) f c M = \f^ J fW eos ivx dx 


y por (la), 


f(x) = J- f f.{w) eos wx dw. 
V TT 


¡Atención! En (2) se integra con respecto a r y en (3) con respecto a w. A partir de 
fx), la fórmula (2) da una nueva función f(w), llamada la transformada de Fourier 
de coseno dLa fórmula (3) permite regresar a 70 a partir de ffyv) y x por lo 
tanto, a J[x) se le llama la transformada de coseno inversa de Fourier de f c (w). 
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El proceso para obtener la transformada / a partir de una f dada también se 
llama la transformación de Fourier de coseno o el método de la transformación de 
Fourier de coseno. 

Transformadas ds f-ounar de seno 

De manera similar, para una funciónTfx) impar , la integral de Fourier es ia integral de 
Fourier de seno [ver (12), (13), sección 10,9] 

( 4 ) (a) f{x) = f B(w) sen wx dw, donde (b) B(w) = — f fio) sen n'i) do. 

J o 77 "o 

Se hace ahora B[w) = J2hí f (w), donde s sugiere “seno”. Entonces por (4b), al escri¬ 
bir v = x, se tiene 



llamada la transformada de Fourier de seno de/fj-'). y P or (4a) 


( 6 ) 

llamada la transformada de seno inversa de Fourier de f(w~). Al proceso de 
obtener/; (w) a partir def[x) también se le llama la transformación de Fourier de 
seno o ei método de la transformación de Fourier de seno. 

Otras notaciones son 

30f) = f c , 9j(/) = /, 

y 2P 1 y 3F 1 para las inversas de y 0 respectivamente. 

EJEMPLO 1 Transformadas de Fourier de coseno y de seno 
Encontrar las transformadas de Fourier de coseno y de seno de la (unción 

(k si 0 < .r < a 

/U> = 

LO si x > a.. 

Solución . A partir de las definiciones (2) y (5) por integración se obtiene 



Este resultado concuerda con las fórmulas 1 de las dos primeras tablas de la sección 10 12 (donde k— 1) 
Obsérvese que paraje) = k = consi (0 < x < «») estas transformadas no existen. (¿Por qué?) ■ 
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EJEMPLO 2 Transformada de Fourier de coseno de la función exponencial 
Encontrar 5F (e~) 

Víhr 

\ + w 2 ' 

Este resultado concuerda con la fórmula 3 de la tabla 1. sección 10.12, con <3=1 


Solución. Por integración por partes y recurrencia. 


e~~ x eos wx dx — 


7r I + w 2 


( — eos wx + w sen w'i:) 


¿Qué se ha hecho a fin de introducir las dos transformadas integrales bajo considera¬ 
ción? No mucho en realidad: Se han cambiado las notaciones Ay B para obtener una 
distribución “simétrica” de la constante 2/rcen las fórmulas originales (10)-( 13), sec¬ 
ción 10.9. Esta redistribución es una convención común, pero no es esencial. También 
podría hacerse sin ella. 

¿Qué se ha ganado? Se demuestra en seguida que estas transformadas tienen 
propiedades operacionales que les permiten convertir diferenciaciones en operacio¬ 
nes algebraicas (como la transformada de Laplace). Esta es la clave de su aplicación 
en la solución de ecuaciones diferenciales. 


Linealidad, transformadas de derivadas 

Si f[x) es absolutamente integrable (ver la sección 10.9) en el eje * positivo y es 
continua por secciones (ver la sección 6.1) en todo intervalo finito, entonces las trans¬ 
formadas de Fourier de coseno y de seno de/existen. 

Además, para una función q/fx) + bg{x) se tiene por (2) 


gF jaf + bg ) = ~\j^" j" [af(x) + bg(x)] eos wx dx 

rr 00 12 r” 

= a J- f f(x) eos wx dx + bJ- gW eos wx dx. 
v rr V ’T J o 


El segundo miembro es a9JJ) + b&ig). Por (5) se llega a una expresión análoga para 
SF, Se demuestra asi que las transformadas de Fourier de coseno y de seno son opera¬ 
ciones lineales. 


(a) W-'Xaf + bg) = a®¿f) + b®¿g), 

(b) %(af + bg) = a%(f) + b%{g). 


Teorema 1 (Transformadas coseno y seno de derivadas) 

Sea fx) continua y absolutamente integrable en el eje x, seaf(x) continua por sec¬ 
ciones en todo intervalo finito y sea quefx) —> 0 cuando x —> Entonces 
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Demostración. Esto se sigue de las definiciones al integrar por partes, a saber, 


&Jf'(x)} = j- f f'(x) eos wx dx 

Y 7T J Q 

I - _ oO oo 

= j- /(x) eos wx + w [ ,f(x) sen wx dx 

Y tr L 0 0 


f(0) + w& Jf(x)}; 


de manera similar, 


/ 2 

& s {f'(x)} = j f'(x) sen wx dx 

= , p [/(x) sen wx - w f f (x) eos wx dx 

Y tr L o o J 


= 0 - wSP c {/(x)}. 

La fórmula (8a) con f en lugar de/da como resultado 


9 e {f"W) = w9 s {f'(x)} - y-/'(O); 


en consecuencia, por (8b), 


| 9-.Í/"(*)} “ - w 2 9 ; c {/(x)} - y-f'i0 )- 


De manera similar. 


(9b) , 9j{ /"(*)) = — w z 3' J {/(x)} + ^ w/( 0). 


Una aplicación de (9) a ecuaciones diferenciales se presentará en la sección 11.14. 
Por el momento, se Indica cómo puede usarse (9) para derivar transformadas. 

EJEMPLO 3 Una aplicación de la fórmula operaclonal (9) 

Encontrar la transformada de Fourier de coseno de/x) = e~°\ donde a > 0, 

Solución. Por diferenciación, (e ")" = a-e -por tanto, a]/[x) =f (x) A partir de esta expresión y de (9a), 
a 2 3= c (/) = ay/") = -w 2 V c U) - a/|/'( 0) = -w 2 5 c (/) + a >/| ■ 


T: T T T 5 U / 
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J;- 

;fesf 

É||| 


Por tanto, (cr + \\ 2 y&¿J) — a J'2 /k „ La respuesta es (ver la tabla L sección 10 12) 




En la sección 10.12 se incluyen tablas de transformadas de Fourier de coseno y de 
seno. Para tablas más extensas, ver la referencia [C4] en el apéndice ]., 


Problemas de la sección 10.10 
K Sea/Í.x) = —) si 0 < x < Uyfx) — 1 si 1 < x < 2. Encontrar f L (w), 

2. Deduciryfx) del problema 1 a partir déla respuesta de! mismo. Sugerencia.. Usar el pro¬ 
blema 4 de la sección 10.9. 

3. Encontrar la transformada de Fourier de coseno de/fr) = „x si 0 <x < a,J{x) ~ 0 si x > a. 

4. Encontrar '“), a > 0, por integración. 

5. Deducir la fórmula 3 de la tabla 1 de la sección 10.12 por integración., 

6. Obtener la respuesta del problema 4 a partir de (9b). 

7. ObtenerSF( I/(1 + „x 2 )) a partir de! problema 3 de la sección 10.9. 

8. Obtener la transformada de coseno inversa de Fourier de e \ 

9. Encontrar la transformada senoidal de Fourier dc/[.x)=x 2 s\ 0 <x < \,J{x) = 0 si * > !., 

10. Encontrar la transformada de Fourier de coseno de la función del problema 9. 

11. Obtener ^(..v" 1 — x~ l eos 7tx). Sugerencia Usar el problema 6, sección 10.,9, con w y x 
intercambiadas. 

12. Obtener la fórmula 10 de la tabla I de la sección 10.12 con a ~ la partir del ejemplo 2 de 
la sección 10.9 

13. Encontrar 2? {(eos 7t.x/2)/( 1 * .r 2 )}.. Sugerencia Usar el problema 7 de la sección 10.9, 

*-»„ Usando (8b), obtener < !¿P % {xe xl/2 ) a partir de una fórmula adecuada de la tabla I, sección 

10 . 12 . 

15. Encontrarle i ) a partir de (8a) y de la fórmula 3 de la tabla I, sección 10.12., 

16. Usando F( y) = Jk, obtener la fórmula 2 de ia tabla 11, sección 10.,12, a partir de la 
fórmula 4 de dicha tabla.. 

I 7. Seay(;c) — jc 3 /(_y 4 + 4). Encontrar (iv) para w > 0. Sugerencia Usar el problema 2 de la 
sección 10.9 

18. Demostrar que/(.x) = 1 no tiene transformada de Fourier de coseno ni de seno, 

19. ¿Existen las transformadas de coseno y de seno de Fourier de/.x) = e*l 
■0* ¿Existe la transformada de Fourier de coseno de (eos x)/x ? ¿De (sen x)/x‘l 


10.11 TRANSFORMADA DE FOURIER 

La sección anterior se ocupó de dos transformadas obtenidas a partir de las integrales 
de Fourier de coseno y de seno de la sección 10.9. Se considera ahora una tercera 
transformada, la transformada de Fourier , que se obtiene a partir de la forma comple¬ 
ja de la integral de Fourier. (Como moti /ación de esta transformada, ver el principio 
de la sección 10.10.) Por lo tanto, se considera primero la forma compleja de la inte¬ 
gral de Fourier. 
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Forma compleja de la integral de Fourier 

La integral de Fourier (real) es [ver (4), (5), sección 10.9] 


f(x) = J (A(vv) eos wx + B(w ) sen wx] dw 


A(w) = — f f(o) eos wu do, B{w) = — f f(u) sen wv do. 

7r V 

Al sustituir A y B en la integral d ef se tiene 

f(x) = — f f f(o)[ eos wu eos wx + sen wu sen wx] dv dw. 

7rJ o J -„ 

Por la fórmula de adición del coseno [(6) en el apéndice 3.1], la expresión entre 
corchetes [■ • ] es igual a eos (wv — wx) o, ya que el coseno es par, eos (wx — wv), de 
donde se obtiene 

(1*) f(x) = — J \ J f(u) eos (wx — wu) do dw. 

0 E _c» - 

La integral entre corchetes es una función par de w, denótese F(w), ya que eos (wx- 
wv) es una función par de w, la función f no depende de w y se integra con respecto a 
v (no a w)- En consecuencia, la integral de F(w) de w = 0 a °° es 1/2 vez la integral de 
A(w) de a o». Por tanto, 

(1) f(x) = j |" J f(u) eos (wx - wv) du dw. 


Se afirma que la Integral de la forma (1) con sen en lugar de eos es cero: 


Llí 


,f(u) sen (wx — M'o) du dw = 0 


Esta igualdad es válida ya que sen (wx — wv) es una función impar de w, lo que hace 
que la integral entre corchetes sea una función impar de w, denótese G(w), por lo que 
la integral de G(w) de —o» a <*> es cero, como se afirmó. Se usa ahora la fórmula de 
Euler 


(3) 


eos 1 + i sen t 
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de la función exponencial compleja [fórmula (8) de la sección 2,3]. Al hacer t = wx-wv 
y sumando (1) e i veces (2), se obtiene 

(/ = V=T). 

Esta expresión se conoce como la integral compleja de Fourier. 

Basta un paso para llegar de esta expresión a la transformada de Fourier, el obje¬ 
tivo presente. 

Transformadas de Fourier 

Al escribir la función exponencial de (4) como un producto de funciones exponenciales, 
se tiene 

(5) f(x)=-~¡=f -—= J f(v)e~ iwu du e iwx dw. 

La expresión entre corchetes es una función de w, se denota por j (w) y se llama la 
transformada de Fourier de/; al escribir v = x, se tiene 


<« /(h ' ) = V2^ 

1 

j(x)e- iwx dx. 

Con esta expresión, (5) queda 

(7) f(x} “ VS J 

C f(w)e iwx dw 


y se llama la transformada inversa de Fourier de f (ve) 

Otra notación es S?(/) = / (w) y SP 1 para la inversa. 

Al proceso de obtener la transformada de Fourier 9*(/) =/a partir de una/dada 
también se le llama la transformación de Fourier o el método de transformación de 
Fourier. 

Existencia. Las dos condiciones siguientes son suficientes para la existencia de la 
transformada de Fourier (6) de una función /(.v) definida sobre el eje x, como se men¬ 
ciona sin demostración. 

1. J[x) es continua por secciones en todo intervalo finito. 

2. J{x) es absolutamente integrable sobre el eje.x„ 

(Para las definiciones de continuidad por secciones y de integrabilidad absoluta, ver 
las secciones 6.1 y 10.9, respectivamente.) 


j'j j .j .) _/ ^ j j j j j > .3 3 3 ) 3 ~y~') 3 -i jj 3 v> 
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llamada representación espectral. El nombre se origina en la óptica, donde la luz es 
una superposición de colores (frecuencias). En (7), la “densidad espectral” f (w) 
mide la intensidad áefix) en el intervalo de frecuencias entre w y w + A w (Aw peque¬ 
ño, fijo) Se afirma que en relación con oscilaciones, la integral 

J \f{w)\ 2 dw 

puede interpretarse como la energía total del sistema físico; en consecuencia, una 
integral de | f (w)l 2 de a a 6 da la contribución de las frecuencias w entre a y b a la 
energía total. 

A fin de hacer plausible lo anterior, se empieza con un sistema mecánico que da 
una sola frecuencia, a saber, el oscilador armónico (masa en un resorte, sección 2.5) 

my" + /<y = 0, 

denotando el tiempo t por x, Al multipicar pory' e integrar se obtiene 



jmo 2 + jj/cy 2 = £ 0 = cons! ' 

donde v = y' es la velocidad, el primer término es la energía cinética, el segundo la 
energía potencial y £ 0 es la energía total del sistema. Entonces una solución general es 
[usar (4), (5), sección 10.6] 



y = a 1 eos i v 0 x + ¿>j sen »v 0 r = c 1 e lu ’° I + c_ 1 e iw <> x l w Q 2 — klm, 

donde c, = (o, —1¿>,)/2, c_, = c, = (a, - Puesto que mw Q 2 = k e (;w 0 ) 2 = -w 0 2 , por 

cálculos directos y simplificando se obtiene 

£ 0 = hn{ Cl iw 0 e iw ^ - c_ 1 iw 0 e~ iw ° x ) 2 + lk(c x e iw ^ + c_ 1 e' iw ° x ) 2 

= 2kc x c_ x = 2A.jcj| 2 . 

Por tanto, !a energía es proporcional aI cuadrado de ¡a amplitud |cj. 

Como paso siguiente, si un sistema más complicado lleva a una solución periódica de 
V ~Ji x ) Q 116 puede representarse por una serie de Fourier, entonces en lugar del térmi¬ 
no de energía jej 2 único se obtiene una serie de cuadrados ¡cj 2 de coeficientes de 
Fourier c, dada por (8), sección 10.6. En este caso se tiene un “espectro discreto” (o 
“espectro puntual”) que consta de un conjunto numerable de frecuencias aisladas 
(una infinidad, en general), siendo las |cj 2 correspondientes las contribuciones a la 
energía total, 

Por último, un sistema cuya solución puede representarse por una integral de 
Fourier (7) lleva a la integral anterior para la energía, como es razonable esperar por 
los casos que acaban de discutirse. 

Linealidad.Transformación de Fourier de derivadas 

Es posible obtener nuevas transformadas a partir de las que se obtienen por el 
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Puesto que (¡w) 1 = -w 2 , para la transformada de la segunda derivada de/se tiene 

do nf'M } = -w 2 sf{/(*)}. 

Se aplica lo mismo para derivadas superiores. . 

En la sección 11.14 se presentará una aplicación de (10) a las ecuaciones diferen¬ 
ciales. Ente tanto, se muestra cómo puede usarse (9) para derivar transformadas. 


EJEMPLO 3 Una aplicación de la fórmula operacional (9) , 

Encontrar la transformada de Fourier de xe a partir de la tabla III, sección 10.42. 
Solución, Se usa (9), Por la fórmula 9 de la tabla III. 


&Ue~ x *) = S 2 | - (e- x V j = - j ^ * >' 




Convolución 

La convolución/* g de las funciones/y g se define por 

(11) h(x) = (/ * g)(x) = J f(.p)g(x - P)dp = ¡J(x - p)g(p) dp. 

El objetivo es el mismo que en el caso de las transformadas de Laplace (sección 6.6); 
la convolución de funciones corresponde a la multiplicación de sus transformadas de 
Fourier (excepto por un factor ): 

Teorema 3 (Teorema de convolución) 

Suponer que j[x) y g(x) son continuas por secciones, acotadas y absolutamente 
integrables en e¡ eje x. Entonces 

( 12) [ g -(.f * g ) = 

Demostración. Por la definición y un intercambio del orden de integración 

co co 

&U * g) = J J f(P)g(x - p)e~ lwx dp dx 

= -4= f f f(p)g(x - P)e~ iwx dx dp. 

V2tt 


) J I) 


J J .’> .) J 


) j< )' )• ./ > j\ j'j y ) : ) y 
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En lugar dex se toma ahora x-p = q como nueva variable de integración. Entonces 
x = p + q y 

3 Hf * g) = J J f(p)g(q)e~ lwip + q) dq dp 

= ,f(p)e~ iwp dp J g{q)e~ iwq dq 

= \Í2tt S'C /) cí r ( g). ■ 

Al tomar la transformada Inversa de Fourier en ambos miembros de (12), escri¬ 
biendo f = UF{f) y g = ?F(g) como antes, y observando que J2% y 1 / J2n se cancelan 
entre sí, se obtiene . 

(13) (f * g)(x) = J f(w)g(w)e lwx dw , 

una fórmula que ayudará a resolver ecuaciones diferenciales parciales (sección 11 14). 

En la siguiente sección se incluye una tabla de transformadas de Fourier. Para 
tablas más extensas, ver la referencia [C4] en el apéndice 1. 

Concluye así el capítulo 10 sobre series de Fourier, integrales de Fourier y trans¬ 
formadas de Fourier. La introducción de las series de Fourier (y de las integrales de 
Fourier) fue uno de los mayores avances jamás realizados en ia física matemática y en 
sus aplicaciones en la ingeniería, ya que las series de Fourier (y las integrales de 
Fourier) son probablemente la herramienta más importante en ia solución de proble¬ 
mas con valores en la frontera. Esto se explicará en el capítulo siguiente. 
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9„ Deducir la fórmula 1 de !a tabla III, sección 10,12. 

10. Usando la respuesta/(w) del problema 9, obtener/*) a partir de (7). Sugerencia., Usar 
(7*) de la sección 10,9 

11. Obtener la fórmula I de la tabla III, sección 1012, a partir de ¡a fórmula 2 de la misma 
tabla. 

12. Resolver e! problema 6 por (9), usando la respuesta del problema 1. 

13. (Cambio) Demostrar que si/*) tiene una transformada de Fourier, también la tiene/*- a) 
y que 


W<* - a)} = e‘ iwa &{ /(*)}. 


14, Resolver el problema 6 por convolución. Sugerencia Demostrar que xe * ~ e * * e x (* > 0), 

15» Usando el problema 13, obtener la fórmula 1 de la tabla 111, sección 10,12, a partir de ia 
fórmula 2 (con c = 3 b) 

16. Usando la respuesta del problema 8, escribir ¡a representación en integral de Fourier de 
/*) y convertirla a una integra! de Fourier de coseno (ver la sección 10,9). 

17. (Cambio sobre el eje h>) Demostrar que si f{w) es la transformada de Fourier de/*), 
entonces/w - a) es la transformada de Fourier de e"°/*). 

18» Usando el problema 17, obtener la fórmula 7 de la tabla 111, sección 10,12, a partir de la 
fórmula 1 de ia misma tabla. 

19. Usando el problema 17, obtener ¡a fórmula 8 de la tabla III, sección 1012, a partir de la 
fórmula 2 de la misma tabla., 

20» Comprobar ia fórmula 3 de la tabla 111, sección 10,12, cono - I. Sugerencia. Usar (15) de 
la sección 10..9 y (3) de esta sección 
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10.12 TABLAS DE TRANSFORMADAS 

Para labias más extensas, ver la referencia |C4| en el apéndice 1. 


79 


Tabla I. Transformada de Fourier de coseno 
Ver (2) en la sección 10.10 
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Tabla II. Transformadas de Fourier de seno. 
Ver (5) en la sección 10.10. 



3 3 3 3 '3 > 3- > > 3 3 '3 33 3 3 3 3 13 3 3 > 3' 3 


tablas de transformadas 


Tabla III. Transformadas de Fourier. 
Ver (6) en la sección 10.11, 


/W 


fM = ’S-if) 


10 


si — b < x < b 
en caso contrario 
si b < x < c 
otherwise 


1 


+ a ¿ 
x 


2x 


0 


(a > 0 ) 

si 0 < x < b 
a if b < x < 2b 

en caso contrario 
si x > 0 

(a > 0 ) 

en caso contrario 
si b < x < c 
en caso contrario 
si — b < x < b 
en caso contrario 
si b < x < c 
en caso contrario 


e' 01 * (a > 0 ) 

sen cu: 

—— (a > 0) 


2 s en ¿ne 

77 w 
ibw _ e ~i 

iw'Vlrr 

77 


a 


V2Í w 2 


1 


\^2rr{a 4 - íw) 

g{a-iw)c _ e (a-iw)b 

\f2rr(a — iw ) 

2 sen b{w - a) 

7t w ~~ o 

¡ e ib(a~w) _ e ic(a-w) 
V2t7 a - w 


Vía 


-ufifia 


si |u>| < a; 0 si |w[ 
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SERIES, INTEGRALES Y TRANSFORMADAS DE FOURIER 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 10 

1 . ¿Qué se entiende por serie trigonométrica? ¿Por serie de Fouricr? 

2. ¿Qué se entiende por ortogonalidad? ¿Qué papel desempeña en la derivación de las fór¬ 
mulas de Eulcr? 

3. ¿Cómo se consiguió la transición de una función de periodo 2 n a una función con un 
periodo arbitrario? 

4. ¿Qué es una función periódica impar? ¿A qué forma se reduce su serie de Fourier? 

5. Responder las mismas preguntas del problema 4 para una función periódica par. 

6 . ¿Qué se entiende por desarrollos de medio rango? 

7. ¿Una función discontinua puede tener una serie de Fourier? ¿Una serie de Taylor? 

8 . Si la serie de Fouricr de una funciónyjx) tiene términos tanto coseno como seno, ¿cuál es 
la suma de los términos coseno expresada en términos dey(x)? ¿La suma de los términos 
seno? 

9. ¿Qué es la continuidad por secciones? ¿En relación con qué se presentó en este capitulo? 

10. ¿Qué es un polinomio trigonométrico? ¿Por qué se le consideró? 

11. ¿Qué es ei error cuadrático medio? ¿Por qué se le consideró? 

12. ¿Qué es una serie compleja de Fourier? ¿Cómo se relaciona con la forma real común de 
una serie de Fourier? 

13. ¿Cuál es la diferencia básica en las oscilaciones de un sistema masa-resorte gobernadas 
por my"+ cy'+ ky = r(i) con fuerza impulsora periódica arbitraria en comparación con una 
fuerza impulsora senoidal pura? 

14. ¿Qué es la transformada de Fourier? ¿Cómo se obtuvo a partir de la integral de Fourier? 

15. ¿Toda función continua tiene transformada de Fourier de coseno o de seno? ¿Una función 
discontinua puede tener transformada de Fourier de coseno o de seno? 


■ ¡a serie de Fourier de las funciones dadas, las cuales se supone tienen periodo 2n 


16. /(*) = 


18. /(.v> 


k si — rr/2 < x < rr/2 

-k si 7r/2<x< 377/2 

1 si — 77 < X < — rr/2 

-i si - rr/2 < x < 0 

ü si 0 < x < rr 


17. /(x) 


19. /(x) 


f0 si 0 < x < rr 
11 SÍ rr < x < 2tt 
f - 1 si - rr < x < -rr/2 

0 si — rr/2 < x < 7r/2 

! 1 si rr/2 < x < 7r 


20. /(x) 
22. /(x) 
24. /(x) 


¿ (rr — x) (0 < x < 2 tt) 
4/txjx| ( — 77 < X < 77") 

X A ( — 77 < X < 7f) 


21. /(X) = |x| ( - 77 < X < 7r) 

23. /(x) = -x/2 ( — 7 r < x < ir) 

25. f(x) — TT - 2|x| (— 77 < x < tt) 


26. f(x) 


0 SÍ — 77 < X < 0 

7TX SÍ 0 < X < TT 


27. /(x) 


|'..V 2 /2 si — tt/2 < X < 77-/2 

L 7T 2 /8 si tt/ 2 < x < 3ir/2 


28. /(x) 


30. /(x) = 


j’O SÍ-77<X<0 
lx 2 si 0 < X < 77 


29. /(x) 


7TX + X 2 si - TT < X < 0 
TTX - X 2 SÍ 0 < X < 7 T 


si - a < x < a (< -tr) 
si a < x < 2 tt — a 









RESUMEN DEL CAPÍTULO 10 8; 

Encontrar la serie de Fourier de las siguientes funciones, las cuales se supone tienen periodop = 2 L 

31. /(x) =1 ( - 1 < x < 0), /(x) = - 1 (0 < x < 1), p = 2L = 2 

32. /(x) =1 (-1 <x < 1), f{x) - 0 (1 < x < 3), p = 2L = 4 

33. f{x) = x (-2 < x < 2), p = 2L = 4 

34. /(x) = 0 (- 1 < x < 0), f(x) = x (0 < x < 1), p — 2L — 2 

35. /(x) = -x (- 1 < x < 0), /(x) = 0 (0 < x < 1), p = 2Z, = 2 

36. /(x) = x (-4 < x < 4), p = 2£. = 8 m 

37. /(x) = - 1 (- 1 < x < 0), /(x) = 2x (0 < x < 1), p = 2£, = 2 

38. f{x) = 1 - x 2 (0 < x < 2), p = 2L = 2 

39. /(x) = x - x 2 (- 1 < x < 1), p = 2L = 2 

40. /(x) = I (-2 < x < 0), /(x) = e' 1 (0 < x < 2), p = 2L = 4 

Encontrar la suma de 

41. 1 - ¿ + J (Usar el problema 17.) 

42. 1 + 5 + -as + qV + ■ • - (Usare! problema 21.) 

43. 1 - 3 -3 + 5 -3 - 7 -3 + - - - (Usar el problema 29.) 

Usando la identidad de Parseval, demostrar que 


44. 

, 1 1 I 

1 + 53 + P + 55 + ' 

6 

(Usar el problema 23.) 

45. 

, 1 1 1 

1 + 34 + + tí + - 

7T 4 

’ ' _ 96 

(Usar el problema 25.) 

46. 1 

I 1 I 

| q- — ■+ ~T -F —T 4- - - 
36 56 7 6 

TT 6 

960 

(Usar el problema 29.) 


Calcular los seis primeros errores cuadráticos mínimos E* correspondientes a las primeras 
sumas parciales: 

47. En ei problema 21. 48. En el problema 29, 

Encontrar una solución general dey" + cu’y = r(í)„ donde 

49. r(t) = I 2 I4 (-tt < l < -tt), r(i + 2t t) = /-(í), |tu¡ ^ 0, 1, 2, - ■ - 

50. r(í) = í('7T 2 - r 2 )/12 { - w < t < w), r(t + 2ir) = r(í), |tu| 1, 2, • - - 

Resumen del capítulo 10 

Series, integrales y transformadas de Fourier 

Una serie 



(1) 



SERIES, INTEGRALES Y TRANSFORMADAS DÉ FOURIER 


La serie de Fourier de una función periódica/x) dada de periodo 2n es una 
serie trigonométrica (1) cuyos coeficientes son los coeficientes de Fourier de 
_/fx) dados por las fórmulas de Euier (sección 10.2) 


. /'ÍM 


f f (x) 


eos ñx dx. 


i r 

b = — f(x) sen nx dx. 
n 7 T J 


Para una función /(x) de cualquier periodo p = 2L la serie de Fourier es (sec¬ 
ción i 0.3) 

” ( n 7T , ntr \ 

(3) f{x) = a 0 + 2 í a n cos— x + b n sen -j-x I 

n-1 ^ 

con los coeficientes de Fourier de/x) dados por las fórmulas de Euler 




1 f mrx , 

- J /M eos ~ dT 


i r L tiTTx 

b n = - J i(x) sert-j- dx 


Estas series son fundamentales en relación con fenómenos periódicos, en parti¬ 
cular en modelos que incluyen ecuaciones diferenciales (sección 10.7 y capítu¬ 
lo 11). S\Ax) es par [/(-x) =/(x)] o impar [/(-*) = puede reducirse a una 

serie de Fourier de coseno o de seno, respectivamente (sección 10,4). 

Una función J{x) dada en un intervalo 0 íxí L puede desarrollarse en una 
serie de Fourier de coseno o de seno de periodo 2L\ estas se llaman desarrollos 
de medio rango de/(x); ver la sección 10.5. 

Al conjunto de funciones de coseno y de seno de (3) se le llama sistema 
trigonométrico. Su propiedad más importante es su ortogonalidad en un in¬ 
tervalo de longitud 2 L, es decir, para todos los enteros m y n * m se tiene 


rmrx mrx 
eos —j— eos -j- dx = 0 


■ / 


m 7 tx nrrx 
sen —-. - sen —j~ ax — u 


y para todos los enteros my n, 


rmrx nrrx 
cos . — sen dx — 0. 
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Capítulo 



Ecuaciones 
diferenciales parciales 

Las ecuaciones diferenciales parciales surgen en relación con varios problemas 
físicos y geométricos cuando las funciones que intervienen dependen de dos o 
más variables independientes. Es justo señalar que sólo los sistemas físicos más 
sencillos pueden modelarse por ecuaciones diferenciales ordinarias, mientras 
que la mayoría de los problemas de mécanica (dinámica, elasticidad) de fluidos 
y sólidos, transferencia de calor, teoría electromagnética, mecánica cuántica y 
• otras áreas de la física llevan a ecuaciones diferenciales parciales. De hecho, el 
rango de aplicación de estas últimas es enorme en comparación con el de las 
ecuaciones diferenciales ordinarias. Las variables independientes que intervie¬ 
nen pueden ser el tiempo y una o varias coordenadas en el espacio. El presente 
capítulo se dedica a algunas de las ecuaciones diferenciales parciales más im¬ 
portantes que se presentan en aplicaciones de ingeniería. Estas ecuaciones se 
establecen como modelos de sistemas físicos y se consideran métodos para re¬ 
solver problemas con valor inicial y con valores en la frontera, es decir, 
métodos para obtener soluciones de las ecuaciones que corresponden a las si¬ 
tuaciones físicas dadas. 

En la sección 1 1.1 se define la noción de solución de una ecuación diferen¬ 
cial parcial. Las secciones 11.2-11.4 tratan la ecuación de onda unidimensional, 
que gobierna el movimiento de una cuerda vibratoria. La ecuación del calor se 
considera en las secciones 11.5 y 11.6, la ecuación de onda bidimensional (mem¬ 
branas oscilatorias) en las secciones 1 1.7-1 1.1 0 y la ecuación de Laplace en las 
secciones 11.11 y 11.12. 

En las secciones 1 1.13 y 11.14 se ve que las ecuaciones diferenciales par¬ 
ciales también pueden resolverse por los métodos de la transformada de Laplace 
o de la transformada de Fourier. 

Los métodos numéricos para ecuaciones diferenciales parciales se pre¬ 
sentan en las secciones 20.4-20.7. 
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES 


Prerrequisitos para este capitulo: Ecuaciones diferenciales lineales ordi¬ 
narias (capítulo 2) y series de Fourier (capítulo 10), 

Secciones que pueden omitirse en un curso más corto: 11.6, 11.9, 11.10, 
11.13, 11114 

Bibliografía: Apéndice 1, parte C. 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 




11.1 CONCEPTOS BÁSICOS 

Una ecuación en la que interviene una o más derivadas parciales de una función (des¬ 
conocida) de dos o más variables independientes se llama ecuación:diferencial par¬ 
cial. El orden de la derivada más alta es llamada el orden de la ecuación. 

Como en el caso de una ecuación diferencial ordinaria, se dice que una ecuación 
diferencial parcial es lineal si es de primer grado en la variable dependiente (la fun¬ 
ción desconocida) y en sus derivadas parciales. Si cada término de esta ecuación 
contiene a la variable dependiente o a una de sus derivadas, se dice que la ecuación es 
homogénea; en caso contrario se dice que es no homogénea. 

EJEMPLO 1 Ecuaciones diferenciales parciales lineales de segundo orden importantes 



Ecuación unidimensional de onda 
Ecuación unidimensional del calor 

Ecuación bidimensional de Lapiace 

Ecuación bidimensional dé Poisson 
Ecuación tridimensional de Lapiace 


Aquí c es una constante, i es el tiempo y x, y, z son coordenadas cartesianas La ecuación (4) (conylv, y) t- Q) 
es no homogénea, mientras que las ecuaciones restantes son homogéneas ® 


Una solución de una ecuación diferencial parcial en alguna región R del espa¬ 
cio de las variables independientes es una función que tiene todas las derivadas par¬ 
ciales que aparecen en la ecuación en algún dominio que contiene a R y satisface la 
ecuación en todos los puntos de R, (Con frecuencia se requiere tan sólo que esa fun¬ 
ción sea continua en la frontera de R, tenga esas derivadas en el interior de y? y satis¬ 
faga la ecuación en el interior de R.) 

En general, la totalidad de las soluciones de una ecuación diferencial parcial es 
muy grande. Por ejemplo, las funciones 

(6) u = x 2 — y 2 , u = e x eos y, u = In (x 2 + y 2 ), 

que son por completo diferentes entre sí, son soluciones de (3), como el estudiante- 
puede comprobar. Se verá más tarde que la única solución de una ecuación diferencial 
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parcial correspondiente a un problema físico dado se obtendrá mediante el uso de 
condiciones adicionales que surgen del problema, por ejemplo, la condición de que la 
solución u asuma valores dados en la frontera de la región considerada (“condiciones 
en la frontera”) o, cuando el tiempo t es úna de las variables, que u (o u l - du/dt o 
ambas) estén prescritas en t - 0 (“condiciones iniciales”). 

Se sabe que s¡ una ecuación diferencial ordinaria es lineal y homogénea, enton¬ 
ces, a partir de soluciones conocidas, pueden obtenerse otras soluciones por 
superposición. Para una ecuación diferencial parcial lineal y homogénea la situación 
es muy parecida. De hecho, el siguiente teorema es válido. 

Teorema 1 Teorema fundamental (Principio de superposición o linealidad) 

Si u l y u 1 son soluciones cualesquiera de una ecuación diferencial parcial lineal y 
homogénea en alguna región R, entonces 

U = Cjítj + c 2 « 2 , 

donde c x y c, son constantes cualesquiera, también es una solución de esa ecuación 
en R . < 

La demostración de este importante teorema es sencilla y muy similar a la del 
teorema 1 de la sección 2.1 y se le deja al estudiante. 

La comprobación de las soluciones de los problemas 2-23 se hace como si se 
tratara de ecuaciones diferenciales ordinarias. Los problemas 24-35 se refieren a 
ecuaciones diferenciales parciales que pueden resolverse como si fueran ordinarias; a 
fin de ayudar al estudiante con ellos, se consideran dos ejemplos típicos. 

EJEMPLO 2 Encontrar una solución u[x*y) de la ecuación diferencial parcial u vr — u — 0 

Solución , Puesto que no está presente ninguna derivada en.)', esta ecuación puede resolverse como u"~u 
— 0. En la sección .2 2 se habría obtenido u ~ Ae r + Be"* con A y B constantes Aquí A y B pueden ser 
funciones de>\ por lo que la respuesta es 

í/U. y) = A{y)e x + B(y)e~ x 

con funciones arbitrarias A y B , por lo que se tiene una gran variedad de soluciones Comprobare! resul¬ 
tado por derivación. 

EJEMPLO 3 Resolver la ecuación diferencial parcial it n 

Solución. Haciendo u t -p , se tiene p t = -p. pjp = -l. In p 
respecto a x. 

u{x. y) ~ /(., x)e~ v + g(y) donde 

aquí. ,J[x) y g(y) son arbitrarias 

Problemas de la sección 11.1 

1. Demostrar el teorema fundamental 1 para ecuaciones diferenciales de segundo orden en 
dos y tres variables independientes 

2. Comprobar que las funciones (6) son soluciones de (3). 


3 3), 3 3 0 3 3 3 3 3 3 3 3 > 3 3 3 3> O 3)0 ~j 3 3 3)0 
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES 

Comprobar que las siguientes funciones son soluciones de la ecuación de Laplace» 

3. u = 2xy 4. u = x 3 - 3xy 2 5, u = x 4 - 6x 2 y 2 + y 4 

6 . u = e z seny 7. u = senx senhy 8. u = are tan (y/x) 

Comprobar que las siguientes funciones son soluciones de la ecuación de onda (1) para un 
valor adecuado de c, 

9. u = x 2 + 4/ 2 10. u = x 3 + 3x/ 2 11. u = sen 2 ct sen2x 

12. u = eos 4í sen x 13. u = eos a senx 14. u = sen wcl senwx 

Comprobar que las siguientes funciones son soluciones de la ecuación del calor (2) para un 
valor adecuado de c. 

15. u = e~ l eos x 16. u — e~ 2t eos x 17. u — e~ l sen3x 

18. u = <?~ 4t eos wx 19. u = e~ 10t eos 2x 20. u = e -“ 2A sen cax 

21. Demostrar que u = I/© 3 + y 3 +z 3 es una solución de la ecuación de Laplace (5). 

22. Comprobar que u(x,y) = a In (X* + y 2 ) + b satisface la ecuación de Laplace (3) y determinar 
ay b para que u satisfaga las condiciones en la frontera u = 0 sobre la circunferenciax 2 + 
y 2 = 1 y u = 5 sobre la circunferenciax ! + >4 = 9. 

23. Demostrar que u(x, t) = v(x + ct) + w(x - el) es una solución de la ecuación de onda (1); 
aquí, v y w son funciones cualesquiera derivables dos veces. 

Ecuaciones diferenciales parciales que pueden resolverse 
como ecuaciones diferenciales ordinarias 

Si una ecuación incluye derivadas con respecto a una sola variable, ésta puede resolverse como 
una ecuación diferencial ordinaria, tratando la otra variable (o variables) como parámetros. 
Encontrar las soluciones u{x, y) de 


24. 

u x = 0 

25. 

“y = 

0 

26. 

“xx + 4í ' = 

27. 

O 

II 

H 

28. 

"v + 

2 yu = 0 

29. 

u x = 2 xyu 

Haciendo u t - p, resolver 






30. 

“xy = «x 

31. 

13 xy = 

0 

32. 

u xyy + "x = 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, 

33, u x = 0. u y = 0 34. u XI = 0, u vy = 0 35. u xx = 0, = 0 

11.2 MODELADO: CUERDA VIBRATORIA, ECUACIÓN DE ONDA 

Como primera ecuación diferencial parcial importante, se deduce la ecuación que 
gobierna las pequeñas vibraciones transversales de una cuerda elástica, como las de 
una cuerda de violín. La cuerda se tensa hasta la longitud L, y se fija en los extremos. 
Después se deforma y en algún instante, por ejemplo, t = 0, se suelta dejándola vibrar 
El problema es determinar las vibraciones de la cuerda, es decir, encontrar su deflexión 
u(x, l ) en cualquier punto x y en cualquier tiempo t > 0; ver la figura 25 1. 

Cuando se establece una ecuación diferencial correspondiente a un problema 
físico dado, por lo general es necesario hacer supuestos de simplificación para asegu¬ 
rarse de que la ecuación resultante no sea muy complicada. Se sabe este hecho impor- 
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MODELADO: CUERDA VIBRATORIA, ECUACIÓN DE ONDA 



Figura 251. Deflexión de una cuerda en el tiempo fijo t. 


tante por ei estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias, y para las ecuaciones 
diferenciales parciales la situación es similar. 

Supuestos físicos. Se supone lo siguiente: 

1. La masa de la cuerda por unidad de longitud es constante ("cuerda homogé¬ 
nea "). La cuerda es perfectamente elástica y no ofrece resistencia alguna a la 
flexión. 

2. La tensión causada por el estiramiento de la cuerda antes de fijarla en los 
extremos es tan grande que puede despreciarse la fuerza gravitacional sobre 
la cuerda. 

3. La cuerda realiza pequeños movimientos transversales en un plano vertical, es 
decir, cada partícula de la cuerda se mueve estrictamente en la dirección verti¬ 
cal y de tal modo que la deflexión y la pendiente en cada punto de la cuerda se 
mantienen siempre con valores absolutos pequeños 

Bajo estos supuestos puede esperarse que la solución u(x, t) de la ecuación diferencial 
que va a obtenerse describirá de manera razonable las pequeñas vibraciones de la 
cuerda risica “no idealizada” de masa homogénea reducida sometida a una tensión 
grande. 

Ecuación diferencial a partir de fuerzas. Para obtener la ecuación diferencial se 
consideran las fuerzas que actúan sobre una porción pequeña de la cuerda (figura 
251).. Puesto que la cuerda no ofrece resistencia a la flexión, la tensión es tangencial a 
la curva de la cuerda en cada punto. Sean 7j y T 2 las tensiones en los puntos extremos 
P y Q de esa porción. Puesto que no hay movimiento en ia dirección horizontal, las 
componentes horizontales de la tensión deben ser constantes. Entonces, usando la 
notación de la figura 251, se obtiene 

(1) T l eos a = T z eos /3 = T = const. 

En la dirección vertical se tienen dos fuerzas, a saber, las componentes verticales —T 
sen ay T 2 sen P de 7j y T 2 \ el signo menos aparece aquí porque esa componente en P 
está dirigida hacia abajo. Por la segunda ley de Newton, la resultante de estas dos 
fuerzas es igual al producto de la masa p Ax de la porción y la aceleración d 2 u/dt 2 , 
evaluada en algún punto entrex y x + Ax; aquí p es la masa de la cuerda no flexionada 



92 


ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES 

por unidad de longitud y Ax es la longitud de la porción de la cuerda no flexionada. 
Por tanto. 


T„ sen ¡3 — 7, sen a = p Ax —j ■ 

¿ l a/ 


Usando (1), esta expresión puede dividirse entre T 2 eos ¡3- 7, eos a-T, obteniéndose 


T z sen /8 T l sen a 
T„ eos ¡3 7. eos a 


tan ¡3 - tan a = —— 


p Ax a 2 u 


Ahora tan a y tan ¡5 son las pendientes de la cuerda en x y x + Ax: 


y tan ¡3 


En este caso es necesario escribir derivadas parciales porque u también depende de t. 
Así, al dividir (2) entre Ax se tiene 


1 / du 

Ax Va.x 


a u\ _ p ¡ru 

axi " 7 dt 2 


Si se hace que Ax tienda a cero, se obtiene la ecuación diferencial parcial lineal 


d 2 u 2 d 2u 

dt 2 C dx 2 


Ésta es la llamada ecuación unidimensional de onda, que gobierna el problema plan¬ 
teado, Se observa que es homogénea y de segundo orden. Se ha elegido la notación c 2 
(en lugar de c) para la constante física T/p para indicar que esta constante es positiva. 
“Unidimensional” indica que en la ecuación sólo interviene una variable espacial, x. 
Las soluciones se obtendrán en la siguiente sección. 


1 1.3 SEPARACIÓN DE VARIABLES, USO DE SERIES DE FOURIER 

En la sección anterior se demostró que las vibraciones de una cuerda elástica, como 
una de violín, están gobernadas por la ecuación unidimensional de onda 

( 1 ) 
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dónde w(x, í) es la deflexión dé la cuerda. Para determinar cómo se mueve la cuerda, 
se resuelve esta ecuación; con mayor precisión, se determina una solución u de (1") 
que satisfaga también las condiciones impuestas por el sistema físico. Puesto que la 
cuerda está fija en los extremos x = 0 y x = L, se tienen las dos condiciones en la 
frontera 


u(L, t) 


para toda t 


La forma del movimiento de la cuerda dependerá de la deflexión inicial (deflexión en 
/ = 0) y de la velocidad inicial (velocidad en t = 0). Al denotar la deflexión inicial por 
j\x) y la velocidad Inicial porg(x); se obtienen las dos condiciones iniciales 

(3) u{x, 0) = /(x) 



El problema consiste ahora en encontrar una solución de (1) que satisfaga las condi¬ 
ciones (2)-(4), Se procederá paso a paso, de la manera siguiente. 

Primer paso. Al aplicar el llamado método de separación de variables o método del 
producto , se obtendrán dos ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Segundo paso. Se determinarán las soluciones de esas dos ecuaciones que satisfagan 
las condiciones en la frontera. 

Tercer paso. Usando series de Fourier, se hará la composición de estas soluciones, a 
fin de llegar a una solución de la ecuación de onda (1) que satisfaga también las 
condiciones iniciales dadas. 

Primer paso. Dos ecuaciones diferenciales ordinarias 

En el método de separación de variables, o método del producto, se determinan las 
soluciones de la ecuación de onda (1) de la forma 

(5) [ u(x, t) = F(x)G(t) 

que son un producto de dos funciones, cada una de las cuales depende únicamente de 
una de las variables x y /.. Se verá más adelante que este método tiene muchas otras 
aplicaciones en las matemáticas para ingeniería. Al derivar (5) se obtiene 


r3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 ó 3 ó j ó v 3 
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donde los punios denotan derivadas con respecto a / y las primas, derivadas con res¬ 
pecto a.Y. Al introducir estas expresiones en la ecuación diferencial (1) se tiene 



FG = c z F"G. 


AI dividir entre c 2 FG, se encuentra 

G F" 

c z G F ' 

Se afirma ahora que ambos miembros deben ser constantes. De hecho, la expresión 
del primer miembro depende tan sólo de / y la del segundo depende tan sólo de x, y si 
fueran variables, entonces al cambiar t o x se afectaría únicamente el primer miembro 
o el segundo, respectivamente, sin alterar el otro miembro. Por tanto, 

G F" 

c 2 G F ~ k 

Se obtienen así de inmediato dos ecuaciones diferenciales lineales ordinarias, a saber, 




Aquí, k sigue siendo arbitraria. 


Segundo paso. Satisfacción de las condiciones en la frontera 

Se determinarán ahora las soluciones F y G de (6) y (7) de tal modo que u - FG 
satisfaga las condiciones en la frontera (2), es decir, 

“( 0 . 0 = F(0)G(t) = 0 , u(L, t) = F(L)G{t ) = 0 para toda /. 

Resolución de (6). Si G s 0, entonces u = 0, que no es de interés. Por tanto, G = 0 y 
entonces 

W (a) F( 0) = 0, (b) F(L) = 0. 

Para k = 0 la solución general de (6) es F = ax + b, y por (8) se obtiene a = b = 0. Por 
tanto, fsO, que no es de interés pues en tal caso u = 0. Para k = ¡F positiva la solución 
general de (6) es 

F = Ae^ + 
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y por (8) se obtiene F= 0, como antes. En consecuencia, sólo queda la posibilidad de 
elegir k negativa, por ejemplo, k = -p 1 . Entonces la ecuación (6) asume la forma 

F" + p 2 F = 0. 

Su solución general es 

.F(.v-) = A eos px + B sen px. 

A partir de esta expresión y de (8) se tiene 

F( 0) = A = 0 y entonces F{L) = B sen pL = 0. 

Es necesario tomar B & 0 ya que de otro modo 0. En consecuencia, sen pL — 0. Por 
tanto 

(9) pL . = /777, de donde p = —j~ (n entero). 

Al hacer B = 1, se obtiene una infinidad de soluciones F{x) = F/x), donde 

(10) f n (.v) = sen ~j~ x (/z = 1, 2, • ■ •)• 

Estas soluciones satisfacen (8). [Para un entero negativo n se obtienen en esencia las 
mismas soluciones, excepto por un signo menos, ya que sen (—a) = —sen a,] 

Resolución de (7). La constante k está restringida ahora a los valores k-—p 2 --{nnlüf, 
que resulta de (9). Para estas k, la ecuación (7) queda 

G + A n z G = 0 donde A n = . 

Una solución general es 

= B n cos V + B n * sen A n f. 


Por consiguiente, las funciones i< n (x, () - F a (x)G n (t), escritas en forma desarrollada 



son soluciones de (1), las cuales satisfacen las condiciones en la frontera (2). Estas 
funciones se llaman las eigenfunciones, o funciones características , y los valores X n 
— cnnIL se llaman los eigenvalores, o valores característicos , de la cuerda vibratoria. 
El conjunto {A p X 2 , - ■ -} se llama el espectro. 


Discusión de las eigenfunciones. Se observa que cada u n representa un movimiento 
armónico que tiene la frecuencia XJIn = cn!2L ciclos por unidad de tiempo Este 
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Figura 252. Modos normales de la cuerda vibratoria. 

movimiento se llama n-ésimo modo normal de la cuerda. El primer modo normal se 
conoce como el modo fundamental (« = 1) y ios demás se conocen como armónicos, 
en música, dan la octava, la octava más la quinta, etc. Puesto que en (11) 

mrx L 1L n — 1 


el n-ésimo modo normal tiene n — 1 de los llamados nodos, es decir, puntos de la 
cuerda que no se mueven (además de los puntos extremos fijos; ver la figura 252). 

En la figura 253 se ilustra el segundo modo normal para varios valores de t. En 
cualquier instante la cuerda tiene la forma de una onda senoidal. Cuando la parte 
izquierda de la cuerda se está moviendo hacia abajo la otra mitad se mueve hacia 
arriba y viceversa. Para los demás modos la situación es similar. 

La afinación se hace cambiando la tensión T, y la fórmula obtenida para la frecuencia 
X I2k = cn/2L de u con c — TIp [ver (3), sección 11.2] confirma ese efecto pues indica 
que ¡a frecuencia es proporcional a la tensión. T no puede incrementarse de manera 
indefinida, pero ¿sabe el estudiante qué hacer para obtener una cuerda con un modo 
fundamental alto? (Considere tanto L como p.) 

Tercer paso. Solución del problema completo 

Evidentemente, una sola solución ufx, t ) en general no satisfará las condiciones ini¬ 
ciales (3) y (4). Ahora bien, puesto que la ecuación (1) es lineal y homogénea, por el 
teorema fundamental 1 de la sección 11.1 sé sigue que la suma de un número imito de 
soluciones i< n es una solución de (1). Para obtener una solución que satisfaga (3) y (4), 
se considera la serie infinita (con X n = cnnJL. como antes) 

“ 00 mr 

(12) u(x, /) = 2 u n {x, t) = 2 (S n eosA„f + B n * sen A „f) sen — x. 

n -1 n -1 



Figura 253. Segundo modo normal para varios valores de t 
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Satisfacción de la condición inicial (3) (dado el desplazamiento inicial). Por (12) y 
(3) se obtiene 

133 /ITT 

(13) u{x, 0) = 2 -Bn seii—* = f{x). 

n ~ 1 

Por tanto, las B n deben elegirse de tal modo que u(x, 0) quede como la serie senoidal 
de Fourier de/(x); así, por (4) de la sección 10.5, 


J f(x) 


mrx 

sen —— dx. 


n = 1,2, 


Satisfacción de la condición inicial (4) (dada la velocidad inicial). De manera si¬ 
milar, al derivar (12) con respecto a I y usando (4), se obtiene 


2 (“AA sen V + B n*K cos V) sen —jr~ 


= 2 B n * A n sen —y— = g{x). 

n = l 

Por tanto, las Bf deben elegirse de tal modo que para t = 0 la derivada 3 u/dt quede 
como la serie senoidal de Fourier de g(x); así, por (4) de la sección 11.5, 


/«w 


mrx , 
sen—j— dx 


o, como A = crnzIL , 


2 f . . n-rrx 

- g(x) sen—— dx, 

cmr J L 


n = 1,2, 


Resultado. La discusión anterior indica que u(x, i) dada por (12) con coeficientes 

(14) y (15) es una solución de (1) que satisface todas las condiciones (2), (3), (4) del 
problema planteado, siempre que la serie (12) converja y también lo haga la serie 
obtenida al derivar dos veces término a término (12) con respecto ax y / y que tenga 
las sumas 9 ! u/3x 2 y 3 2 w/3f, respectivamente, que son continuas. 

Solución (12) establecida. De acuerdo con la discusión anterior, la solución (12) es 
en principio una expresión puramente formal, pero en seguida se establecerá. A fin de 
simplificar, sólo se considera el caso en que la velocidad inicial g(x) forma una iden¬ 
tidad con cero. Entonces las Bf son cero y (12) se reduce a 

,, . , A „ , mrx cmr 

(16) u(x, t) = 2 B n cos A n t sen —— , A n = —— . 


> J j. :) j ') 9 j f> V V 2 '!) V 3 J r j 0 3 3, 
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Es posible sumar esta serie, es decir, escribir el resultado en una forma cerrada o 
finita. Para ello se usa la fórmula [ver(1 1), apéndice 3.1] 


enrr mr 
eos —j~t sen —x 


(x - ct) 


(x + ct) 


Por consiguiente, (16) puede escribirse en la forma 


u(x, t) = ~ 2 B n sen|^~(x - cr)j + j 2 © sen jy - t* + ct) 

Estas dos series son las obtenidas al sustituir x - ct y x + ct, respectivamente, para la 
variable x en la serie senoidal de Fourier (13) para/(x). Por tanto, 

(17) 

donde/* es la extensión periódica impar de f con el periodo 2¿ (figura 254), Puesto 
que la deflexión inicial ]{x) es continua en el intervalo 0 Sx á L y es cero en los puntos 
extremos, por (1 7) se sigue que u(x, i) es una función continua de las dos variables x 
y t para todos los valores de las variables. Ai derivar (1 7) se observa que u(x, t) es una 
solución de (1), siempre que_/[x) sea derivable dos veces en el intervalo 0 < x < /,, y 
que tenga segundas derivadas laterales en x = 0 y x = L, que son cero. Bajo estas 
condiciones, u{x, t) se establece como solución de (1), satisfaciendo (2)-(4). B 




Si/’M y sólo son continuas por secciones (ver la sección 6.1), o si las 
derivadas laterales son diferentes de cero, entonces para cada t habrá un número finito 
de valores dex en los que las segundas derivadas de u que aparecen en (1) no existen. 
Excepto en estos puntos, ¡a ecuación de onda seguirá satisfaciéndose, y entonces u(x, t) 
puede considerarse como una “solución generalizada”, como se le conoce, es decir, 
como una solución en un sentido más amplio. Por ejemplo, una deflexión inicial trian¬ 
gular como la del ejemplo 1 (siguiente) lleva a una solución generalizada. 

La representación (17) tiene una interesante interpretación física, como sigue. La 
gráfica de/*(x - ct) se obtiene a partir de la gráfica de J*(x) moviendo esta última el 
unidades a la derecha (figura 255). Esto significa que/*(x — ct) (c > 0) representa una 



Figura 255. Interpretación de (17). 
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onda que se desplaza a la derecha cuando 1 se incrementa. De manera similar 3 f*(x + 
ct) representa una onda que se desplaza a la izquierda, y ii(x, /) es ja superposición de 
estas dos ondas, 


EJEMPLO 1 Cuerda vibratoria sí la deflexión inicial .es ír:?nqular 



y a la velocidad inicial cero {En ¡a parte superior de la 11 gura ¿56 se ilustra.^) s* y{x, 0),J 

Solución . Puesto que g(.r) s 0, se tiene B„* — 0 en {12) y por el qjernptp I de la sección 10.5 se observa que 
los B H están dados por (5), sección 1.0,5 i Por tanto,.(12) asume la forma 


3 7r 37 re 

sen —eos -y—/ + 



Para trazar la gráfica de la solución puede usarse u{x. 0) “./(x) y la interpretación anterior de las dos 
funciones en la representación (17) Esto lleva a ia gráfica ilustrada en la figura 256, en la página 
siguiente. 


Problemas de la sección 11.3 


Encontrar la deflexión u(x, t ) de la cuerda vibratoria (longitud L — jz, extremos fijos y c 2 =? 77p = 1) 
correspondiente a la velocidad inicial cero y a la deflexión inicial: 

1. 0 02 sen x 2. k sen 3x 3 ? ¿(sen x - sen 2x) 



7. kirrx - x 2 ) 8. k ( tt 2 x - x 3 ) 9. k[(iv) 4 ~ (x - ¿ir) 4 ] 


Encontrar ia deflexión u(x, /) de ¡a cuerda vibratoria (longitud L — n ; extremos fijos, c 2 = 1) si 

la deflexión iniciaiyíx) y ia velocidad inicial g(x) son 

10. / — 0, g{x) = 0.1 sen 2x 11. f(x) = 01 senx, g[x) = - 0.2 senx 

12. / = 0, g(x) = 0.0 \x Si 0 g 1 S ¿7T, g{x) = 0.01 (ir - x) si \ir < x g rr 

13. ¿De qué manera se afecta la altura del tono fundamental ai duplicar la tensión de una 
Cuerda'.? 

i 4. ¿De qué manera la frecuencia de! modo fundamenta! de la cuerda vibratoria depende de la 
longitud de ia misma, de la tensión y de ia masa por unidad de longitud? 

15. ¿Cuál es la razón entre las amplitudes del modo fundamental y del segundo armónico en 
el problema 7? ¿Cuál es !a razón a 2 ¡{a* + + )? Sugerencia. Usar la identidad de 

Parseval de la sección 10.8. 
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26. Suponer que ia fuerza externa es senoidal, por ejemplo, P-Ap sen coi. Demostrar que 

, “ , , , nrrx 

Pip = A sen cu/ = J>, k n (t) serr-j-^ 
n=»l 

donde k r {t) = (2A/rm)( \ - eos nn) sen cút ; por consiguiente, k n = 0 (n par) y k n = (4A/njt) 
sen 0 )í (/i impar). Además, demostrar que la sustitución de 

«U, ') = 2 G n (í)sen^jp en (1) da G n + A„ 2 G n = 0, A n = — . 

27. Demostrar que al sustituir ti y P/p del problema 26 en (18) se obtiene 

** _ 2 A en t r 

G„ + G„ = — (1 - eos nrr) sen a>/, A n = . 

n n n n 7r i- 


Demostrar que si X* & üf, la solución es 


G n (í) = B n eos A n t + B n * sen A n r + 


2A(1 - eos rnr) 
mr(\ 2 — ti} 2 ) 


28. Determinar B n y B* del problema 27 de tal modo que ir satisfaga las condiciones iniciales 
u(x, 0) =J[ jr), u : (x, 0) = 0. 

29. Demostrar que en el caso de resonancia (A. = co). 


GJl ) = B eos col + B * sen orí 


■ (1 — eos mr)t eos tul 


30. Demostrar que un problema (1 )-(4) con condiciones en la frontera más complicadas, poi 
ejemplo, tr(0, í) = 0, ir(¿, t ) = h(t), puede reducirse a un problema para una nueva función 
v que satisface las condiciones v(0, t) = v(L, t) = 0, v(jc, 0) =/,(*), v ( (x, 0) — g¡(x) pero a una 
ecuación de onda no homogénea. Sugerencia. Hacer u = v + v.< y determinar w de manera 
apropiada. 

11.4 SOLUCIÓN DE D'ALEMBERT DE LA ECUACIÓN DE ONDA 

Es interesante observar que la solución (17), sección 11.3, de la ecuación de onda 


puede obtenerse de manera inmediata al.hacer la transformación adecuada de (1), a 
saber, introduciendo las nuevas variables independientes 1 

(2) v = x 4- c/, z = x — ct . 


Cabe mencionar que la teoría general de las ecuaciones diferenciales parciales proporciona una manera 
sistemática para encontrar esta transformación que simplificará la ecuación. Ver la referencia [C9] en el 
apéndice 1 


■> j- 
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Entonces u queda como una función de vy z, y las derivadas de (1) pueden expresarse 
en términos de derivadas con respecto avyz mediante ia aplicación de la regla de la 
cadena de la sécción 8.8. Al denotar las derivadas parciales con subíndices, a partir de 
(2) se observa que v j[ = I y z x = 1, Para simplificar se denota u(x, /), como función de 
vvr, con la misma letra v. Entonces 


Al aplicar la regla de la cadena en el segundo miembro y usando v = 1 y r - í se 
encuentra 

u xx ■-= + "© = ("„ + U i ) u u x + (u. + U z ) ¿ z x = U uu + 2 u oz + U zz . 

La otra derivada de (1) se transforma con el mismo procedimiento, encontrándose 
u = c 2 (u — 2 u + i.i ). 

v ua uz zz ' 

Al incluir estos dos resultados en (1) se obtiene (ver la nota de pie de página 2 del 
apéndice 3.2) 



Evidentemente, el punto del presente método es que la ecuación resultante (3) puede 
resolverse con facilidad por dos integraciones sucesivas. De hecho, al integrar con 
respecto a r se encuentra 

di< . . . 

T~ = h(v) 
dt> 

donde h(v) es una función arbitraria de v„ La integración con respecto a v da como 
resultado 


r 

h(u) do + i//(z) 


donde y/(z) es una función arbitraria de z. Puesto que la integral es una función de v, 
por ejemplo, 0< v ). I a solución u es de la forma v = 0(v) + y/{z). Por (2), 

(4) u(x, t ) = 0(a- + ct) + i¡/(x - ct). 


Esta expresión se conoce como la solución de D’Alembert 2 de la ecuación de onda (1). 

Esta deducción fue mucho más elegante que el método de la sección 11.3, pero el 
método de D’Alembert es especial, en tanto que el uso de series de Fourier se aplica 
a varias ecuaciones, como se verá. 

.JEAN LE ROND D’ALEMBERT (1717-1783), matemático francés, quien es conocido también por sus 
importantes trabajos en mecánica., 
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Solución de D’Alembert que satisface las condiciones iniciales. Estas son 

(5) u(x, 0) = f(x) 

riz'i ,, (y ni — „r,-i 

“ti"’ 6 

como en la sección 11.3. Al derivar (4) se tiene 

(7) u t (x, t ) = C<p'(x + ct) — cip'(x — ct), 

donde las primas denotan derivadas con respecto a los argumentos completos x + ct y 
x — ct, respectivamente. Por (4)-(7) se tiene 

(8) u(x, 0) = 4>(x) + i ¡i{x) - f(x), 

(9) u t (x, 0) = c<j>'(x) - cif/'ix) = g(x). 

Al dividir (9) entre c e integrar con respecto a x, se obtiene 

1 r 1 

(10) (¡)(x) - i//(x) = k(x 0 ) + ~ J g(¿) ds, k{x 0 ) = <t>(.x 0 ) + i/'(x 0 ). 


Si se suma esta expresión a (8), entonces i// se cancela y al dividir enfre 2 se obtiene 

(11) 4>(x) = J S(x) + — J g(s) ds + | k(x 0 ). 


De manera similar, a) restar (10) de (8) y dividir entre 2 se obtiene 


I 1 r x 1 

I P(x) = - f(x) - — J g(s) ds - - k(x 0 ). 


En (1 1) se sustituye x por x + ct; se obtiene así una integral de x 0 zx + ct. En (12) se 
sustituye .x por x - el y se obtiene una integral de x 0 a x - el con signo menos o una 
integral dex - ct a x 0 con signo más, Al sumar se obtiene justamente la expresión que 
se necesita en (4); por tanto, el resultado final es 


l l r x+ct 

(13) u{x, t) = - U(x + ct) + f(x - ct)) + — J g(s) 


Si la velocidad inicial es cero, se observa que esta expresión se reduce a 


(14) 


u(x, t) = |[/(x + ct) + ,f(x - ct)}. 
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que concuerda con (1 7) de la sección 11,3. El estudiante puede demostrar que debido 
a las condiciones en la frontera (2) en esa sección, la función/debe ser impar y debe 
tener periodo 2 L. 

El resultado obtenido indica que las dos condiciones iniciales y las condiciones 
en la frontera determinan la función de manera única. 

La solución de la ecuación de onda por los métodos de la transformada de Laplace 
y de Fourier se presentará en las secciones 1 1. i 3 y ¡1.14, 


Problemas de la sección 11.4 

Usando (14), trazar una figura (del tipo de la figura 256, sección 11.3) de la deflexión u(x, t ) 
de una cuerda vibratoria (longitud L = 1, extremos fijos, c = 1) empezando con una veloci¬ 
dad inicial cero y las siguientes deflexiones iniciales/x), donde k es pequeña, por ejemplo, 
Jfc = 0.01. 

1. /(x) = ¿x(i — x) 2. f(x) = k sen 2-irx 3. /(x) = ¿(x — x 3 ) 

4. f(x) = ¿(x 2 — x 4 ) 5. /(x) = ¿sen 2 m 6. /(x) = ¿(x 3 — x 5 ) 

7. Demostrar que c es la rapidez de las dos ondas dadas por (4). 

8. Si un alambre de acero de 2 metros de largo pesa 0.8 nt (aproximadamente 0.16 Ib) y se 
estira por una fuerza tensora de 200 nt (unas 45 Ib), ¿cuál es la rapidez c correspondiente 
de las ondas transversales? 

9. ¿Cuáles son las frecuencias de las eigenfunciones del problema 8? 

10. Resolver la ecuación de una cuerda de longitud L 

"a = c2 “ix ~ y 2 " 

que se mueve en un medio elástico (y 2 = co/i-sf, proporcional al coeficiente de elasticidad 
del medio), que está fija en los extremos y sujeta al desplazamiento inicial fx) y con 
velocidad inicial cero. 

11. Demostrar que, debido a la condición en la frontera (2) de la sección 11.3, la función/de 
(14) de la presente sección debe ser impar de periodo 2 L. 

Usando las transformaciones indicadas, resolver las siguientes ecuaciones., 

12 ' "x, - Ll yy = 0 (O = X, z = X + y) 

13. XU IV = yu yy + U y (u = X, Z = xy) 

14 - "xx - 2 “ xy + = 0 (U = X, z = x + y) 

15. u xx + 2 i /xy + u yy = 0 (u = x, z = x - y) 

16. u D + u xy - 2 u yy = 0 (u = x + y, z = 2x - y) 

17. K n - 4i <xy + 3 u m = 0 (u = x + y, z = 3x + y) 

Tipos y formas normales de ecuaciones diferenciales parciales lineales» Se dice que una 
ecuación de la forma 

05) Au xx + 2Bu Iy + Ctt yy = F{x, y, u, a x , u y ) 

es elíptica si AC-B 2 > 0, parabólica si AC- B 2 = 0 e hiperbólica si AC~ B 1 < 0 [Aquí, A, ¿5, 
C pueden ser funciones de x y y, y ei tipo de (15) puede ser diferente en diferentes partes del 
pían o .TV..] 


.) 3 3 3 .3 ) ) ) } '3 3 j J > J J ) 3 3 3 3 3 3 3 3 3 '3 3'3 
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18. Demostrar que 

La ecuación de Laplace u xx + u n . — 0 es elíptica, 
la ecuación del calor u t — c z u xr es parabólica, 
la ecuación de onda u tt — c 2 u xv es hiperbólica, 

la ecuación de Xricomi>»M j:r + w « 0 es de tipo mixto (elíptica en el semiplano superior 
e hiperbólica en e¡ semiplano inferior) 

19. Si la ecuación (15) es hiperbólica , puede transformarse a la forma normal u w = F*(v, z , w, 
u y , u.) haciendo v - ct>(.x, y), z = H'(x, y), donde O = const y 'T = consi son las soluciones.)' 
=M.r) de I a ecuación Ay a -2By' + C~0 (ver la referencia [C9]). Demostrar que en el caso 
de la ecuación de onda (1), 

<[> = x + c/, Sí' — x — cí , 

20» Si (15) es parabólica , la sustitución v = x. z = V P fx, y), con T definida como en el 
problema 19, la reduce a la forma normal u w = F*(v, z, u , u u J„ Comprobar este resultado 
para i a ecuación u a + 2 + u ~ 0.. 

Vibraciones de una viga. Puede demostrarse que las pequeñas vibraciones libres verticales de 

una viga uniforme (figura 257) están gobernadas por la ecuación de cuarto orden 


d 2 u „ d 4 « 

_ + c 2 - - 0 

a/ 2 ax 4 


(Ref., [C9].,) 


donde c~ = EUpA (E = módulo de elasticidad de Young, I — momento de inercia de la sección 
transversal con respecto al ej ey en la figura, p = densidad, A — área de la sección transversal) 




Figura 257. Viga no deformada del problema 21. 

21, Sustituyendo u = F{x)C{y) en (16) y separando variables, demostrar que 

F™iF ** — Gfc 2 G = p 4 = const, 

F{x) == A eos fix + B sen (3x + C cosh ¡Bx + D senh (Bx, 

G(t) — a eos c(3 2 t + b sen c/3 2 /, 

22. Encontrar las soluciones w n = F n {x)G n (t) de (16) correspondientes a la velocidad inicial 
cero y que satisfagan las condiciones en la frontera (ver la figura 258) 

w(0, t) — 0, u(L , t) — 0 (extremos simplemente apoyados para todos ios instantes /), 

« w (0, /) = 0, uJ'L , 0 = 0 (momentos cero, por consiguiente curvatura cero, en los extremos) 


Figura 258„ Viga del problema 22. 
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23. Encontrar la solución de (16) que satisface las condiciones del problema 22 y la condición 

inicial u(x, 0) —J{x) ~x{L~x). 

24. Comparar los resultados del problema 23 y del problema 7, sección 11.3. ¿Cuál es la 
diferencia básica entre las frecuencias de los modos normales de la cuerda vibratoria y la 
viga vibratoria? 

25. ¿Cuáles son las condiciones en la frontera si la viga está empotrada en ambos extremos? 
(Ver la figura 259.) 
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11.5 ECUACIÓN DEL CALOR: SOLUCIÓN POR SERIES DE FOURIER 

De la ecuación de onda se pasa ahora a la siguiente ecuación “grande”, la ecuación 
del calor 



que da la temperatura u(x, y, z, t ) de un cuerpo de material homogéneo. Aquí c 2 es la 
difusividad térmica, K es la conductividad térmica, eres el calor específico y p es la den¬ 
sidad del material del cuerpo. V 2 u es el laplaciano de v, y con respecto a las coordena¬ 
das cartesianas x, y, z, 


Figura 259. Viga del problema 25. 

26. Demostrar que F(x) del problema 21 satisface las condiciones del problema 25 si ¡3L es 
una raíz de la ecuación 

(17) cosh ¡3L eos /3L = 1. 

27. Determinar las soluciones aproximadas de (17). 

28. Si la viga está empotrada a la izquierda y está suelta en el otro extremo (figura 260), las 
condiciones en la frontera son 

u(0, /) = 0, u x ( 0, t) = 0, u XI (L„ I) = 0, » m (t, t) = 0. 

Demostrar que F(x) del problema 21 satisface estas condiciones si pL es una raíz de la 


cosh /3 L eos füL = - 1. 


V li — ~ n —ñ + “—9 . 

Sx ¿ dy 2 dz 2 

(La ecuación del calor se dedujo en la sección 9.8.) 

Como importante aplicación, se considera primero la temperatura de una barra o 
alambre delgados de sección transversal constante y material homogéneo, la cual se 
orienta a lo largo del ejex (figura 261) y está aislada perfectamente en su superficie 
lateral, de tal modo que el calor sólo fluye en la dirección x. Entonces u depende 
únicamente de x y del tiempo /, y la ecuación de] calor queda como la ecuación 
unidimensional del calor 




x - O x = L 

Figura 260. Viga del problema 28. 

29. Encontrar las soluciones aproximadas de (18)., 

30. Las vibraciones longitudinales de una barra o varilla elástica en la dirección de! eje.* 
están gobernadas por la ecuación de onda u = c 2 h t c 2 — EJp (ver Tolstov [C J1 ]* p„ 275). SÍ 
la varilla está sujeta en uno de los extremos, -v = 0 , y está suelta en e! otro, x- L, se tiene «( 0 . 
/) = 0 y w x (¿, t) — 0 (ya que la fuerza en el extremo suelto es cero). Demostrar que el mo¬ 
vimiento correspondiente al desplazamiento inicial w(x, 0 ) -_/(*) y a la velocidad inicial cero es 


00 2 r 

2 © sen p n x eos p n cí t /i n = - f(x) sen p n x dx, p n 

« — n L "n 


(2 n -Y l)7r 

2Í 


Esta expresión parece diferir muy poco de la ecuación de onda, que tiene un término 
v „ en Ngar de pero se verá que esto hará que el comportamiento de las soluciones 
de ( 1 ) sea por completo diferente a] de las soluciones de la ecuación de onda. 

Se resolverá ( 1 ) para algunos tipos Importantes de condiciones en la frontera e 
iniciales. Se empieza con el caso en que los extremos x = 0 y x = L de la barra se 
mantienen en la temperatura cero, de tal modo que se tienen las condiciones en la 
frontera 

(2) «(0, t) = 0, u{L, t) = 0 para toda/, 

y la temperatura inicial de la barra es f{x), por lo que se tiene la condición inicial 


u{x, 0 ) 


[/(x) dada]. 


31. (Ecuación de Airy) Demostrar que por separación de variables a partir de la ecuación de 
. Tricomi (problema 18) puede obtenerse la ecuación de Airy G"—yG = 0, (Para las solu¬ 
ciones, ver la página 446 de la referencia [ I ] mencionada en el apéndice 1. Ver asimismo 
el problema de repaso 30 del capítulo 5.) 


Figura 261. Barra bajo consideración. 
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será suficiente, a diferencia de las dos condición V d 0 nda de la 

í - * — - 

S F “"“ EltS™ p-e encontrar i,os™», ene con, P ™,0» P>» , p.». 


Primer paso. Dos ecuaciones diferenciales ordinarias. Al sustituir 

(4) u{x, ¡) = F(x)G{t ) 


„ se obtiene FG - « con d - y F" - í» P™ »P»” 

bles, se divide entre c l FG, obteniéndose 


(5) 


G _ FZ 

c 2 G F ' 


El primer miembro sé,o depende de , y .1 

miembros deben ser s-J. (2, es 0. 

puede demostrar que para kZ 0 la solución única 4 

Para ¿ = _p 2 negativa se tiene por (5) 

Jl. = H = ~p 2 . 

2(j. p * 

se observ. ,ne esta eapresión da como resoltado las dos ecuaciones diferenci.i.s 
ordinarias lineales 




Segundo paso. Satisfacción de las condiciones en la frontera. Se resuelve 
primero (6). Una solución general es 

^ F(x) = A eos px + B sen px. 

Por las condiciones en la frontera (2) se sigue que 

U (0, t) = F(0)G(f) = 0 . y u{L. t ) = F(L)GU) = 

„,»E.»d^a-o— 

(8) se obtiene F(0) = A = 0y entonces F(L) - B sen pL. u, con 
F s 0); por tanto, 

arr _ i 7 , . . 

sen pL = 0, por tanto p ^ i 


) J >.'j J : J ) J J .-) .) 


:> y ") .)■ á ) j 7 j, u ’í ')■ > ■> 
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Así, al hacer B = 1, se obtienen las siguientes soluciones de (6) que satisfacen (2): 


mrx 

F n (x ) = sen — ■ 


n = 1,2, 


(Como en la sección 11.3, no es necesario considerar valores enteros negativos de n.) 

Se resuelve ahora la ecuación diferencial (7), que para p - nnIL , como acaba de 
obtenerse, es 

Cll'TT 

Ó + A 2 G = 0 donde A n = —— ■ 


Tiene la solución general 


C n W = B n e~ 


Donde B n es una constante. Por tanto las funciones 


mrx -A„ s t 


(9) u¿x, t) = F n (x)G n {t) = B n sen — * 


n = 1,2, 


(n = 1, 2, • • •) 


son soluciones de la ecuación del calor (1), las cuales satisfacen (2), Estas son las 
eigenfunciones del problema, que corresponden a los eigenvalores A enn L. 

Tercer paso. Solución del problema completo. Hasta este punto se tienen las 
soluciones (9) de (1) que satisfacen.las condiciones en la frontera (2). Para obtener 
una solución que también satisfaga la condición inicial (3), se considera una sene de 
estas eigenfunciones, 

00 m n ttx __ i 2 ♦ ( cn Tr \ 

(10) uíx. t) = 2 «n<*. 0 ■= 2 se n-j-e " (a„ = — ) ■ 

n=l n=l 


A partir de esta expresión y de (3) se tiene 


“c—\ t-v ^ 'TTX j., . . 

0 ) = 2 B n ser\~-J~- = /(■*)• 
n-l 

Así, para que (10) satisfaga (3), las B deben ser los coeficientes de ¡a serie senoidal 
de Fourier, como se dan por (4) de la sección 10.5; por tanto, 


2 r L mrx 

B n = - J /U) sen d-f 


(/7 = 1 , 2 , '')' 


La solución del problema planteado puede establecerse, suponiendo que/x) es 
continuador seccioné en el intervalo 0 <x < 1 (ver la sección 6.1) 
das laterales 3 en todos los puntos interiores de ese intervalo, es decir, b j 

s Ver la nota de pie de página 7 de la sección 10.2 




r : -o 5 ^ ^ (>■ "j> r j ■) o "i > ■) ) j j j j j 


-j -j $ 
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puestos la serie (1 0) con coeficientes (II) es la solución del problema físico plantea¬ 
do. La demostración, que requiere del conocimiento de la convergencia uniforme de 
series, se dejará para más adelante (problemas 23 y 24 de la sección 14.6). 

Debido al factor exponencial, todos los términos de (10) tienden a cero cuando t 

tiende & infinito., L_s r& n idez del decremento vsrís con .*?„ 


EJEMPLO 1 Temperatura inicial senoidal 

Encontrar Ja temperatura z/(.r, t ) de una barra de cobre con aislamiento lateral de 80 cm de largo si ia 
temperatura inicial es 100 sen (/or/80) °C y los extremos se mantienen a.Q °C ¿En cuánto tiempo descen¬ 
derá a 50 °C la temperatura máxima de la barra' 2 Empezar con una conjetura, para después calcular ia 
respuesta. Datos físicos del cobre: densidad 8.92 g/cm\ calpr específico 0..092 cal/g D C, conductividad 
térmica 0.95 cal/cm s °C. 

Solución . Por Sa condición inicial se obtiene 


f n jI A _ TTX 

uU. 0) = 2 B sen—- = f(x) = J00 sen-—- . 

n= 1 80 80 

En consecuencia, por inspección o por (10} se obtiene B ] ~ 100. 3,~ B x = ■■ =0. En (-1.0) se necesita X., 1 ~ 

crif/L\ donde c 2 = k'/ap = 0.95/0 092 8,92 = 1. 158 [enr/sj. Se obtiene por tanto = 1.158 9.870/6 400 = 
•0 001785 [s"*j La solución (10) es 

uU. I) = 100 sen — <>-0.0017851 
80 

Además. = 50 cuando / = (In O.5)/(-0.OOI 785) = 388 {segundos} = 6,5 {minutos}. S 

EJEMPLO 2 Rapidez del descenso de la temperatura 

Resolver el problema de! ejemplo I cuando la temperatura inicial es 100 sen (3 tei*/ 80) °C y los datos 
restantes son ios mismos 

Solución, En (10), en lugar de n= I se tiene ahora n = 3» y A., 3 ?= VX- =9 0 00! 785 = 0 01607, por lo que 
ahora la solución es 

«U. i ) = 100 sen — <--0010071 
80 

En consecuencia, la temperatura máxima desciende a 50 °C en / - (In 0.5)/(-0,0l 607) = 43 [segundos}, 
que es mucho más rápido (9 veces más rápido que en el problema 1). 

Si se hubiera escogido una n más grande, el descenso habría sido aún más rápido, y en una suma o 
serie de los términos, cada uno de ellos tiene su propia rapidez de descenso y los términos con n grande 
son prácticamente 0 después de un tiempo muy corto. El ejemplo siguiente es de este tipo, y la curva de la 
figura 262 correspondiente a / = 0.5 se parece a una curva senoidal: es decir, es prácticamente la gráfica 
del primer término de la solución g 


EJEMPLO 3 Temperatura inicial “triangular" de una barra 

Encontrar ta temperatura de la barra con aislamiento lateral de longitud L cuyos extremos se conservan a 
la temperatura 0, suponiendo que la temperatura inicial es 


fU) 


0 < X < U 2, 

L/2 < x < L, 


i 
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Figura 262. Solución del ejemplo 3 
para L = n, c= 1 y varios valores de t. 


rtTT.x r nnx , 

sen d:x •+ j — x) sen cJx 

L ' U2 L 


4 L 


4 L 


(n = I, 5, 9, 

(n = 3,7,1!, ■■ 

(ver también el ejemplo I de la sección 10.5 con * = Z/2)"p6rtanl.o . la soluc ión es____’ 

u{x. D = ^~ [senyap J© /] - | so,—- exp [ - '] + -]. 

La figura 262 indica que la temperatura desciende cuando / se incrementa, como consecuencia de I; 
pérdida de calor debida a! enfriamiento de los extremos 

El estudiante puede comparar la figura 262 con la figura 256 de la sección 11.3 y comentar I 

EJEMPLO 4 Barra con extremos aislados. Eigenvalor 0 

Encontrar una fórmula de las soluciones de (I). (3) con (2) reemplazada por la condición de que ambo: 
extremos de la barra están aislados 

Solución Experimentos físicos indican que ia rapidez del flujo de calor es proporcional al gradiente de Ir 
temperatura Por tonto, si los extremos x — 0 y x — L de la barra están aislados, de tal modo que no e. c 
posible el flujo del calor por los extremos, se tienen las condiciones en la frontera 


© © <§ 

1 


(Ln la pane superior de lo figura 262 se ilustra esta función para el caso especia! en que L = n) 


( 2 *) 


u x w. n = o. 


¡I X ÍL, ti = 0 


para toda /, 
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Por llanto la solución (13) es 

L 8L f 1 2ttx 


/2c7T\ 2 1 


+ 6 2COS L 




Se observa que los términos se decrementan cuando l se incrementa y que u —> 1/4, el valor medio de la 
temperatura inicial. Esto es plausible porque no es posible que escape calor de esta barra totalmente 
aislada En contraste, el enfriamiento de los extremos en el ejemplo 3 llevó a una pérdida de calor yu-rO, 
la temperatura a la que se conservan los extremos ® 

Flujo de calor bidimensional de estado estacionario 

La ecuación bidimensional del calor es (ver el principio de esta sección) 

Bu , / B 2 u B 2 u\ 


Si el flujo de calor es estacionario (es decir, independiente del tiempo), entonces du/dt 
= 0 y la ecuación del calor se reduce a la ecuación de Laplace 4 


, d 2 u 

d 2 u 

V 2 m = —x- 


dx 2 

By 2 


Un problema de calor consiste entonces en esta ecuación que debe considerarse en 
alguna región R del plano xy y con una condición en la frontera dada sobre ia curva 
frontera de R, A éste se le llama problema con valor en la frontera. Se le llama: 

problema de Dirichlet si u se prescribe en C, 
problema de Neumann si la derivada normal 
u = du/dn se prescribe en C, 
problema mixto si u se prescribe en una por¬ 
ción de C y u n se prescribe en el resto de C. 

Problema de Dirichlet en un rectángulo R (figura 263). Se considera un problema 
de Dirichlet para (15) en un rectángulo R, suponiendo que la temperatura u(x, y) es 



Figura 263. El rectángulo R y los valores en la frontera dados. 

Esta ecuación, que es muy importante, apareció en la sección 9 8 y se discutirá con mayor detalle en las 
secciones II 9, lili, 11.12, 12 5 y en el capitulo 17 


J "j. Ji A J -i J. J A 


J J 


J :J J J A .j A 
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fs¡| 

igual a una función /[x ) dada en el lado superior y que es igual a 0 en los otros tres iHí 
lados del rectángulo. tjg&f 

Este problema se resuelve por separación de variables Al sustituir iff;} 


u(x, y) = F{x)G{y) 


en (15) y dividir entre FG se obtiene 


1 _ d^F = 1 d z G 

F dx 2 G dy 2 


A partir de esta expresión y de las condiciones en la frontera izquierda y derecha, ¡|| 

d 2 F ’al 

— + A-F = 0, F( 0) = 0, F{a) = 0. || 

De esta expresión se obtiene k = ( urda ) 2 y las soluciones diferentes de cero correspon- 
dientes ’M 


F{x) = F (x) = sen —.r, 
a 


n = 1,2, 


Entonces la ecuación para G queda como 


Las soluciones son 


G = 0, 


G(y) = G„(y) = A„e nm J' a + B 

Tt ti n 

Ahora la condición en la frontera u = 0 en el lado inferior de R implica que G n (0) = 0; 
es decir, G n ( 0) ~ A n + B n — 0 o bien B„ = —A n „ Se obtiene así 

G n (y) = á n (e“"»'“ - = 2A n senh ^ . 

Por esta expresión y (16), escribiendo 2A n = A*, se obtienen como eigenfunciones 
del problema en cuestión 

< 17 > "»(*. y) “ sen ™ senh 222 . 


Éstas satisfacen la condición en la frontera u — 0 en ios lados izquierdo, derecho e .~j 
inferior ;S| 

Para llegar a una solución que satisfaga también la condición en la frontera H§ 

.f/p 

(18 ) U(x, b) = f{x) f| 


) I I i I i "! 1 ;■ j i 1 I 1 ! ¡ i I ; I 1 i I ¡ ) 1 "i 
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Esta solución, obtenida formalmente haciendo caso omiso de la convergencia y de las 
sumas de las serles para u, u xr y u )y , puede establecerse cuando f y/” son continuas y f 
es continua por secciones en el intervalo 0 ¿ x ^ a. La demostración es un tanto 
complicada y se apoya en la convergencia uniforme; puede encontrarse en la referen¬ 
cia [C2] del apéndice 1. 


Potencial electrostático. Membrana elástica 

La ecuación de Laplace (15) también gobierna el potencial electrostático de cargas 
eléctricas en cualquier región que esté libre de estas cargas. Asi, el problema del calor 
de estado estacionario anterior también puede interpretarse como un problema de 
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potencial electrostático, de tal modo que (19), (20) es el potencial en el rectángulo R 
cuando el lado superior de R está en el potencial J{x) y los otros tres lados están 
conectados a tierra. 

En realidad, en el caso de estado estacionario, la ecuación tridimensional de onda 
(que se considerará en las secciones 11.7,11.8) también se reduce a (15), y (19), (20) 
es entonces el desplazamiento de una membrana elástica rectangular (hoja de caucho, 
el parche de un tambor) que está fija-a lo largo de su frontera, con tres lados en el 
plano xy y el cuarto dando el desplazamiento J[x). 

Es esta otra demostración impresionante del poder unificador de las matemáti¬ 
cas, la cual ilustra que sistemas físicos por completo diferentes pueden tener el mismo 
modelo matemático y, en consecuencia, pueden tratarse con los mismos métodos ma¬ 
temáticos. 


Problemas de la sección 11.5 

1. Trazara,, u 2 , u 2 [ver (9), con = 1, c = 1, L = n] como fundones de x para los valores/ 
= 0, 1,2, 3. Comparar el comportamiento de estas fundones. 

2. ¿De qué manera la rapidez de descenso de (9) para n fija depende del calor específico, la 
densidad y la conductividad térmica del material? 

3 . Si la primera eigenfunción (9) de la barra se decrementa hasta la mitad de su valor en 10 
segundos, ¿cuál es el valor de la difüsividad? 

Encontrar la temperatura u(x, t) de una barra de plata (10 cm de longitud, sección transversal 
constante de área 1 cm 2 , 10.6 g/cm 2 de densidad, 1,04 cal/cm s °C de conductividad térmica, 
calor especifico 0.056 cal/g °C) que está perfectamente aislada por los lados, cuyos extremos 
se mantienen a una temperatura de 0 °C y cuya temperatura inicial (en ° C) es J{x), donde 

4 . f (,v) = sen 0.4 tt.v 5. j(x) = k senO.lmv 

6 . f(x) = x si 0 < x < 5 y 0 en caso contrario 

7. /(x) = 5 - |x - 5| 8. f(x) = 0.l.i-(f00 - a 2 ) 

9 . f(x) = 0..01í(l0 - x) 

10. f(x) = x si 0 < ,r < 2.5, }(x) = 2.5 si 2.5 < < 7.5, /U) = 10 - x si 

7.5 < x < 10 


11. Suponer que una barra satisface los supuestos del texto y que sus extremos se mantienen 
a diferentes temperaturas constantes u(0, t) — U l y u(L, /) = U r Encontrar la temperatura 
u (x) de la barra después de un tiempo prolongado (en teoría: cuando / —> ~). 

12. En el problema 11, sea la temperatura inicial u(x, 0) =J[x). Demostrar que la temperatura 
para cualquier tiempo / > 0 es u(x, t ) = ufx) + ujx, i) con u l como antes y 

u n - Í B n sen —— 


S n = [/(x) - t/,(x)] sen^p- dx 

= 7 í f(x) sen dx + — [(- \ ) n U 2 - UJ. 
L 1 L nir 
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13. (Extremos aislados, condiciones en la frontera adiabáticas) Encontrar la temperatura 
u(x, /) de una barra de longitud L que está aislada perfectamente, también en ios extremos 
en x = 0 yx = L, suponiendo que u(x, 0) =fx). Información física: E! flujo de calor por las 
caras en los extremos es proporcional a los valores de du/dx ahí. Demostrar que esta 
situación corresponde a las condiciones 

uJO, /) = 0, uJL, i) = 0, u(x, 0) = /(x). 

Demostrar que el método de separación de variables da la solución 
u(x, t) = A ü + 2 2t n c os 
donde, por (2) de la sección 10.5, 

1 _ L 

lf 2 f r/ , nrrx , 1 - 

A 0 = y f(x) dx, A n = yl f(x) eos — dx, « = 1,2,---- 

J o ^ o 

Obsérvese que u —> A lt cuando / —> ¿Concuerda este hecho con la intuición física del 

estudiante? 

14. Encontrar la temperatura de la barra del problema 13 si el extremo izquierdo se mantiene 
a la temperatura cero, el derecho está aislado perfectamente y la temperatura inicial es (./,, 

- constr 

Encontrar la temperatura de la barra del problema 13 si L = n, c = 1 y 

15. f(x) = 1 16- fW = x 

17. f(x) = 0.5 eos 2x 18. f(x) — x 2 

19. f(x) = X si 0 < x < T, /(x) = IT - x si < x < tt 

20. }{x) = 1 si 0 < x < irr, f(x) = 0 si^vr < x < -rr 

21. /(x) = xsi 0 < x < hir, flx) = 0 síJtt < x < tt 

22. Considerar la barra de los problemas 4-10. Suponer que los extremos se mantienen a 100 

°C durante un tiempo prolongado. Después, en algún instante, por ejemplo, en r = 0, la 

temperatura en x = L cambia repentinamente a 0 °C y se mantiene en este valor, en tanto 
que la temperatura en x = 0 se mantiene a 100 °C. ¿Cuáles son las temperaturas a la mitad 
de la barra en /= 1 , 2, 3, 10, 50 segundos? 

23. (Radiación en el extremo de la barra) Considérese una barra de longitud 7 r con aisla¬ 
miento lateral y tal que c = 1 en (1), cuyo extremo izquierdo se mantiene a 0 °C y cuyo 
extremo derecho irradia libremente haciaaire de temperatura constante 0 °C. Información 
física: La “condición en la frontera de radiación” es 

-uJ.it, !) = k[u(ir, /) - «„), 

donde u n = 0 es la temperatura del aire circundante y k es una constante, por ejemplo, k - 
1 para simplificar. Demostrar que una solución que satisface estas condiciones en la fron¬ 
tera es u(x, /) = sen px<r' ,: ', donde/? es una solución de tznp7T--p Demostrar gráficamen¬ 
te que esta ecuación tiene una infinidad de soluciones positivas p t , p 2 ,p y > donde p n > 
„ _ i y lím (p - n + j ) = 0 . 


3 3 3 
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24. (Ecuación no homogénea de! calor) Considerar el problema que consta de 

u t — c ,2 ¿í a = Ne~ ax 

y las condiciones (2), (3) Aquí el término del segundo miembro puede representar pérdi¬ 
da de calor debida a ia desintegración radiactiva de la barra. Demostrar que este problema 
puede reducirse a un problema de la ecuación homogénea al hacer u{x, t) = v(x, t) + w(x) 
y determinando w(x) de tal modo que v satisfaga la ecuación homogénea y las condiciones 
v(0, 0 = v{¿, /) = 0, v(„t, 0) —J{x) ” w(-*) 

25. (Radiación) Si la barra del texto tiene la libertad de irradiar en el medio circundante 
mantenido a una temperatura cero, la ecuación queda 

U , = c2y ix - 

Demostrar que esta ecuación puede reducirse a la forma (I) ai hacer v(x, /) = u(x y t)w(t). 

26. Considérese v, = c 2 v, - v (0 < x < L, i > 0), v(0, /) = 0, v(¿, /) = 0, v(.x, 0) =y(jr), donde el 
término -v corresponde a la transferencia de calor al medio circundante mantenido a 
temperatura cero. Reducir la ecuación haciendo v(,x, /) ~ u(x, t)w(t) con w tal que u esté 
dada por (10), (11).' 

27. (Flujo de calor) ¿Cuál es el flujo de calor (p{t ) ~-~Ku x { 0, t) a través de.x = 0 para la solución 
(10)? Obsérvese que (p(t ) —> 0 cuando /-)«>. ¿Puede entenderse físicamente este hecho? 

28. Resolver (1), (2), (3) con L = nyj[x) = U a - const s\Q<x<rtí2 y J[x) - 0 si 7tI2 <x < 

29. Si la barra del problema 28 se compone de dos partes de hierro (c 2 = 0,16 unidades cgs) de 
temperaturas iniciales 20 °C. y 0 °C que se ponen en contacto perfecto en / = 0, ¿cuál es la 
temperatura aproximada en su superficie de contacto en / = 10, 20, 30 segundos? (Usar 
sólo el primer término de la solución.) 

30. (Barra con generación de calor) Si se genera calor a una razón constante en una barra de 
longitud L — 7r con temperatura iniciaiyfc) y ¡os extremos en x~ 0 y x — 7tsc mantienen a 
temperatura cero, la ecuación del calor es u t ~ H con H> 0 constante. Resolver este 
problema. Sugerencia Hacer u — v - Hx(x - 7r)/2c 2 , 

Problemas bídimensionales 

31. (Ecuación de Laplace) Encontrar el potencial en el cuadrado 0 <* < 2, 0 <y á 2 si el lado 
superior se mantiene en el potencial sen j 7ix y los otros lados se mantienen en cero, 

32. Encontrar el potencial en el rectángulo 0 < x <c 20, 0 < y £ 40 cuyo lado superior se 
mantiene en el potencial 220 V y cuyos lados restantes están conectados a tierra,. 

33. (Flujo de calor en una placa) Las caras de una placa cuadrada delgada (figura 264, 
donde a = 24) están aisladas perfectamente, Ei lado superior se mantiene a una tempera¬ 
tura de 20 °C y ios lados restantes se mantienen a 0 °C. Encontrar la temperatura de estado 
estacionario u(x,y) de la placa. 



Figura 264. Placa cuadrada. 
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34. Encontrar las soluciones u de la ecuación bidlmensional del calor 

“i = cHu XI + u m ) 

en la placa delgada de la figura ¿64 con a = retal que u = Q en los lados verticales, supon ¡en- 
do que las caí as y los lados horizontales de la placa están aislados perfectamente. 

35. Encontrar fórmulas similares a (19), (20) para la distribución de temperatura en el rectán¬ 
gulo R considerado en el texto cuando el lado inferior de R se mantiene a una temperatura 
J{x) y los tres lados restantes se mantienen en 0. 

36; Encontrar la temperatura de estado estacionario de la placa del problema 33 si el lado 
inferior se mantiene a U 0 °C, el superior a U l °C y los otros dos lados a 0 °C. Sugerencia 
Partir el problema en dos problemas en los que la temperatura en la frontera es cero en tres 
lados para cada problema. 

37. (Problema con valor frontera mixto) Encontrar la temperatura de estado estacionario de 
la placa del problema 33 con los lados superior e inferior perfectamente aislados, el lado 
izquierdo mantenido a 0 °C y el lado derecho a J{y) °C. 

38. (Radiación) Encontrar las temperaturas de estado estacionario en el rectángulo de la figu¬ 
ra 263 con los lados superior e izquierdo perfectamente aislados y el lado derecho irra¬ 
diando hacia un medio de temperatura cero de acuerdo con u r (a, y) + hu(a, y) = 0, h > 0 
constante, (Se encontrarán muchas soluciones debido a que no se da ninguna condición 
para el lado inferior ) 

39. (Región infinita) Encontrar la temperatura de estado estacionario u(x,y) en la franja 0 < 
x<n\y> 0 con los lados verticales perfectamente aislados y el lado inferior mantenido a 
la temperatura^’). (Suponer que |m| está acotado.) 

40. (Problema de Neumann) Resolver V 2 w = 0 en e! rectángulo de la figura 263 sujeto a las 
condiciones de Neumann u v (x, 0) =/(*) y u n ~ 0 en los otros lados. 


11.6 ECUACIÓN DEL CALOR: 

SOLUCIÓN POR INTEGRALES DE FOURIER 


La discusión de la sección anterior se generaliza a barras infinitas, con las series de 
Fourler reemplazadas por integrales de Fourier (sección 10.9); estas barras son bue¬ 
nos modelos de barras o alambres muy largos (como un alambre de 100 m de largo). 
Específicamente, se encontrarán soluciones de la ecuación del calor 


( 1 ) 


du „ d 2 u 
dt ~ C dx 2 


de una barra que se extiende hasta el infinito por ambos lados (y está aislada lateral¬ 
mente, como antes). En este caso no se tienen condiciones en la frontera, sino única¬ 
mente la condición inicial 

(2) u(x, 0) = f{x) ( — oo < x < c°) 

donde A*) es la temperatura inicial dada de la barra. 

Para resolver este problema, se empieza como en la sección anterior, sustituyendo 
u(x, t ) = F(x)G{t) en (1). Se obtienen así ¡as dos ecuaciones diferenciales ordinarias 

(3) F" + p 2 F = 0 


i 


[ver (6), sección 11.5] 
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G + c 2 p 2 G = 0 


Las soluciones son 


F(x ) = A eos px + B sen px 


[ver (7), sección 11.5]. 


G(t) = e~ c2p2t . 


respectivamente; aquí A y B son constantes cualesquiera. Por tanto, una solución de 
(0 es 

(5) u(x, t; p) = FG = (A eos px + B sen px)e~ c2p2t . 


A partir de esta u(x, 0) se obtiene u(x, t) escribiendo la función exponencial dentro de 
la integral [comparar (7) y (6)]: 

u(x, 1) = — J £ J f(u) eos (px — pu) e~ c2p2t du dp. 

Suponiendo que puede invertirse el orden de integración, se obtiene 

(9) u(x, t) = — J f(u) J e~° 2p2 ‘ eos (px — po) dp du. 

^ — CO L. Q 


[Como en la sección anterior, tuvo que escogerse la constante de separación k negati¬ 
va, k = — p 1 , debido a que valores positivos de k hubieran llevado a una función 
exponencial creciente en (5), lo cual no tiene ningún significado físico.] 

Cualquier serie de funciones (5), encontrada de la manera usual al tomar p como 
múltiplos de un número fijo, llevaría a una función que es periódica en x cuando /= 0. 
Sin embargo, como no se supone queytjc) en (2) sea periódica, resulta natural usar 
integrales de Fourier en lugar de series de Fourier. Además, A y B en (5) son arbitra¬ 
rios y pueden considerarse como funciones de p, escribiéndose A = A(p) y B = B(p). 
Ahora bien, puesto que la ecuación del calor (1) es lineal y homogénea, entonces la 
función 

(6) u(x,t) = / u(x,t;p)dp = I [A(p) eos px + B(p) senpx]e~ c2p2t dp 

J o "o 

es una solución de (1), siempre que esta integral exista y pueda derivarse dos veces 
con respecto axy una con respecto a t. 

Determinación de A(p) y B(p) a partir de la condición inicial. Por (6) y (2) se 
obtiene 

(7) u(x, 0) = f [A(p) eos px + B(p) sen px] dp = f(x). 

-Q 

Por esta expresión A(p) y B(p ) se obtienen en términos dey'fc); de hecho, por (4) y (5) 
de la sección 10.9 se tiene 

(8) A(p) = — f f(o) eos pu du, B(p) — — f f(u) sen pu du. 

7 T J 7 T J 


Y por (1*), sección 10,11, la integral de Fourier (7) con estas A(p) y B(p) puede 
escribirse 

u(x, 0) = — f f f(o) eos (px — pu) du dp. 

71 J Q L J -,» J 


Entonces la integral interior puede evaluarse por la fórmula 


e s 1 eos 2bs ds = —— e bZ . 

2 


[En los problemas de la sección 15.4 (problema 14) se da una deducción de (10).] 
Esta expresión asume la forma de la integral interior si se elige p = s/(cJT) como 
nueva variable de integración y se hace 


° " 2cV¡ - 

Entonces 2 bs = (x - v)p y ds = c^t dp, por lo que (10) queda como 


e c2pí[ eos (px — pu) dp 


7 t f (x - u) 2 
A ex P i-rir - 


Al introducir este resultado en (9) se obtiene la representación 


2cVttí 


f m 


(x w u)‘ 


Tomando z = (v —x)/(2 cJT) como variable de integración, se obtiene la forma alter¬ 
nativa 

(12) u(x , t) = -y= f f(x + 2czVt) e~ z2 dz. 

V 7 r „ 

S\J(x) está acotada para todos los valores de x y es integrable en todo intervalo finito, 
puede demostrarse (ver la referencia [C12]) que la función (11) o (1 2) satisface (1) y 
(2). Por tanto esta función es la solución requerida en el presente caso. 
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Problemas de la sección 11.6 

U Trazar las ^mperaturas del ejemplo 1 (con U ti = 100 °C y c 2 - 1 cm 2 /s) en los puntos a- = 
0,5, I y 1.5 como funciones de ¿Estos resultados concuerdan con la intuición física del 
lector? 

2. SÍ/(a) — 1 cuando a > 0 y J[ a) — 0 cuando a < 0, demostrar que (12) queda como 


3. Demostrar que para a — 0 la solución dei problema 2 es independiente de /. ¿Puede espe¬ 
rarse este resultado por razones físicas? 

4. Si la barra es semiinfinita, extendiéndose de 0 a «>, el extremo en x ~ 0 se mantiene a 
temperatura 0 y la temperatura inicia! esj{x), demostrar que la temperatura de ia barra es 

(14) u(x, t) = - 7 = I" J f(x + Tw)e-^ dw - f f(~x + Tw)e~^ dw\, 

L O J 

donde i = 2 c JT ., 

5. Obtener (14) a partir de ( 11 ) suponiendo que/(v) de (11) es impar. 

6 . SiAx) = 1 en el problema 4, demostrar que 


2 r xh 

u{x, t) — I e~ w2 dw 

V 7T 4 , 


7. ¿Qué forma asume (14) si J{x) - 1 cuando a <x < b (donde a > 0) y J{x) - 0 en caso 
contrario? 

8 . Demostrar que el resultado del problema 6 puede obtenerse a partir de (11) o (12) usando 
J{x) = 1 si a > 0 y J{x) = ~) si a < 0. ¿Cuál es la razón? 

9. Demostrar que en el problema 6 los tiempos requeridos para que dos puntos cualesquiera 
alcancen la misma temperatura son proporcionales a los cuadrados de sus distancias a la 
frontera en a == 0 , 

20 . (Distribución norma!) Introduciendo w — zyfl como nueva variable de integración, de¬ 
mostrar que ( 12 ) queda 


') = J f(x + cwV2t)e~ w2 ' 2 dw. 


Los estudiantes familiariza dos con la teoría de 1a probabilidad notarán que esta expresión 
incluye la densidad e~ m7J2 l de la distribución norma! (ver la sección 23,7).. 


Usando ( 6 ), obtener la solución de ( 1 ) (en forma de integral) sujeta a la condición inicial 
m(a, 0 ) ~J[x), donde 

!Ly(x)-e-K [Usare! ejemplo 3, sección 10.9,] 

12. A x )~ 1/(1 +x 2 ), [Usar (15), sección 10.9.] 

~ 1 si Ja¡ < 1 y 0 en caso contrario. [Usar el ejemplo 2 , sección 10.9 ] 

14. j{x) = (sen x)/x. [Usar el problema 4, sección 10.9.,] 

15. Comprobar por integración que en el problema 14 u satisface ia condición inicial.. 
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Función de error. La función de error se define por la integral 


erf x = 



que es importante en las matemáticas para ingeniería. A fin de familiarizarse con esta 
función, el estudiante puede resolver tos problemas siguientes. [En el apéndice .3.1 se 
incluyen algunas fórmulas; ver (35)-(37) ] 

16. Trazar el integrando de erfx (la llamada curva acampanada). 

17. Demostrar que erf x es impar. 

18. Demostrar que (13) puede escribirse 


u(x, í) 


erf 


1 - x 

2 cV7 


+ erf 


1 + x 

2 cVt. 


(f > 0). 


19. Demostrar que en el problema 6 se tiene u(x, I) — erf (x/2 cfit ). 

.20. Puede demostrarse que erf(°°) — 1. Usando este hecho, demostrar que en problema 2, 


u(x, t) = 5 + 5 erf (x /2 cVf). 

21 . Demostrar que J ¡T '" 2 dw = ” (erf b - erf a), J e~ w? dw = Vfreríb. 

a ~ b 

22. Obtener la serle de Maclaurin de erfx integrando término a término la serie del integrando. 

23. Calcular erf .x para x = 0(0.1 )0.5 usando el problema 22 y comparar el resultado con los 
valores tridimensionales 0.000, 0.112, 0.223, 0.329, 0. 428, 0.520. 


24. 


Demostrar que erf x = 



25. (Cuadrante del plano) Concluir por el problema 19 que la temperatura en el cuadrante 
x > 0,y > 0 con temperatura inicial 1 , aislamiento lateral y frontera mantenida a tempera¬ 
tura cero es u(x,y, I) = erf (x /2 c Jt ) erf (y/lcjt ).. 


11.7 MODELADO: MEMBRANA, 

ECUACIÓN BIDIMENSIONAL DE ONDA 

Como otro problema básico de vibraciones, se considera el movimiento de una mem¬ 
brana elástica tensada, corno el parche de un tambor. Se trata del análogo bidimensional 
del problema de la cuerda vibratoria; de hecho, el modelado será similar al de la 
sección 11 . 2 . 

Supuestos físicos. Se supone lo siguiente: 

1. La masa de la membrana por unidad de área es constante (“membrana ho¬ 
mogénea). La membrana tiene flexibilidad perfecta y no ofrece resistencia a 
la flexión. 

.2. La membrana se tensa y luego se fija a lo largo de toda su frontera en el 
plano xy. La tensión Tpor unidad de longitud, causada por el estiramiento de 


,3 3 J 3 > J 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 J 3 > 3 3 3 3 3- 3 3 .■ .) 



la membrana, es la misma en todos los puntos y en todas las direcciones, y no 
cambia durante el movimiento. 

3. La deflexión u(x,y , fj de la membrana durante el movimiento es pequeña en 
comparación con el tamaño de la membrana y todos los ángulos de inclina¬ 
ción son pequeños. 

Aun cuando estos supuestos no pueden ponerse en práctica exactamente, se cumpli¬ 
rán con relativa precisión para las vibraciones transversales pequeñas de una mem¬ 
brana elástica delgada, de tal modo que se obtiene un buen modelo, por ejemplo, para 
el parche de un tambor, como se verá. 

Deducción de la ecuación. La ecuación diferencial que gobierna el movimiento de la 
membrana se obtiene considerando las fuerzas que actúan sobre una porción pequeña 
de la membrana de la figura 267. Puesto que las deflexiones de la membrana y los 
ángulos de inclinación son pequeños, los lados de la porción son iguales aproximada¬ 
mente a Ar y Ay. La tensión T es la fuerza por unidad de longitud. En consecuencia, 
las fuerzas que actúan sobre los lados de la porción son aproximadamente TisxyT t\y. 
Puesto que la membrana tiene flexibilidad perfecta, estas fuerzas son tangentes a la 
membrana. 

Componentes horizontales de las fuerzas. Se consideran primero las componentes 
horizontales de las fuerzas, las cuales se obtienen al multiplicar las fuerzas por los 
cosenos de los ángulos de inclinación. Puesto que estos ángulos son pequeños, sus 
cosenos están cerca de 1. En consecuencia, las componentes horizontales de las fuer¬ 
zas en lados opuestos son aproximadamente iguales. Por lo tanto, el movimiento de 


Membrana 



Figura 267. Membrana vibraioria 


'3 “3 3 '3 .'3 3 y ) j j >. j j .. ..../ j j j j j- 










í¡ : r cr n r- o ir, r- cr C c- c r 


r c r c - r r r c< c, o c c- c 


Ctirit 

3¿®'TT 


ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES 

las partículas de la membrana en una dirección horizontal será prácticamente despre¬ 
ciable Por lo anterior puede concluirse que es posible considerar el movimiento de la 
membrana como transversal; es decir, que cada partícula se mueve verticalmente. 

Componentes verticales de las fuerzas. Estas componentes a lo largo de! lado dere¬ 
cho y del lado izquierdo son 5 (figura 267) 


T Ay sen ¡3 


■ T Ay sen a. 


respectivamente; aquí el signo menos aparece porque la fuerza sobre el lado izquier¬ 
do está dirigida hacia abajo. Puesto que los ángulos son pequeños, sus senos pueden 
sustituirse con sus tangentes. Por tanto, la resultante de esas dos componentes vertica¬ 
les es 

T Ay(sen B — sen a) ~ T Av (tan B — tan a) 

(1) 

= T Ay [u x (x + Ax, yj - u x (x, y 2 )] 

donde los subíndices x denotan derivadas parciales y y y y 2 son valores entre y y y + 
Ay. De manera similar, la resultante de las componentes verticales de las fuerzas que 
actúan sobre los otros dos lados de la porción es 

(2) T A jt [tt^Ui, y + Ay) - u y {x 2 , y)] 
donde x ( y x 2 son valores entre x y x + Ax. 

La segunda ley de Newton da la ecuación. Por la segunda ley de Newton (ver la 
sección 2.5), la suma de las fuerzas dadas por (1) y (2) es igual al producto de la masa 
p A A de esa porción pequeña y la aceleración d 2 u/dí 2 ; aquí p es la masa de la membra¬ 
na no flexionada por unidad de área y AA = Ax Ay es el área de esa porción cuando no 
está flexionada. Por tanto, 

d u 

p Ax Ay ~^2 = T A .V t« x U + Ax, y t ) - ujx, y 2 )] 

+ T Ax[u y (x v y + Ay) - u y (x 2 , y)) 


donde la derivada del primer miembro se evalúa en algún punto adecuado (x, y) 
correspondiente a esa porción. La división entre p Ax Ay da como resultado 


í ^ 

N3 

II 

ÍM 

u x (x + Ax, yj) - u x {x, y 2 ) 

ít y (x 1 , y + Ay) - u y (x 2 , y)~ 

SI 2 p [ 

Ax 

Ay J 


5 Obsérvese que el ángulo de inclinación varia a lo largo de los lados, y que a y ¡3 representan valores de 
es¿ ángulo en un punto adecuado de los lados bajo consideración. 
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Si se hace que Ax y Ay tiendan a cero, se obtiene la ecuación diferencial parcial 



Esta ecuación se llama la ecuación bidimensional de onda. La expresión entre pa¬ 
réntesis es el laplaciano V 2 w de u (sección 11.5), y (3) puede escribirse 



En la siguiente sección se obtendrán y discutirán las soluciones. 

11.8 MEMBRANA RECTANGULAR. 

USO DE SERIES DOBLES DE FOURIER 

Para resolver el problema de una membrana vibratoria, es necesario determinar una 
solución u(x, y, t ) de la ecuación bidimensional de onda 



que satisfaga la condición en la frontera 

(2) u — 0 en la frontera de la membrana para toda / > 0 

y las dos condiciones iniciales 

(3) u(x, y, 0) = /(x, y) [dado el desplazamiento inicialAx.y)] 

y 

(4) — = g(x, y) [dada la velocidad inicial g(x, y)].. 

31 t = o 

u (x,y, t) da el desplazamiento del punto (x, y) de la membrana desde el reposo (u = 0) 
en el tiempo t. Se observa que las condiciones (2)-(4) son similares a las de la cuerda 
vibratoria. 
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Como primer caso importante, se considera la membrana rectangular R ilustrada 
en la figura 268. 

y 


A&R-i? -i?' 


Figura 268. Membrana rectangular. 

Primer paso.Tres ecuaciones diferenciales ordinarias 

Al aplicar el método de separación de variables se determinan primero las soluciones 
de (1) que satisfacen la condición en la frontera (2). Se empieza con 

(5) u(x, y, t ) = F(x, y)G(t). 

Al sustituir esta expresión en la ecuación de onda (1) se tiene 

FG = cHF^G + F yy G) 

donde los subíndices denotan derivadas parciales y los puntos denotan derivadas con 
respecto a t. Para separar las variables, se dividen ambos miembros entre c FG. 

. V = i. ip + F ). 

c z G F vxx yy 

Puesto que el primer miembro sólo depende de /, en tanto que el segundo es indepen¬ 
diente de /, ambos miembros deben ser ¡guales a una constante. Investigando un poco 
se observa que sólo valores negativos de esa constante llevarán a soluciones que satis¬ 
fagan (2) sin formar una identidad con cero; esto es similar a la sección 1 1.3. Al 
denotar esa constante negativa por-v 2 , se tiene 


G 

c 2 G 


- {F + F ) 
fr v xx r yy* 


De esta expresión se obtienen dos ecuaciones: para la “función del tiempo” G(í) se 
tiene la ecuación diferencial ordinaria 


( 6 ) 


G + A 2 G = 0 


donde A = cv. 


y para la “función de la amplitud” F{x,y ) se tiene la ecuación diferencial parcial 
(7) F xz + F yy + v 2 F = 0, 

conocida como la ecuación bidimensional de Helmholtz 6 . 


HERMANN VON HELMHOLTZ (1 821-1 894), físico alemán, conocido por su trabajo fundamental en 
termodinámica, dinámica de Huidos y acústica 


La separación de la ecuación de Helmholtz se consigue si se hace 
(8) F{x, y) = H(x)Q(y). 

Al sustituir esta expresión en (7) se obtiene 


d 2 H 

dx 2 


Q 


H “ + v 2 HQ 
dy 2 


Para separar las variables, ambos miembros se dividen entre HQ, encontrándose 


1 d 2 H' 
H dx 2 


1 (Vü 

Q V dy 2 


+ v 2 Q 


Ambos miembros deben ser iguales a una constante, por las consideraciones anterio¬ 
res. Esta constante debe ser negativa, por ejemplo, -k 1 , ya que sólo valores negativos 
llevarán a soluciones que satisfagan (2) sin formar identidades con cero. Por tanto, 


_L d2fí 

H dx 2 




De esta expresión se obtienen dos ecuaciones diferenciales lineales ordinarias para H 

y Q- 


(9) 

y 

( 10 ) 


d 2 H 

dx 2 


+ k 2 H = 0 


0 + P 2 e = 0 


donde p ¿ 


k 2 . 


Segundo paso. Satisfacción de las condiciones en la frontera 

Las soluciones generales de (9) y (10) son 

H(x) = A eos kx + B sen kx y Q(y) = C eos py + D sen py 

donde A, B, C y D son constantes. Por (5) y (2) se sigue que la función F =■ HQ debe 
ser cero en la frontera, que corresponde ax = 0, x = a, y = 0 y y = b; ver la figura 268. 
Se obtienen así las condiciones 


H( 0) = 0, H{a) = 0, <2(0) = 0, 

Por lo tanto, H( 0) = A = 0 y entonces 

H{a) = B sen ka — 0. 


Q(b) = 0. 


3 ):) ') J 


.) > i 2 


h j- 
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Debe tomarse B 5 * 0, pues de otro modo H s 0 y F= 0. Por tanto, sen ka = 0 o ka = OT7T, 
es decir, 

mir 

«1 = (/?; entera). 

Justamente del mismo modo se concluye que C = 0 y p debe restringirse a los valores 
p = n7r/¿; donde n es un entero. Se obtienen así las soluciones 


H (x) = sen ■ 


Q n (y ) = sen 


nrry m = 1,2, 
b ’ n = 1,2, 


(Como en el caso de la cuerda vibratoria, no es necesario considerar m, n = —1, -2, • - •, 
ya que las soluciones correspondientes son esencialmente las mismas que para m y n 
positivas, excepto por un factor —1..) Por tanto las funciones 


^rnn^- y) = H m (x)Q n {y) 


ni ttx nrry m — 1,2, 

sen - sen—;— , . ~ 

a b n = 1, z, 


son soluciones de (7) que son cero en la frontera de la membrana en cuestión. 

Eigenfunciones y eigenvalores. Una vez que se ha analizado (7), se considera (6). 
Puesto que p 2 = v 2 - k 2 en (10) y X = cv en (6), se tiene 


Por tanto, a k — mnla y p — nn/b les corresponde el valor 

[ñr* «2 m — 1, 2, • - • , 

(12) A = A mn = ctt p , 

_ Y a b n = 1, 2, • • • , 

en la ecuación diferencial (6). La solución general de (6) correspondiente es 
GrruS l > ' B rnn eos A+ B^ nn sen A mn t. 

Se sigue que las funciones ajr.y, t) = F„Jx, y)G mn (t), desarrolladas 

(13) "mn( x ’ y< r ) = ( B mn cos A mn í + B mn sen A mn^ sen sen —■ 

con n acuer do con (12), son soluciones de la ecuación de onda (1) que son cero 
en la frontera de la membrana rectangular de la figura 268. Estas funciones se llaman 
las eigenfunciones o funciones características y los números X se llaman los 
eigenvalores o valores característicos de la membrana vibratoria. La frecuencia de 
u es X !2n. 


Discusión de las eigenfunciones. Resulta interesante observar que, dependiendo de 
a y b, varias funciones F mn pueden corresponder al mismo eigenvalor. Físicamente, 
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Por (14) se observa que incluso más de dos funciones pueden corresponder al mismo valor numérico 
de X mn . Por ejemplo, las cuatro funciones F xw , F ñ] , F A1 y F l4 corresponden al valor ^, 8 ~ ^- 8 ¡ = ^ 47 = X 74 = 
cufió , ya que 

l 1 + 8 2 = 4 2 + 7 2 = 65„ 

Esto ocurre porque 65 puede expresarse de varias maneras como la suma de dos cuadrados de enteros 
positivos. De acuerdo con un teorema de Oauss, este es el caso para cualquier suma de dos cuadrados 
entre cuyos factores primos hay al menos dos diferentes cuya forma es 4« + I, donde n es un entero 
positivo En el caso presente, 65 “ 5 13 = (4 + 1)(12 + ])„ 1 

Tercer paso. Solución del problema completo 

Para obtener la solución que también satisface las condiciones iniciales (3) y (4), se 
procede como en la sección 113. Se consideran las series dobles 7 

U(x,y,t)= 2 2 í) 

( 17 ) m = 1 n = 1 

“ “ u rnrrx nrry 

= 2 2 (^ m „cosA mn /+ B* n senA mn /)sen —sen—. 

m~\ n- 1 

A partir de esta expresión y de (3) se obtiene 

(18) 


Esta serie se llama serie doble de Fourier. Supóngase que/i*, y) puede desarrollarse 
en una serie como ésta . 8 Entonces los coeficientes de Fourier B mn d ej{x, y) en (18) 
pueden determinarse de la siguiente manera. Al hacer 

(19) K m (y) = ¿ B m „sen^ 

n = 1 

(1 8 ) puede escribirse en la forma 

, “ m rrx 

./O, y) = 2 K m(y'> sen — ~ ■ 

1 

Para y fija esta es la serie senoidal de Fourier d sfix,y) considerada como una función 
de x. Por (4) de la sección 10.5 se observa que los coeficientes de este desarrollo son 

( 20 ) K m (y) = ~ f /(-v, y) sen ” 

m a J a 

o 

7 No se considerarán los problemas de convergencia y unicidad. 

H Condiciones suficientes: f, djldx, djldy, 3;/73x dy continuas en el rectángulo R bajo consideración 


') ) ) ) ) J ) )) ¡ ) J '. ¡ ■' ) J J ■' ■’ j '■ •)' :> 9 : . J J )■ ): ~.y 
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Solución, c 1 — T/p = 12.5/2.,5 = 5 [ftVs 2 ]. Además, B 

2 4 

a - " 

B. 


ECUACIONES DIFERENCÍALES PARCIALES 
0 por (22) Por (21) y (23), 


4 

4 - 2 


. r, „ rmrx n rr y , 

0.1 (4.x - ,x 2 )(2y - y 2 ) se n—— sen—dx ¿y 
u u 4 


ir' o /?7 7rjr , r~ 

= ~ j (4.v - a' 2 ) sen —— Bx J (2y 

" U J Q 4 0 


2 
n Try 


y ' ¿ ) sen-y 1 í/y. 


Al integrar por partes dos veces se obtiene para la primera integral del segundo miembro 


y para la segunda integral 


128 


16 


[1 


(-l) 7 "] = 


(~U n ] 


256 


32 


(m impar) 


(n impar). 


Para m o n pares se obtiene 0. Junto con eí factor 1/20 se tiene B m ¿ ~ 0 si m o n es par y 
256 32 0.426 050 




20m 3 n 3 7r G 


(m. n son ambas impares). 


A partir de esta expresión y de (17) se obtiene la respuesta 


u(x, y, /) = 0.426 050 2 2 

o< ii inipnrc* 


5tt 


V^ 2 


,, , mrrx ntry 

4- 4n* }/ sen—-— sen —- 
4 2 


(24) 


5>t\/5 


, - ■■ ■ - 7TJC TTy 1 5-n-Vyf 7TX 3 7TV 

= 0.426 050 ( eos —-—t sen —— sen' + rr eos--- 1 sen “ sen—— 

V 4 4 2 27 4 42 


1 5 ttVTJ 3 7xx 7 ry 

-C° s —í sen—sen y 


j 5 ttV / 45 3 ttx 37 ry 

—— eos---/ sen-—" sen——- 

729 4 42 


Para discutir esta solución, se observa que el primer término es muy similar a la forma inicial de la 
uiembrana, no tiene lineas nodales y es por mucho e! termino dominante ya que los coeficientes de los 
términos siguientes son mucho más pequeños El segundo término tiene dos lineas nodales horizontales (y 
= 2/3, 4/3), el tercer término tiene dos lineas nodales verticales (x ~ 4/3, 8/3), el cuarto tiene dos horizon¬ 
tales y dos verticales, y asi sucesivamente, 0 
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8. Usando integración por partes, comprobar los cálculos de B mn del ejemplo 2, 

9. B mn del ejemplo 2 es un producto de dos integrales. Determinar a qué funciones corres¬ 
ponden estas integrales y comprobar sus valores.. 

Serie doble de Fourier. Representar/(x, y) por una serie doble de Fourier de la forma (18), 
donde 0 < x < n, 0 <y < n„ 


10 . fU, y) 
12 . fu, y) 


1 


I si 0 < x < ir 12 

0 si 77-/2 < x < TT 


11. fu, y) = X 
13 . fu. y) = 


] si 7r/2 < jr, .y < 
0 en caso contrario 


Representar las siguientes funcionesyfx, y) (0 <x < a, 0 <y < b) por una serie doble de Fourier 
de la forma (18). 


14. f = k 

16. / = 0-125(x + y) 

18. / = xy(u - x)(,b - y) 


15. / = 0.25 xy 

17. f = U + 1 >(y + I) 

19. / = xy(a 2 — x 2 )(b 2 — y 2 ) 


Encontrar la deflexión u(x,y , t ) de la membrana cuadrada con a = ó= lyc=lsila velocidad 
inicial es cero y la deflexión inicial csj{x,y), donde 


21. fU, y) — k sen ttx sen 27ry 
23. fU, y) = k sen3jrx sen47ry 


20. ,f{x, y) — 0.1 sen trx sen iry 
22. fU, y) = O.Olxyf 1 - x)(l - y) 

24. fU, y) = k sen 2 ttx sen 2 77y 

25. (Vibraciones forzadas de una membrana) Demostrar que las vibraciones forzadas de 
una membrana están gobernadas por la ecuación 

u ít = c z V 2 ¿; + P/p 

donde P(x,y, 0 es I a fuerza externa por unidad de área que actúa normal al plano xy. 


11.9 LAPLACIANO EN COORDENADAS POLARES 


Problemas de la sección 11.8 

1. ¿Cómo cambia la frecuencia de una solución (13) si la tensión de la membrana se 
incrementa? 

2. Determinar y trazar las líneas nodales de las soluciones (13) con m — 1,2, 3, 4 y n — 1, 2, 
3, 4 en el caso a = b= 1, 

3. Repetir el problema 2 cuando a = 3 y b = 1 . 

4. Encontrar otros eigenvalores de la membrana cuadrada de lado 1 de tal modo que cuatro 
eigenfunciones diferentes correspondan a cada eigenvalor encontrado, 

5. Encontrar eigenvalores de la membrana rectangular de lados a = 2, b = 1 de tal modo que 
dos o más eigenfunciones diferentes correspondan a cada eigenvalor encontrado. 

6. Demostrar que, entre todas las membranas rectangulares con la misma áreazf = ab y la 
misma c, la membrana cuadrada es aquella para la que u H [ver (13)) tiene la frecuencia 
más baja, 

7. Encontrar un resultado similar al del problema 6 para la frecuencia de una solución (13) 
con m y i? arbitrarias pero fijas. 


En relación con los problemas con valores en la frontera para ecuaciones diferencia¬ 
les parciales, es un principio general usar coordenadas con respecto a las cuales la 
frontera de la región bajo consideración se da por fórmulas simples. En la siguiente 
sección se discutirán las membranas circulares (parches de tambor). Entonces las co¬ 
ordenadas polares comunes r y 8, definidas por 


r eos 6, 


y = r sen 8, 


resultarán apropiadas, ya que dan la frontera de la membrana mediante la ecuación 
simple r = cansí. Su uso requiere la transformación del laplaciano 


V z u 


d ¿ U 

5x 2 


Bu 

¿¡0 


de la ecuación de onda en estas nuevas coordenadas. A continuación se hace esto de 
una vez por todas. 
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Las transformaciones de expresiones diferenciales de un sistema de coordenadas 
a otro se requieren con frecuencia en la práctica y el estudiante deberá seguir la pre¬ 
sente discusión con gran atención. 

Las derivadas parciales se denotan por subíndices y u{x,y, t ) como función de r, 
0, t por la misma letra u, para simplificar. Como en la sección 11.4, se usa la regla de 
la cadena (sección 8 . 8 ), para obtener 

"x = Vx + "A- 

Al derivar otra vez con respecto a x y aplicar la regla del producto se obtiene 

(1) u xx = AfA + <"A>x 

= K>x r x + Vzx + A>A + "Ax‘ 

Ahora bien, al aplicar de nuevo la regla de la cadena se encuentra 

(u T ) x = u rT r x + u r0 e x y {u g ) x = u Br r x + u gB d x . 

Para determinar las derivadas parciales r y B x , es necesario derivar 


are tan - , 
x 


encontrándose 


1 + ( y!x) 2 


AI derivar de nuevo estas dos fórmulas se obtiene 


r - xr_ 1 x 2 y 2 


Todas estas expresiones se sustituyen en (1 )„ Suponiendo la continuidad de las deriva¬ 
das parciales primera y segunda, se tiene u rB = u Br y al simplificar, 

x 2 xy y 2 y 2 xy 

(2) "xx = ^2 U rr ~~ 2 U rB + U gg + ^3 u r + - ^4 Ll g- 


De manera similar se sigue que 

y 2 „ xy x 2 x 2 _ xy 

(3) u m = + 2 u re + ^4 u m + ^5 u r - 2 u e . 

Al sumar (2) y (3) se observa que el laplaciano de u en coordenadas polares es 

a 2 u 1 du 1 d 2 u 

(4) V 2 u = — 5 - +-- + — —~ñ ■ 

dr 2 r dr r 2 88 2 

En la siguiente sección se aplicará esta fórmula para estudiar las vibraciones de un 
parche de tambor (membrana circular). 


3' > > 3 > 3 3’ 1 y y 3 7- l 3 h ; 


3 a y 1 3 ii ■riii'i > 
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Problemas de la sección 11.9 

1. Efectuar los detalles de los cálculos que llevan de (2) a (3). 

2. Transformar (4) de nuevo a coordenadas cartesianas. 

3. Demostrar que (4) puede escribirse 


1 3 / du\ 1 d 2 u 

V 2 « = - — ( 1-) + -r r 

r dr \ dr / r 2 dd 2 


4. Si u es independiente de 0, entonces (4) se reduce a V 2 u = u rr + ujr. Deducir este resultado 
directamente del laplaciano en coordenadas cartesianas suponiendo que u es indepen¬ 
diente de 8 

5. Demostrar que la única solución de V 2 u = 0 que sólo depende de r = ^jx 2 + y 2 es u = 
a In r + b. 

6. Demostrar que u n = r" eos nB, u n = r" sen n8, n = 0, 1, • son soluciones de V 2 u = 0 con 
V 2 u dado por (4). 

7. Suponiendo que es posible la derivación término a término, demostrar que una solu¬ 
ción de la ecuación de Laplace en el disco R < I que satisface la condición en la fron¬ 
tera u(R, 8) =J{8) (f dada) es 

u{r, 8) = a 0 + 2 a n eos n8 + b n sen r¡8 

donde a n , b ñ son los coeficientes de Fourier de/(ver la sección 10.3). 

Potencial electrostático. Problemas de calor de estado estacionario. El potencial electrostático 
u satisface la ecuación de Laplace V 2 u = 0 en cualquier región libre de cargas. Además, la 
ecuación del calor u t = c 1 V 1 u (ver la sección 11.5) se reduce a la ecuación de Laplace si la 
temperatura u es independiente del tiempo t (“caso de estado estacionario”). Encontrar el 
potencial electrostático (equivalente: la distribución de la temperatura de estado estacionario) 
en el disco r < 1 que corresponde a los siguientes valores en la frontera. 

8 . u(0) = 10 eos 2 8 9. u{0) = 40 sen 3 8 

f 110 si -rr /2 < 8 < ir /2 f - 100 si - ir < 8 < 0 

10 . u(8) = f 11 . «( 0 ) = f 


■ rr /2 < 8 < tt/2 
rr/2 < 8 < 3 tt/2 


9. u(8) = 40 sen 3 0 

f — 100 si 

11. «(0) = \ 

l 100 si 


' 7T < 0 < 0 
0 < 0 < ir 


12. u(8) = 


si — 7r/2 < 6 < 7 r /2 
8 si tt/2 < 8 < 3rr/2 

~ TT < 0 < 7 T) 


3. u(8) = | 


9 si — tt/2 < 9 < 77/2 
0 si tt/2 < 9 < 3 tt/2 


14. u{9) = 9 Z (-tt < 9 < ir) 15. u{9) = |0| ( - 77 < 9 < tt) 

16. Encontrar una fórmula para el potencia! u sobre el ejex en e! problema 15. Usar los cuatro 
primeros términos de esta serie para calcular u en x = —0.75, —0.5, -0.25, 0, 0.25, 0.5, 0.75 
(dos decimales) 

17. Encontrar una fórmula para el potencial u sobre eí eje y en el problema 15. 

18. Encontrar el potencia! electrostático en el semidisco r < I, 0 < 6< n, que es igual a 
1100 ( 7 T — 6) en la semicircunferencia r — 1 y 0 sobre el segmento -1 < x < i 

19. Encontrar la temperatura de estado estacionario u de una placa semicircular delgada r< a. 
0 < 9 < 7C, si la semicircunferencia r = a se mantiene a una temperatura constante » t) y el 
segmento frontera— a <x< a se mantiene a u — 0, (Usar separación de variables.) 


m i 
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20. (Laplacíano en coordenadas cilindricas) Demostrar que el laplaciano en coordenadas 
cilindricas r, 6 , z definidas por x = r eos Q,y = r sen 8, z = z es 

„ n 1 1 

7 " = Wrr + ~ w r + — u + u„. 
r i - 

Expresar V 2 w = + « en términos de las coordenadas x*, y* dadas por 

21. x* = ax 4- ¿>, y* = cy + d 22. x* — x + y, y* = x — y 

23. x* = x 2 , y* = y 2 24, x* = 1/x. y* = 1/y 

25. x* = x eos or — 3 / sen ar, v* = x sen a ■¥ y eos a (“ rotación a través de a”) 

26. (Problema de Neumann) Demostrar que la solución del problema de Neumann V 2 « — 0 
sí r < R, u it (R, 8) ~J[8) (n la normal exterior) es 

//(/% 6) ss a q 4- 2 r n (A n eos ti0 + B n sen/ 10 ) 

71= 1 

con A arbitraria y 

A n = mlR r.-l f COS nB d0 ' B n = ^ ' ¿01 / senn0 d0 ' 


27. Demostrar que (9), sección 9 4, impone sobre j\&) de! problema 26 ¡a condición 

J f(0) de = o, 

denominada generalmente "condición de compatibilidad". 

28. (Problema de Neumann) Resolver V 2 u = 0 en la corona 1 < r < 3 si u (1, 0) = sen 6 , 
u,(3, 8) = 0. 


11.10 MEMBRANA CIRCULAR. 

USO DE LA SERIE DE FOURIER-BESSEL 

Las membranas circulares se presentan en tambores, bombas, micrófonos, teléfonos, 
etc., lo cual explica el porqué de su gran importancia en la ingeniería. Siempre que 
una membrana circular es plana y su material es elástico, pero sin ofrecer resistencia 
alguna a la flexión (¡se excluyen así las membranas metálicas delgadas!), sus vibra¬ 
ciones están gobernadas por la ecuación bidimensional de onda (3'), sección 1 1.7, que 
se escribe ahora en las coordenadas polares definidas pora: = r eos 6,y = r sen 0 en la 
forma [ver (4) en la sección anterior] 

S 2 u _ 2 / 3 z u 1 du 1 d 2 u\ 
dt 2 \3r 2 r dr + r 2 dd z ) 
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donde los puntos denotan derivadas con respecto a t y las primas denotan derivadas 
con respecto a r. Las expresiones de ambos miembros deben ser iguales a una cons¬ 
tante la cual debe ser negativa, por ejemplo, -k\ a fin de obtener soluciones que 
satisfagan la condición en la frontera sin formar una identidad con cero. Por tanto, 


c 2 G W 


~(w" + -W' 


Se obtienen así las dos ecuaciones diferenciales Unales ordinarias 


G + A 2 G = 0 


donde A — ck 


W" + -W' + k z W = 0. 
r 


La expresión (7) puede reducirse a la ecuación de Bessel (sección 5.5) si se hace 5 
kr. Entonces \lr = klsy por la regla de la cadena se obtiene 

w ^dW = dWd i ^d_W k y W " = ^ 2 - 

dr ds dr ds ds 

Al sustituir esta expresión en (7) y omitiendo el factor común k 1 se obtiene 


d 2 W t \dW 

—-S- H- T + w = 0. 

ds ¿ s ds 


Ésta es la ecuación de Bessel (1), sección 5.5, con parámetro v - 0. 


Segundo paso. Satisfacción de ia condición en la frontera 

Las soluciones de (7*) son las funciones de Bessel J 0 y Y 0 la primera y segunda clase 
(ver las secciones, 5.5, 5.7), pero Y 0 se hace infinita en 0 y no puede usarse ya que la 
deflexión de la membrana debe conservarse siempre finita. Queda entonces 


W(r) = J 0 (s) = J 0 (kr) 


(s = kr). 


Ahora en la frontera r = R se obtiene W{R) = J 0 (kR) - 0 por (2) (ya que G = 0 implica¬ 
ría u = 0). Esta condición puede satisfacerse porque J 0 tiene (una infinidad de) ceros 
positivos, s = a,, «„ • • • (ver la figura 273), con valores numéricos 

Ql = 2.4048, a 2 = 5.5201, a 3 = 8.6537, a 4 = 11.7915, a 5 = 14.9309, 


3 " 3 ', > )' ) J ..) 3 3 )• 


j J Y J ) 3, j[ ) ): ') . >. / Vi 3 i 
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Figura 273. Función de Bessel J 0 (s). 


y así sucesivamente (ver la referencia [1], apéndice 1, para tablas más extensas). Como 
puede verse, estos valores tienen un espaciamiento irregular. La ecuación (8) implica 
ahora 

' I ! _ CXyn _ 1 7 

(9) kR = a m por tanto k = k m - R , m - i, z, • - - . 

En consecuencia, las funciones 

(10) W m (r) = J 0 {k m r) = m = 1, 2, • • ■ , 

son soluciones de (7) que se hacen cero en r = R. 

Eigenfunciones y eigenvalores. Para W m en (10), una solución general de (6) corres¬ 
pondiente con A = X m = ck m es 

G m (t) = a m eos A m t + b m sen A m t. 

Por tanto las funciones 

(11) « m (r, 0 = W m (r)G m (r) = (fl m eos A m r + b m sen A m i)J 0 (k m r) 


donde m= 1,2, • • -, son soluciones de la ecuación de onda(l), las cuales satisfacen la 
condición en la frontera (2). Estas son las eigenfunciones del problema planteado y 

los eigenvalores correspondientes son \ m . . . 

A la vibración de la membrana que corresponde a u m se le llama el m-esimo 
modo normal; tiene la frecuencia \J2n ciclos por unidad de tiempo. Puesto que los 
ceros de la función de Bessel J 0 no están espaciados regularmente en el eje (en con¬ 
traste con los ceros de las funciones senoidales que aparecen en el caso de la cuerda 
vibratoria), el sonido de un tambor es totalmente diferente al de un violín. Las formas 
de los modos normales pueden obtenerse con facilidad de la figura 273 y se ilustran 
en la figura 274. Para m - 1, todos los puntos de la membrana se mueven hacia am a 
(o hacia abajo) al mismo tiempo. Para m = 2 la situación es la siguiente. La función 

W 2^ = ■ / o(9 r ) 


W3, % 15, 1/ 3? "1 "3 1 '3 -3 1 3 '!) 9 "!? 1 D ^ 1 3¡ % .) 
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m=l m = 2 m=3 

Figura 274. Modos normales de la membrana circular 
en el caso de vibraciones independientes del ángulo. 


es cero para a 2 r/R = a,, por tanto r = a^R!a r El círculo r = es, por lo tanto una 

línea nodal y cuando en algún instante la parte central de la membrana se mueve hacia 
arriba, la parte externa {r > a,A/a 2 ) se mueve hacia abajo y viceversa. La solución 
u (, % t) tiene m - 1 líneas nodales, que son círculos (figura 274). 

Tercer paso. Solución del problema completo 

Para obtener una solución que satisfaga también las condiciones iniciales (3) y (4), 
puede procederse como en el caso de la cuerda, es decir, se considera la serie 

(12) í/(r,f)= X W m {r)G m {t) = X (a m eos A m r + b m sen A m f)J r 0 

m = l "> =1 

Al hacer í = 0 y usar (3), se obtiene 

(13) i<(r, 0) = X a m J 0 (jr') = f(r). 

rri-1 V 7 

Por tanto, para que (12) satisfaga (3), las constantes a m deben ser los coeficientes de la 
serie de Fourier-Bessel (13) que representa a j{r) en términos de J Q (cc m r/R); es decir 
[ver (9) de la sección 5.9 con n = 0], 



La derivabilidad de/(r) en el intervalo 0 < r S R es suficiente para la existencia del 
desarrollo (13); ver la referencia [A9]. Los coeficientes b m de (12) pueden determi- 


1,1 No se considerarán los problemas de convergencia y unicidad 
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narse a partir de (4) en una forma similar. Para obtener valores numéricos de a m y b m 
puede aplicarse uno de los métodos comunes de integración aproximada, usando ta¬ 
blas de J y J . En ocasiones es posible evitar la integración numérica, como se ilustra 
en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 1 Vibraciones de una membrana circular 

Encontrar las vibraciones de un parche de tambor circular de 1 ñ de radio y 2 slugs/ft 2 de densidad si la 
tensión es de 8 Ib/ft, la velocidad inicial es 0 y el desplazamiento inicial es 

/(r) = 1 - r 2 [ft]. 

Solución, c- = T/p =8/2 = 4 [fp/s 1 ] Además, = 0, ya que la velocidad inicial es 0 Por (14) y el 
problema 29 de la sección 5 9, dado que R = 1, se obtiene 

2 r 1 - 4J 2 (o m ) _ 8 

° m = ./j 2 (o m ) l rt " ' 0 “ m ' ' “m 2 j 1 2 (“m) “m 3 / l’ 

donde la ultima igualdad se sigue de (3 ), sección 5.6, con v = 1, es decir, 

= — -V“m) - = Ít i l í “rr. ) 


En la tabla 9 5 de [1] se dan a„, y A partir de esto se obtiene J,(aJ - -•/„’( a„) por (2), sección 

5 .6, con v = 0, y se calculan las a ni : 


2.,40483 
5.52008 
8.65373 
11.79153 
14.93092 
18.07106 
21.21164 
24.35247 
27.49348 
30.6346! 


0..51915 
- 0 34026 
0.27145 
-0.23246 
0.20655 
-0.18773 
0.17327 
-0.16170 
0.15218 
-0.14417 


0.43176 
-0.. 12328 
0.06274 
-0.03943 
0.02767 
-0.02078 
0.01634 
-0.01328 
0.01107 
- 0.00941 


1.10801 
-0.13978 
0.04548 
- 0.02099 
0 01 164 
-0.00722 
0.00484 
-0.00343 


Por tanto 

f(r) = ) 108,/ 0 (2.4048r) - 0,140./ o (5,.5201r) + 0.045J 0 (8.,6537r) 

Se observa que los coeficientes se dccrementan con relativa lentitud La suma de los coeficientes dados 
explícitamente en la tabla es 0.99915 La suma de todos los coeficientes debería ser 1. (¿Por qué?) Así, 
por e! criterio de Leibniz del apéndice 3 ,3, la suma parcial de esos términos da la amplitud/{/") con tres 
cifras decimales de precisión 
Puesto que 

A m = ck m = ca rn !R = 2a m , 
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por ( 12 ) se obtiene la solución (con r medida en pies y / en segundos) 

= 1.108./ 0 (2.4ú48r) eos 4.8097/ - 0.140J 0 (5.520lr) eos 11.0402/ 

+ 0 045./ 0 (8.6537r) eos 17.3075/ 

En la figura 274, m = 1 da una ¡dea del movimiento del primer término de la serie obtenida, m — 2 del 
segundo término y m = 3 del tercero, por lo que el resultado obtenido puede “verse” casi tan bien como el 
de la cuerda vibratoria de la sección 11.3. ® 


Problemas de la sección 11.10 

1. ¿Cuál es la razón para usar coordenadas polares en la presente sección? 

2. Si la tensión de la membrana se incrementa, ¿de qué manera cambia la frecuencia de cada 
modo normal (11)? 

3. Un tambor pequeño debería tener un modo fundamental más alto que el de un tambor 
grande, siendo la tensión y la densidad las mismas. ¿Cómo puede concluirse esto a partir 
de las fórmulas estudiadas? 

4. Usando el valor numérico de ce,, encontrar una fórmula para la frecuencia fundamental de 
un tambor circular. 

5. Encontrar una fórmula para la tensión T necesaria para producir una nota fundamental 
deseada en un tambor circular. 

6. Determinar los valores numéricos de los radios de las lineas nodales de u 2 y i/ 3 [ver (11)] 
cuando R = 1. 

7. Trazar una figura similar a la figura 274 para iq, u 3 , u b . 

8. Repetir el problema 6 para a ( , t/ 6 . 

9. ¿Es posible que, para c y R fijas, dos o más funciones u m [ver (11)] que tienen líneas 
nodales diferentes correspondan al mismo eigenvalor? 

10. ¿Por qué es a. + a + - ° ~ 1 en el ejemplo 1? Calcular las cinco primeras sumas parciales 
de esta serie. 

11. Comprobar los cálculos de las a m en el ejemplo 1. 

12. Usando los valores del texto, comprobar que a m = (m - -J- Jnrpara m= 1, - ■ 5. 

13. Demostrar que para que (12) satisfaga (4), 


”* ca RJ, 2 {a 


- J rg(r)J 0 (a m r/R) dr 


m = 1, 2, ■ ■ 


14„ Encontrar la deflexión u(r, /) de la membrana circular de radio R " 1 si c= 1, la velocidad 
inicial es cero y la deflexión inicial es/(r) = k( I — r A ). Sugerencia. Recordar los problemas 
25-32, sección 5-9, 

!5„ Resolver el problema 14 cuando^r) — k( 1 - r 2 ), con ¡os datos restantes como antes. 


Vibraciones de una membrana circular que dependen de ry 0 

16. Demostrar que al sustituir u = F(r, d)G(t) en la ecuación de onda 


u„ — c 2 + - i/_ + -5 w /f 


) j ) J 


T "). : ,i ">, ) )[ ~) { : ')rO( 
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lleva a 

(17) G + A 2 G = 0, donde A - ck, 

(18) F„ + \F r + + k*F = 0. 

17-, Demostrar que al sustituir F — W{r)Q{6) en (18) se obtiene 

(19) Q" + n 2 Q = 0, 

(20) r 2 W" + rW' + ( k 2 r 2 - n 2 )W = 0. 

18. Demostrar que Q(B) debe ser periódica con periodo 2ny que, por lo tanto, n = 0, 1, - - ■ en 
(19) y (20). Demostrar que esto da las soluciones O n = eos n8, Q* = sen nd, 1F = J n {kr), 
n= 0, 1, • - 

19. Demostrar que la condición en la frontera 

(21) u(R, 0,r) = O 

lleva a k = = tt^JR, donde s = cc mj¡ es el m-és¡mo cero positivo de J n (s). 

20. Demostrar que las soluciones de (16) que satisfacen (21) son (figura 275) 



u 11 U 12 u 23 

Figura 275. Líneas nodales de algunas de las soluciones (22). 

21. Demostrar que la condición inicial u : (r, 0, 0) = 0 lleva a B mn = 0, B m * = 0 en (22). 

22. Demostrar que u * = 0 y u m0 es idéntica a (11) en la presente sección. 

23. Demostrar que ¡r n representa el modo fundamental de una membrana semicircular y en¬ 
contrar la frecuencia correspondiente cuando c 1 = 1 y R = 1 

11.11 ECUACIÓN DE LAPLACE. 

POTENCIAL 

Una de las ecuaciones diferenciales parciales más importantes de la física es la ecuación 
de Laplace 



')[ ')( jr'): ') J i ): T M A ; -i ,-'i j' Ai V-, j: A J J J J } A. A A ^(A 
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Aquí V~u es el laplaciano de u. En coordenadas cartesianas x, y, z en el espacio 


La teoría de las soluciones de la ecuación de Laplace se llama la teoría del potencial. 
Las soluciones de (1) que tienen segundas derivadas parciales continuas se llaman 
funciones armónicas. 

Se ha encontrado esta ecuación antes, en tres dimensiones (secciones 8,9, 9.8) así 
como en dos dimensiones (sección 11.5) y se considerará ahora en coordenadas cilin¬ 
dricas y esféricas, junto con problemas típicos con valores en la frontera. Se dirán 
antes algunas palabras acerca de su importancia al mencionar algunas de las áreas 
principales donde desempeña un papel fundamental. 


Áreas de aplicación 

La gravitación está gobernada por la ecuación de Laplace, como se explica a conti¬ 
nuación, En el ejemplo 3, sección 8.9, se vio que si una partícula^ de masa M está fija 
en un punto (X, Y, Z) y otra partícula B de masa m está en un punto ( x,y , z), entonces 
A atrae a B, siendo la fuerza gravitacional el gradiente de la función escalar 

u(,x, y, z) = - , c = GM/n = const, 

r 

r = V(x - X ) 2 + (y - Y ) 2 + (z - Z) 2 (> 0). 

Esta función de x, y, z se llama el potencial del campo gravitacional y satisface la 
ecuación de Laplace. 

La generalización al potencial y a la fuerza debida a una distribución continua de 
masa es bastante directa. Si una masa de densidad p(X , Y, Z) está distribuida en una 
región T del espacio, entonces el potencial u correspondiente en un punto (x,y, z) no 
ocupado por masa se define como 


u(x, y, z) = k J J f 


p(X, Y , Z) 


dX d Y dZ 


(k > 0 ), 


con r como está dada por la fórmula anterior. Puesto que 1/r (r > 0) es una solución de 

(1), es decir, V 2 (l/r) = 0 y p no depende de x, y, z, se obtiene 


V 2 u = k JJJP v2 (j) dXdYdZ = 0; 


es decir, el potencial gravitacional definido por (3) satisface la ecuación de Laplace 
en cualquier punto que no esté ocupado por materia. 


gí © 0 0 0 ó ■ r ■■ r ;■ c r ■ (' r c r f 


Q) r C • 0 r o o o 0 o o 
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Electrostática. La fuerza eléctrica de atracción o repulsión entre partículas cargadas 
está gobernada por la ley de Coulomb (ver la sección 8.9), cuya forma matemática es 
igual a la ley de la gravitación de Newton. A partir de este hecho se sigue qué el 
campo creado por una distribución de cargas eléctricas puede describirse matemáti¬ 
camente por una función de potencial que satisface la ecuación de Laplace en cual¬ 
quier punto no ocupado por cargas. 

El flujo de calor está gobernado por la ecuación del calor 

u t = c 2 V z «, 

que en el caso de estado estacionario (u = 0) se reduce a la ecuación de Laplace, como 
se sabe por la sección 11,5 para problemas bidimensionales, y en tres dimensiones 
esto es similar. 

Hidrodinámica. La ecuación de Laplace también aparece en relación con el flujo de 
fluidos incompresibles de estado estacionario, como se demostrará en el capítulo 17 
(donde también se verá que los problemas bidimensionales pueden resolverse por 
métodos del análisis complejo). 

El laplaciano en coordenadas cilindricas y esféricas 

En la mayoría de las aplicaciones que llevan a la ecuación de Laplace, es necesario 
resolver un problema con valores en la frontera, es decir, determinar la solución de 
(1) que satisface las condiciones en la frontera dadas sobre la superficie frontera S de 
la región T en la que se considera la ecuación. A este se le llama: 


(J) Primer problema con valores en la frontera o problema de Dirichlet 
si u se prescribe en S. 

(II) Segundo problema con valores en la frontera o problema de Neumann 
si la derivada normal u n = du/dn se prescribe en S. 

(III) Tercer problema, o problema mixto, con valores en la frontera si use 
prescribe en una porción de 5 y se prescribe en el resto de la porción 
de S. 


Entonces es necesario introducir coordenadas en el espacio tales que S esté dada por 
fórmulas simples. Para ello debe transformarse el laplaciano a otras coordenadas. Se 
trata de lo mismo en principio que para dos dimensiones en la sección 11.9. 

De hecho, para las coordenadas cilindricas r, 0, z, relacionadas con las coorde¬ 
nadas cartesianas por (ver la figura 276 en la página 147) 

(4) x = r eos 6, y = r sen 0, z = z, 

se obtiene de inmediato V 2 u sumando a (4), sección 11.9, obteniéndose 


(5) 
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(r, B, 4>) 



Figura 276. Coordenadas cilindricas. Figura 277. Coordenadas esféricas. 


De igual importancia en la práctica son las coordenadas esféricas r, 9, tp , relaciona¬ 
das con las coordenadas cartesianas por (ver la Figura 277)" 


( 6 ) 


r eos 8 sen <p. 


r sen 8 sen tp-. 


r eos tp. 


El laplaciano de una función u en coordenadas esféricas es 


(7) 


V 2 « 


d 2 u 2 du 


dr ¿ 


+ 


r dr 


1 0 z u cot ó du 

T 2 Ihp’ + ~ ~ + 


i 


d 2 u 


r 2 dcf> r 2 sen z <p d9 ¿ 


Esta expresión también puede escribirse 


(7') V 2 « 


1 


“31 

(3.2 SlJ \ 

Jr ' 

K dr) 


1 


sen (p 


du 

dep 


d u 

2 aa2 


sen 2 tp d6 ¿ 


Esta fórmula puede deducirse de una manera similar a la de la sección 11.9; los deta¬ 
lles se dejan como ejercicio al estudiante. 

En la sección siguiente se demuestra que la separación de variables en coordena¬ 
das esféricas lleva a la ecuación de Legendre, la cual se discutió en la sección 5.3. 


Problemas de la sección 11.11 

1. Comprobar que u = c/r satisface la ecuación de Laplace en coordenadas esféricas 

2. Dem ostrar que l a única solución de la ecuación de Laplace que sólo depende de 
r = fx 2 + y 2 + z 2 es u = c/r + k; aquí c y k son constantes. 

3. Determinar c y k en el problema 2 de modo que u represente el potencial electrostático 
entre dos esferas concéntricas de radios r t — 2 cm y r 2 — 4 cm mantenidas en los potencia¬ 
les U s = 110 volts y U J = 70 volts, respectivamente. 

4. Demostrar que la única solución de la ecuación bidimensional de Laplace que sólo depen¬ 
de de r = jx 2 + y 2 es u = c ln r + k. 


La ecuación (6) se usa en cálculo elemental y generaliza la conocida notación para coordenadas pola- 

res Desafortunadamente, en algunos libros se usan 0 y (p intercambiadas, una extensión de la notación jiyj- 

x = r eos ó, y -- r sen 0 (usada en algunos países europeos) fjyf 

ül 
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5. 


6 . 


Encontrar el potencial electrostático entre dos cilindros coaxiales de radios r, = 2 cm y r 2 
= 4 cm mantenidos en los potenciales U,= 110 volts y U 2 = 70 volts, respectivamente. 
Trazar y comparar las lineas equipotenciales en los problemas 3 y 5. Comentar. 

Al sustituir u(r), r como en el problema 2, en u a + «+ u_ = 0, comprobar que u" + 2u'l 
r - 0, en concordancia con (7). 

Deducir (7) a partir de V 2 u en coordenadas cartesianas. 

Comprobar (5) transformando V 2 u de nuevo a coordenadas cartesianas. 


Demostrar que las siguientes funciones u =J[x, y) satisfacen la ecuación de Laplace y trazar 
algunas de las líneas equipotenciales u — const 


10. x 2 - y 2 
14. (x + l)(y 


1) 


11. x 3 
15. (x 2 


3xy 2 


y 2 )/(x 2 + y 2 ) 


12. x/(x 2 + y 2 ) 
2\2 


17 


1S 


19. 


20 . 


21 . 


9. xy 

13. y/(x 2 + y 2 ) 

Encontrar la distribución de temperatura de estado estacionario (independiente del tiempo): 
16, Entre dos placas paralelas x=x 0 y x=x, mantenidas a las temperaturas ir. y u 1 , respectivamente. 
Entre dos cilindros circulares coaxiales de radios r 0 y r % mantenidos a las temperaturas 
y u v respectivamente. 

Entre dos esferas concéntricas de radios r 0 y r, mantenidas a las temperaturas u 0 y 
respectivamente. 

Si las superficie de la bola r 2 = x 2 + y 2 + z 1 < R 2 se mantiene a temperatura cero y la 
temperatura inicial de la bola es J[r), demostrar que la temperatura u{r, l) de la bola es 
la solución de u= c 2 ( u rr + -pu r ), la cual satisface las condiciones u(R, t) = 0, u(r, 0) =_/(')- 
Demostrar que haciendo v = ru, las fórmulas del problema 19 asumen la forma v, ~ dv rr , 
v(R, I) = 0, v(r, 0) = rj[r). Incluir la condición v(0, 0 = 0 (la cual se cumple porque u debe 
estar acotada en r = 0) y resolver el problema resultante por separación de variables. 
(Ecuación de Helmholtz) Demostrar que la sustitución de u = U(x,y, z)e"“”' = ) en 

la ecuación tridimensional de onda u n = c 2 V 2 u da como resultado la llamada ecuación 
tridimensional de Helmholtz (ver también la sección 11.8) 

V-U + k 2 U = 0, k = rule. 

22. Sean r, 8, <p coordenadas esféricas Si u(r, 6, tp) satisface V 2 u = 0, demostrar que v{r , 0, <¡i) 
= r~'u{r', 6, tp) satisface V 2 v = 0. 

Si u(r, 0) satisface u = 0, demostrar que v(r, 0) = u(r~\ 0) satisface V 2 v = 0. (r y 0 son 
coordenadas polares.) 

Resolver el problema con valores en la frontera V 2 u = 0 (0 <x < Jqy > 0), u(0,y) = 0, u(7t,y) 
= 0, u(x, 0) = 1, |u(x, y)| acotado. (Usar separación de variables.) 

25. Es posible demostrar que la solución del problema 24 puede escribirse en la forma u = (2/rr) 
are tan (sen x/senhy). Comprobar directamente que esta u satisface todas las condiciones 
del problema 24. 

11.12 LAPLACIANO EN COORDENADAS ESFÉRICAS. 

ECUACIÓN DE LEGENDRE 

Se considera ahora un problema tipico con valores en la frontera que incluye la ecuación 
de Laplace en coordenadas esféricas. Suponer que una esfera 5 de radio R se mantiene 
en una distribución fija de potencial eléctrico 


23. 


24. 


( 1 ) 


u(R, 0, tp) = f(4>) 


3 .3 3 3 3 3 3 


>. > 3 


j. >. 


3- 3 3' 3 13 


,y¡ > 


ó 3: 


•ir 3. 


\ % 333 3 '3 3 3 3 


a 


o 
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donde r, 6, <¡i son las coordenadas esféricas definidas en la sección anterior, con el 
origen en el centro de S, y donde es una función dada. (En la figura 278 de la 
página 689 se ilustra un ejemplo especial.) Quiere encontrarse el potencia! u en todos 
los puntos del espacio, el cual se supone libre de otras cargas. Puesto que el potencial 
en S es independiente de 9, también lo es el potencia! en el espacio. Por lo tanto, 
d IdQ ™ 0 en (7) de la sección anterior, por lo que la ecuación de Laplace se reduce a 


o 3/.A I 3 ( du 

— I + -- —- ( sen <b — 

dr/ sen (f> d<p \ dtp 


Además, en el infinito el potencia] será cero; es decir, debe tenerse 
(3) lím «(/', (p) = 0. 

r—>co 

Así, debe resolverse el problema con valores en la frontera para (2) con la condición 
en la frontera (1) y condición en el infinito (3). Al sustituir 

"O". <M = C(r)H{tj>) 


en (2) y dividiendo la ecuación resultante entre la función GH, se obtiene 

i £ 2 dG\ _ _ i d ( dH\ 

G dr \ dr) ]-¡ sen tf> d/> \^ sen J 


y se tienen ias variables separadas. Por el razonamiento usual, los dos miembros de 
esta ecuación deben ser iguales a una constante, por ejemplo, k, de tal modo que 


Id/ dH 

r “77 sen <p- 

sen cp dtp \ dtp 


+ kH = 0 


La última ecuación puede escribirse (/ J Gj'= kG o 

r z G" + 2rG' - kG = 0. 

Esta es una ecuación de Euler-Cauchy. Por la sección 2.6 se sabe que tiene soluciones 
G = > M . Estas tendrán una forma particularmente simple si se cambia la notación y se 
escribe n(n + 1) en lugar de k. Entonces 


r 2 G" + 2 rG' - n(n + 1)G = 0 


donde n sigue siendo arbitraria. Al sustituir G = r a en (5) se tiene 
[“(“ - 1) + 2 a - n{n + l)]r“ = 0. 
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Los ceros de la expresión entre corchetes son a = n y or= -n— 1 „ Por tanto, se obtienen 
las soluciones 

(6) G n (r) = r» y G*(r) = ^ . 

Transformación de la ecuación (4). Al hacer eos tp = w, se obtiene sen 2 < p= 1 - w 2 y 

d d dw d 

dj> ~ 77p = ~ sen ^ 

Por consiguiente, (4) con k = n(n + 1) asume la forma 

(7) 4- (I - iv 2 ) 4^ + n(n + 1 )H = 0. 

dw [_ dw J 

Esta es la ecuación de Legendre (ver la sección 5.3), que desarrollada queda 



Solución usando una serie de Fourier-Legendre 

Para el entero 12 n = 0, 1, ■ ■ los polinomios de Legendre 

H = P n (w) = P n (eos tp), n = 0, 1, • • , 

son soluciones de la ecuación de Legendre (7). Se obtienen así las dos sucesiones de 
soluciones siguientes u - GH de la ecuación de Laplace (2): 

(8*) u n (r, tp) = A n r n P n (cos tp), u*{r , tp) = ^+T P^ 005 & 

donde n — 0, 1, ■ • ■, y y B n son constantes. 

Solución del problema interior. Esto significa una solución de (2) dentro de la esfe¬ 
ra y que satisfaga (1). Para ello se considera la serle 13 



12 Hasta este punto, n era arbitraria ya que k también lo era Puede demostrarse que la restricción de n a 
enteros es necesaria para hacer continua la solución de (7), junto con su derivada de primer orden, en 
el intervalo — I < w < 1 o 0 < ¡f> < k 

11 No se considerará la convergencia., Puede demostrarse que si yf{4>) son continuas por secciones en 
el intervalo 0 ¿ $< 7r, la serie (8) con coeficientes (10) puede derivarse dos veces término a término con 
respecto a r y con respecto a $ y que la serie resultante converge y representa a ¿Fu/dr 2 y ¿Pu/dqP* 
respectivamente En consecuencia, ¡a serie (8) con coeficientes (10) es la solución del problema plan¬ 
teado en el interior de la esfera., 
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Solución. La condición en la frontera dada es (recuérdese la figura 277 de la sección I I.11) 

rllO si 0 S >¡> < 7r/2 

fW = 1 

l 0 SI 77-/2 < <f> % TT-. 


Puesto que R — 1, por (10) se obtiene 

2 n + I 


rllO Si 0 á 4> < nll 

iw = i 

l 0 SI 77-/2 < <f> %. ir.. 

;e obtiene 

+ ] -rrl 2 

i n = j— * 1 lo J ^(cos 0) sen0 t/0. 


Se hace iv = eos 0., Entonces P n (cos 0) sen 0 d(¡>~ —P n (w) d\v y se integra de I a 0., El signo menos si 
elimina integrando de 0 a 1.. Entonces por (11) de la sección 53, 

A„ = 55(2» + 1) 2 .~ . 2 . fdw 

m -0 2 n m\{n - m)!(n - 2/n)í J Q 

donde M - w/2 para « par y M=(n- 1 )/2 para impar. La integral es igual a \f(n - 2m + 1) Por tanto. 


, 55(2» + I) " (2n - 2m)¡ 

(13) 2" m ^ 0 ( m!(n - m)\(n - 2m + 1)1 

Al tomar n - 0 se obtiene A (l ~ 55 (ya que 0! — 1)., Para n — 1,2, 3, se obtiene 


165 

2! 

165 

A i-—' 

0! 1 !2! “ 

2 ’ 

275 

( 4! 

2! ' 

A 2 - 4 

\0!2!3! 

1 !1 !1!, 

a 

( 6! 

41 ' 

^3 - 8 

\0!3!4! 

1 !2!2! y 


y así sucesivamente. Por tanto el potencial (8) dentro de la esfera es (ya que P 0 ~ 1) 

u(r, rp) — 55 + rPjícos <fr) — r 3 /* 3 (cos 0) + " " " 

2 8 

con P v P y dadas por {II')» sección 5.3, Puesto que R = I, por (10) y (12) de la presente sección se 
observa que B — A y por (11) se obtiene el potencial fuera de la esfera 

«(/% (p) = ” + Ojíeos 4>) ~~ P 3 (cos <f>) + 

Es posible ahora usar sumas parciales de estas series para calcular los valores aproximados del potencial. 
Además, resulta interesante observar que lejos de la esfera el potencial es aproximadamente el de una 
carga puntual, a saber, 55/r. (Comparar este resultado con el ejemplo 3 de la sección 8 9) H 


Problemas de la sección 11.12 

1. Comprobar por sustitución que « n (r, 0) y u*{r\ 0), n = 0, 1,2 en (8*) son soluciones de (2), 

2. Encontrar las superficies en las que las funciones w,, « 3 son cero. 

3. Trazar las funciones P n {eos 0) para n = 0, 1,2 [ver (11*), sección 5.3 j 

4. Trazar las funciones P 3 (cos 0) y P,(cos 0). 


Oí -A 
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Sean /*, 0, (p las coordenadas esféricas usadas en el texto Encontrar el potencial en el interior de 

ia esfera R = I, suponiendo que no hay cargas en el interior y que el potencial en la superficie 

es /{$), donde 

c. - i 0 /(</.) = eos th 7. f(d>) = eos 2ó 

8. /(</>) = 1 - eos 2 <l> 9 /(c/»> = eos 3 <!> 

10. /(</>) = eos jr/) + 3 eos <l> 

11. = 10 eos 3 < l> - 3 eos 2 cl> - 5 eos c¡> - 1 

12. Demostrar que en el problema 5 el potencial exterior de la esfera es el mismo que el de 
una carga puntual en e! origen 

13. Trazar las intersecciones de las superficies equipotenciales del problema 6 con e! piano xz 

14. Encontrar el potencial exterior de la esfera de los problemas 5-11. 

15. Deducir los valores de A t) , A r A y del ejemplo 1 a partir de (1 3) 

16. En el ejemplo I, trazar la suma de los tres términos dados explícitamente para t = I y ver 
qué tan buena aproximación de la función frontera dada es esta suma 

17. Encontrar la temperatura de una esfera homogénea de radio 1 si su semiesfera frontera 
inferior se mantiene a 0 °C y la superior a 20 °C 

18. Demostrar que P' n ^(x) - P' n _ ,(x) = (2/7+ 1) Pfx). (Usare! problema 8, sección 5.3 ) 

19. Demostrar que í 0 l P n {x) cLx = [P t _ ,(0) - P n ^(0)]/{2n + 1) (Usar el problema 1 8 y el 
problema 12, sección 5 3 ) Usando esta igualdad, comprobar A v A v del ejemplo 1 y 
calcular A s 

20. (Ecuaciones de la línea de transmisión) Considérese un cable largo o un alambre telefó¬ 
nico (figura 279) cuyo aislamiento no es perfecto, de ta! modo que ocurren fugas a lo 
largo de todo el cable. La fuente 5 de la corriente i(x, /) de¡ cable está en x = 0, el extremo 
receptor T está en a* = / La corriente fluye de 5 a T, a través de la carga, y regresa a tierra 
Sean las constantes R , L,C y G que denotan la resistencia, la inductancia, la capacitancia 
a tierra y la conductancia a tierra, respectivamente, del cable por unidad de longitud. 
Demostrar que 


= Ri + L - 


(Primera ecuación de la línea de transmisión) 


donde u(x, i ) es el potencia! del cable Sugerencia Aplicar la ley de las tensiones de 
K irchhoff a una porción pequeña del cable entre x y x + Ax (diferencia de los potenciales 
en x y x + Ax = caída resistiva + caída inductiva) 

21. Demostrar que para el cable del problema 20, 


— — — Gu + C ~— (Segunda ecuación de la línea de transmisión) 

dx di 

Sugerencia Usar la ley de las corrientes de K irchhoff (diferencia de las corrientes en x y 
x + Ax = pérdida debida a las fugas a tierra + pérdida capacitiva) 


x = 0 x = l 

Figura 279. Línea de transmisión. 
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22. Demostrar que ia eliminación de / o y de las ecuaciones de la linea de transmisión ileva a 

"*r = LCu tt + (RC + GL)u t + RGu , 

- LO.. + (RC + GC)¡ t + RGi. 

23. (Ecuaciones del telégrafo) Para un cable submarino, G es despreciable y las frecuencias 
son bajas Demostrar que esto lleva a las llamadas ecuaciones del cable submarino o 
ecuaciones del telégrafo 

"x* = *C/i tf i xx = RCi t 

24. Encontrar el potencia! de un cable submarino con extremos (i = 0yj = /) conectados a 
tierra y distribución de! voltaje inicial U (t = comí 

25. (Ecuaciones de la línea de alta frecuencia) Demostrar que en el caso de corrientes alter¬ 
nas de frecuencias altas las ecuaciones del problema 22 pueden aproximarse por las Ma¬ 
madas ecuaciones de línea de alta frecuencia 

u xx ~~ LCu lv ¡ xx = LCi tr 

Resolver la primera, suponiendo que el potencial inicial es U 0 sen (ttx/í), u t (x, 0) — 0 y u = 

0 en los extremos jc = 0 y x-l para toda t„ 

11.13 SOLUCIÓN POR TRANSFORMADAS DE LAPLACE 

Los lectores familiarizados con e! capítulo 6 quizás se pregunten sí las transformadas 
de Lapíace pueden usarse también para resolver ecuaciones diferenciales parciales . 
La respuesta es sí, en particular si una de las variables independientes varía sobre el 
eje positivo. Los pasos para llegar a la solución son similares a los del capítulo 6, Para 
una ecuación en dos variables se procede como sigue. 

1. Se toma la transformada de Laplace con respecto a una de las dos variables, por lo 
general Se obtiene así una ecuación diferencial ordinaria para ia transformada 
de la función desconocida. Esto es así porque las derivadas de esta función con 
respecto a la otra variable pasan a la ecuación transformada. Esta última también 
incorpora las condiciones en la frontera e iniciales dadas, 

2. Ai resolver ia ecuación diferencial ordinaria se obtiene la transformada de la fun¬ 
ción desconocida. 

3. Al tomar la transformada inversa se obtiene ta solución de! problema dado 

Si los coeficientes de la ecuación dada no dependen de r, el uso de transformadas 
de Lapíace simplificará el problema. 

El método se explica en términos de dos ejemplos típicos. 


EJEMPLO 1 Una ecuación de primer orden 
Resolver el problema 


dw dw 

—_ + x __ _ 0, w/(.r, 0) = 0, >v(0, /) = t 


Se escribe w porque u se necesita para denotar la función escalón unitario (sección 6.3).. 
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Solución. Se loma la transformada de Laplace de (1) con respecto a t. Por (1) de la sección 6.2, 

(2) X { aj} + - w ( x ' = 0 

Aquí w(x, 0) - 0. En el primer termino se supone que es posible intercambiar la integración y la deriva- 


(3) 


co co 

X ■[—1 = f e~ st — dt = — f e~ st w(x, I) dt = — X{w(x, /)>. 

T&rJ 1 flx 9x1 9x 


Escribiendo w(x, s) = i£(w(x, r)), por (2) se obtiene 

9W 


dx 


+ xsW = 0. 


Esta expresión puede considerarse como una ecuación diferencia! ordinaria con x como la variable inde¬ 
pendiente, ya que en la ecuación no están presentes derivadas con respecto á s La solución general es 

í 'sx i f2 


W(x, í) = c(y)e 

Puesto que X{t) — l/.r, por la condición w(0, /) == / se obtiene W( 0, s) - 1/¿ J , es decir, 


(Sección 1.7). 


W(0, s) = c(s) = l/jr 2 . 


Por tanto 


W(x, s) — —2 e 


- sx 2 ¡2 


Ahora {l/ ; s’} = i, de donde por el segundo teorema de traslación (sección 6.3) con a —x 2 /2 se obtiene 


(4) 


w(x, t) 


('-?) 


u(t ~ |x 2 ) 


0 si / < x 2 /2 
t - ^x 2 si t > x 2 /2. 


Dado que se procedió formalmente, es necesario comprobar que (4) satisface (1). Esto se deja aí estu¬ 
diante. ® 

EJEMPLO 2 Cuerda semiinfinita 

Encontrar el desplazamiento w(x, t) de una cuerda elástica sujeta a las siguientes condiciones. 

(/) La cuerda inicialmente está en reposo sobre el eje x de x = 0 a <*=> (“cuerda semiinfinita "). 

( a ) En el tiempo / > 0 el extremo izquierdo de la cuerda se mueve de una manera dada (figura 280) 


w(0, t) = f(t) 


sen t 
0 


si 0 á t £ 2 tt 
en caso contrario 



Figura 280. Movimiento de! extremo izquierdo de la cuerda 
del ejemplo 2 como una función del tiempo t 


;1¡ 

’m 
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(i i i) Además 

lím >v(x, 0 = 0 para / § 0. 

x—*co 

Desde luego, no hay cuerdas infinitas, pero el modelo planteado describe una cuerda o soga larga (de peso 
despreciable) con su extremo derecho fijo a gran distancia sobre el eje*. (De nueva cuenta se escribe w 
porque u se necesita para denotar la función escalón unitario.) 

Solución. Es necesario resolver la ecuación de onda (sección 11.2) 

(5) 


d 2 W _ 2 a 2 W 

a/ 2 ~ c 9x 2 


para x y t positivas, sujeta a las “condiciones en la frontera” 

(6) w(0, t) = /(r), lim u'(x, r) = 0 

x—*co 

con/como se dio arriba, y las condiciones iniciales 

(7) n>(.x, 0) = 0, 


(/ S 0) 


( 8 ) 


dw 

dt 


= 0. 


I t=o 


Se toma la transformada de Laplace con respecto a /, Por (2) de la sección 6.2 

dw 




{$}- 


,s z ^{w} - iH'(r, 0) 


dt 


— c 2 !£ 


faM 

1 dX 2 } ' 


Dos términos se cancelan, por (7) y (8) En el segundo miembro se supone que la integración y la deriva¬ 
ción pueden intercambiarse: 


f d 2 y 


a 


, d ¿ w d 

i dt ~ - 

dx 2 d.. 


A! escribir H\x, s) = £{w{x, /)} se obtiene 

, d 2 W 
dx 2 “ 


f £»- St >i7(.X, /) dt ~ ~~~~ñ í£{w(jt, /)}- 
[x ¿ dx £ 


¿? 2 W s 2 

¿) . ,v 2 í 5 


Puesto que esta ecuación contiene una sola derivada con respecto a x, puede considerarse como una 
ecuación diferencia! ordinaria para W(x,s) considerada como una función dex Una solución genera) es 

( 9 ) W(x, s) - A{s)e sxlc + B{s)e~ 5Xlc * 

Por (6) se obtiene, escribiendo F(.s) = ££{A0). 

W(0. s) = íe{w(0. /)} = £{/(/)} = FU) 

y, suponiendo que el orden de integración con respecto a / y tomando el limite cuando x 00 pueden 
intercambiarse, 

co co 

lím W(.v, s) = lím í e~ a iv(x. t) dt - f e~ a lím n'(x. 0 dt - 0. 

x-*ca X—OO *n ”0 X—♦£» 


jm 


y. >• ) i :>■ 3 J) 


> i 


i :■ j j ) 3 > 


"■) :v 3 > ..)■ 
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Figura 281. Onda en movimiento del ejemplo 2. 


Esto implica que AU) = 0 en (9) ya que c > 0, por lo que para toda s positiva fija la función e“ r se 
incrementa cuando x lo hace. Obsérvese que es posible suponer que s > 0 ya que una transformada de 
Laplace por lo general existe para lodo r mayor que alguna y fija (sección 6.2). Se tiene por tanto 


de donde (9) queda 


W(0, .s) = BU) = FU). 


WU. s) = FU)e- sxlc . 


Por el segundo teorema de traslación (sección 6 3) con a = x/c se obtiene la transformada inversa 


(Figura 281), 


»'(.r. /) = sen ( / 


■ < / < - + 2tt o ct > x > (r — 27r)c 


y cero en caso contrario Esta es una sola onda senoidal que se desplaza hacia la derecha con una rapidez 
c Obsérvese que un punto x se mantiene en reposo hasta t = x/c. el tiempo necesario para llegar a esax si 
se empieza en / = 0 (inicio del movimiento de! extremo izquierdo) y se desplaza con una rapidez c. El 
resultado concuerda con la intuición física. Puesto que se procedió formalmente, debe comprobarse que 
(10) satisface las condiciones dadas Esto se deja al estudiante B 


Problemas de la sección 11.13 

1. Trazar una figura similar a la figura 281 si c = 1 y/es “triangular” como en el ejemplo 1, 
sección 11.3, con k = L/2 = 1 „ 

2. ¿De qué manera la rapidez de la onda del ejemplo 2 depende de la tensión y de la masa de 
la cuerda? 

3. Comprobar la solución del ejemplo 2.. ¿Qué onda en movimiento se obtiene en el ejemplo 
2 si se impone un movimiento senoidal (que no termina) del extremo Izquierdo a partir de 
1 = 0 ? 


Resolver por transformadas de Laplace: 


. du . du 

4. --1- 2x — = 2x. u(x. 0) = 1, u(0, t) = 1 

dx BI 

_ du du 

5. x - -P — = xi. u{x, 0) = 0 si x s¡ 0. i/(0, ;; = 0 si / g 0. 

ox ai 

6. Resolver el problema 5 por otro método. 


%.> ('■: íT (3 f'i (3 (?■:; <3 O Ó ; Ó' O O Q C P- €■ « O O F & & Q @ O 6C 
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Encontrar la temperatura w(x, í) de una barra semiinfinita con aislamiento lateral que se extien¬ 
de de x = 0 a lo largo del eje a- hasta =», suponiendo que la temperatura inicial es 0, w(x, t) —» 0 
cuando x -» ~ para toda t> 0 fija y w(0, i) =J[t). Proceder de la siguiente manera. 

7. Establecer el modelo y demostrar que la transformada de Laplace lleva a 


sW(x, s) 


W = ¡£{w), 


W(x, s ) = FU)e-' /}xlc , 


F = <£{/}. 


8 . Aplicando el teorema de convoluclón en el problema 7, demostrar que 




T — 3/¿ e ~ x*/4c-T 


9. Sea w(0, /) —J{i) — u{t) (sección 63). Denotar las w, Wy F correspondientes por w () , W {) y 
F 0 . Demostrar que entonces en el problema 8, 


M '° U ’ ,) = FV^Í T~ 312 *-^ ¿T - > - erf 


con la función error como se definió en los problemas de la sección 11.6. 

10. (Fórmula de Duhamel 14 ) Demostrar que en el problema 9 

VF n (x, s) = - <?~ vW 

u s 

y por el teorema de convolución se obtiene la fórmula de Duhamel 

W(X, I) = f fu - r) dT - 
o dT 

11.14 SOLUCIÓN POR TRANSFORMADAS DE FOURIER 

Las ecuaciones diferenciales parciales también pueden resolverse con otros métodos 
operacionales. En esta sección se explica lo anterior para las transformadas de Fourier. 
De hecho, si se cuenta con datos iniciales o en la frontera sobre el semieje positivo, 
entonces las transformadas cosenoldales o senoidales de Fourier (sección 10.10) pue¬ 
den ser apropiadas, y si se cuenta con datos sobre el eje completo, pueden usarse 
transformadas de Fourier (sección 10.11). Se discuten estos métodos en términos de 
aplicaciones típicas. 


14 JEAN MARIE CONSTANT DUHAMEL, (1797-1 872), matemático francés 
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EJEMPLO 1 Un problema de calor sobre el eje x 

Encontrar la temperatura u(x, I) de una barra homogénea de sección transversal constante con aislamiento 
lateral que se extiende dex = -~ a ~, para el tiempo I > 0 , suponiendo que la temperatura m.cial dada es 


u(x, 0 ) = fM 


(-O0 < X < CO), 


y que para toda t > 0 la solución y su derivada con respecto a x satisfacen 
( 2 ) u(x, f) —* 0 , u x (x, 0 ^ 0 


cuando [xj —+ co. 


Como caso particular, encontrar u(x, i) cuando 


f(x) = U 0 = const si |x| < 1 


f(x) = 0 si |jc| > 1 . 


Solución- Tiene que resolverse la ecuación del calor 


sujeta a las condiciones (I), (2). La estrategia es tomar la transformada de Fourier con respecto a x y 
después resolver la ecuación diferencial ordinaria en / resultante. Los detalles son los siguientes. 

Sea que i =S-(u) que denota la transformada de Fourier de u, considerada como una función de x. 
Por (10) de la sección 10.11 se observa que (4) da como resultado 

5F(ii t ) = c 2 3 ; (u II ) = c 2 ( - w 2 )SHu) = -c 2 w 2 u. 

En el primer miembro, suponiendo que puede intercambiarse el orden de la diferenciación y la integra¬ 
ción, 


S Hu t ) = ■ 


ue~ xwx dx = 


Puesto que esta ecuación sólo incluye una derivada con respecto a i pero ninguna con respecto a w. se trata 
de una ecuación diferencial ordinaria de primer orden con / como variable independiente y con w como 
parámetro Por separación de variables (sección 1 2) se obtiene la solución general 

ü(i v, /) = 

con la -‘constante" arbitraria C(iv) dependiendo de! parámetro u>. La condición inicial (I) da u (ir, 0) = 
C(h-) = /(w) = SF(/) 'El resultado intermedio es 


Por la fórmula de inversión (7), sección 10 11, ahora se obtiene la solución 


uU ' n = hw) 


e -c z u>H e iwx d W s 


En esta expresión puede incluirse ia transformada de Fourier 


oo 


> > t !/ y y t yy '> j > >. y y u y t ^ 3 ^ 
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Suponiendo que es posible invertir el orden de la integración, se obtiene 

«J co _ 

«U, l) = Y f no) f e -M e Uwx-,m) dw du 

77 —CO L _ 03 

Por la fórmula de Euler (3), sección 10. II, el integrando de la integral interior es igual a 

e ~C~U)H cos ( wx __ wy) 4. ¡ e ~c 2 w z t sen {— svy). 

Con esto se demuestra que su parte imaginaria es una función impar de w, por lo que la integral' 5 de esta 
parte es 0, y la parte real es par, por lo que su integral es el doble de la integral de 0 a «>: 

^ °o r 00 -1 

u(.x, /) = — J f(u) j~ e~ c2uj2t cos (w'jr — h>ü) dw J do. 

Este resultado concuerda con (9), sección 116, y lleva a las fórmulas adicionales (!!) y (13) de la 
sección 11.6. ® 

EJEMPLO 2 Problema del ejemplo 1 resuelto por el método de convolución 
Resolver el problema de calor de! ejemplo 1 por el método de convolución- 
Solución. Se empieza como antes y se llega a (5), es decir, 

( 5 ) u(x, 0 = ^== f fiw)e- cVí e iwz dw. 

Ahora se introduce la idea crucial. Esta expresión se identifica como de la forma (13) de la sección 10.11, 
es decir, 

co 

(6) u(x, i) = (/» £)(x) = J f(w)g(w)e xwx dw 


(7) £(»') = ^ 

Puesto que, por la definición de convolución [(II), sección 10 II], 

CO 

( 8 ) (/*g)(x) = J /(p)g(x - p) dp. 

— CO 

Como siguiente y ultimo paso debe determinarse la transformada inversa de Fourier g de g. Para ello 
puede usarse la fórmula 9 de la tabla H 1 de la sección 10.12 (la cual se estableció en el ejemplo 2 de la 
sección 10 , 11 ), 

3^-““) = -4= e~ w ^ a 
V 2 a 

con una a adecuada Con c 2 t — l/4o o a — 1/4 c't, al aplicar (7) se obtiene 

&(e~* L l* e ’ t ) = VÍ T 2 ! (-“ = VÜ 2 / VTir g{w). 


15 En realidad, la parte principal de la integral; ver la sección 15 3 
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES 


Se ha visto que estas ecuaciones tienen varias aplicaciones básicas en la ingenie¬ 
ría. Por esta razón son tema de muchos proyectos de investigación en marcha. 

Los métodos numéricos para ecuaciones diferenciales parciales se tratan en 
las secciones 20.4-20.7, que son independientes de las demás secciones de la parte E 
sobre métodos numéricos. 

En la parte siguiente (parte D, capítulos 12-17) se pasa nuevamente a un área de 
naturaleza diferente, el análisis complejo, que también es de suma importancia para 
el ingeniero, como mostrarán los ejemplos y problemas presentados. 




Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 11 

1. ¿Por cuál ley física se obtuvo la ecuación unidimensional de onda? 

2. ¿Qué condiciones se tuvieron en el problema de la cuerda vibratoria? 

3. ¿Qué son las eigenfunciones y sus frecuencias de la cuerda vibratoria? 

4. ¿Cómo se obtuvo la solución de D’Aiembert en el problema de la cuerda vibratoria? 

5. ¿Por qué se discutieron las soluciones en series de Fourier de la ecuación de onda, si la 
solución de D’Alembert se obtuvo mucho más rápido? 

6. ¿Qué forma tiene la ecuación del calor y qué condición adicional se consideró en los 
problemas de calor? 

7. ¿Qué es el principio de superposición y a qué ecuaciones se aplican? 

¿Qué son las ecuaciones elíptica, parabólica e hiperbólica? Citar un ejemplo de cada una 
de ellas. 

9. ¿Qué son las eigenfunciones de una membrana cuadrática? ¿Qué sabe e! lector acerca de 
sus frecuencias? 

10» ¿Qué son las eigenfunciones de una membrana circular? ¿De qué manera las frecuencias 
de estas funciones difieren en principio de las de la cuerda vibratoria? 

11. En la separación de la ecuación de onda se obtuvieron únicamente funciones trigo¬ 
nométricas, en tanto que en la separación de la ecuación del calor se obtuvieron también 
funciones exponenciales. ¿Cuál fue la razón? 

12. Algunas de las ecuaciones diferenciales parciales más simples pueden resolverse por mé¬ 
todos para ecuaciones diferenciales ordinarias. Explicar; citar ejemplos, 

13. ¿Por qué aparecen las funciones de Legendre y de Bessel en este capitulo? ¿En qué parte 
de este libro aparecieron por primera vez estas funciones? 

14. ¿Qué es la función error y con relación a qué se presentó? 

15. ¿Por qué fue posible usar series de Fourier, aun cuando las funciones de interés físico no 
eran periódicas, en general? 

16. ¿Cuántas condiciones iniciales pueden darse en el caso de la ecuación de onda? ¿En e! 
caso de la ecuación del calor? 

17„ Comprobar que u = x* — 6x 1 y l +/yu = sen * senh y son soluciones de la ecuación de 
Laplace., 

18. Comprobar que u — (x 2 —y 2 )/^ 2 -^yr) 1 y u — 2xy/(x 2 +y 2 ) 2 son soluciones de la ecuación de 
Laplace. 

19. ¿Por qué razones se presentó la integral de Fourier en este capítulo? 

20. En el capítulo ó, la ecuación subsidiaria era una ecuación algebraica . ¿Por qué se obtiene 
una ecuación diferencial ordinaria a! resolver una ecuación diferencial parcial por un 
método de transformadas (un método operacionaí)? 


(W 
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Resolver: 

21. u yy + 16 u = 0 22. + u y + x + y + \ = 0 

23 . u xx + "i ~ 2,1 = 10 24 . + u = 0 , u( 0 , y) = f(y), 

» x ( 0 , y) = g(y) 

25 . u yy + U ,J ~ 0 , u(x, 0 ) = /(*), u y (x, 0 ) = g(x) 

26. Encontrar todas las soluciones u(x,y) = F(x)G(y) de la ecuación de Laplace de dos variables. 
Usando las transformaciones indicadas, resolver las ecuaciones siguientes. 


27. 

"xy = 

«XX 

(o 

= y . 

z = 

X 

+ 

y) 



28. 

T“xy = 

= 4- 

XX 

«X 

(o = 

1 y 

, z 

= 

xy) 


29. 

u xx - 

2 “xy 

+ 

u yy = 

= 0 

(o 


y, 

z = 

x + y) 

30. 

«XX = 

u vv 

{O 

- y 

+ X, 

z 


y 

- x) 


31. 

U yy + 

"xy - 

- 2u IX = 

= 0 

{o 

- 

X 

_|_ y f 

z = 2y - x) 

32. 

«XX + 

2 «xy 

+ 

“yy ~ 

° 0 

(O 

== 

X, 

z — 

x - y) 

33. 

2«xx + 

■ 5 «X1 

f 4- 

2u vy 

= 0 

{V 

= 

2x - 

■ y, z = 2y - x) 


Encontrar el movimiento de la cuerda vibratoria de longitud ny c 2 = T/p - 1 empezando con 
velocidad inicial 0 y deflexión 

34. /(.r) = sen i - ¿ sen 2x 35. f(x) = -0.1 sen 3x 

36. /(x) = rr/2 - |x - w!2\ 37. /(x) = sen 3 x 

38. /(x) = x si 0 < x < ir! 3, f(x) = (rr - x)/2 si rr/3 < x < tt 

Encontrar la temperatura u(x, t) de una barra de longitud L = ny c = 1 que está aislada perfec¬ 

tamente, también en los extremosx = 0 yx = n, si la temperatura inicial u(x, 0) =J[x) es 

39. /(x) — k = consí 40. f(x) = senx 

41. /(x) = eos 2 x 42. /(x) = 1 - x/rr 

Encontrar la distribución de temperatura en una barra delgada de cobre (c 2 = Klap =1.158 cm 2 /s) 
con aislamiento lateral, de 50 cm de largo y de sección transversal constante cuyos puntos 
extremos en x = 0 y x = 50 se mantienen a 0 °C y cuya temperatura inicial es 

43. /(x) = sen (itx/50) 44. f(x) = 100 sen (irx/25) 

45. f(x) = sen 3 (itx/IO) 46. /(x) = x(50 — x) 

47. /(x) = x si 0 < x < 25, f{x) = 50 - x si 25 < x < 50 

Recuérdese por la sección i 1.5 para condiciones en la frontera adiabáticas la temperatura u(x, t) 
en una barra de longitud L con aislamiento lateral es 

. , , , 4 ^ , nwx f /'cmr\ 2 

u(x, t) = A 0 + 2 j A n cos ~j~~ e xp - J 1 ■ 

Suponiendo que L = ny c- 1, encontrar a partir de esta expresión la solución que satisface la 
condición inicia] 

48. f(x) = 30x 2 49. f(x) = 95 cos 2x 

50. /(x) = 4x . si 0 < x < rr/2, f(x) = 4 ( 7 r - x) si n¡2 < x < ir 

51. Suponer que las caras de la placa delgada dada por 0 < x íá 7 r, 0 <y <¡.tc están aisladas 
perfectamente, las aristas se mantienen a temperatura cero y la temperatura inicial es 


% 4 4 : 4 D r 4 4 4 4 : 4 i! ' 4 4 4 4 4 4 4 4 4 .4 4 4 4 4 
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i/(.x, y, 0) J\ jt, y) Aplicando e! método de separación de variables a la ecuación 
bidimensiona! del calor u t = c 2 V ; w, demostrar que la temperatura de la placa es 


"(*. y* o = 2 2 Bn 


sen mx sen ny e~ 


f Í ^ Sen mx SCn ny c ^' 


52. Encontrar la temperatura de la placa del problema 51 s\J{x,y) - x{n~ x)y(K~y), 

Demostrar que las siguientes membranas de área 1 con c 2 = 1 tienen las frecuencias del modo 
fundamental que se da (4 cifras decimales)» Comparar 

53. Círculo: ajljn - 0.6784 

54. Cuadrado: l/Jl =0.7071 

55. Cuadrante de un círculo: cc n ¡4 fiz — 0.7244(a. l2 = 5.13562 = primer cero positivo de JJ 

56. Semicírculo: 3.832/= 0.7644 

57. Rectángulo (lados 1:2): JETS =0.7906 

58. Encontrar la deflexión u(x, y, í) de la membrana cuadrada correspondiente a 0 <jr < 1,0 < 
y< 1 con c — 1, deflexión inicial J{x, y) — kx{ 1 — x 2 )y( I — v 3 ) y velocidad inicial cero. 

59. Encontrar el potencial electrostático entre dos esferas concéntricas de radios 2 cm y 10 cm 
mantenidas en potenciales de 110 volts y 0 volts, respectivamente. 

60. Resolver x 2 u rr + 2 xyu^ +y*u = 0 haciendo v = y/x, z = y, 


Resumen del capítulo 11 
Ecuaciones diferenciales parciales 


En tanto que las ecuaciones diferenciales ordinarias (capítulos 1-6) aparecen como 
modelos de problemas más simples en los que interviene una sola variable inde¬ 
pendiente, los problemas que incluyen dos o más variables independientes (varia¬ 
bles espaciales o el tiempo ty una o varias variables espaciales) llevan a ecuaciones 
diferenciales parciales . En consecuencia, difícilmente puede sobreestimarse ía 
importancia de estas ecuaciones para el ingeniero y el físico. 

Este capitulo trató principalmente de las ecuaciones diferenciales parciales 
más importantes de la física y la ingeniería, a saber: 


(1) U a = c 2 u xx 


(2) u u = c 2 (u xx + u yy ) 


(3) u t = c 2 u x 


Ecuación unidimensional de onda 

(Secciones 11.2- 11.4) 
Ecuación bidimensional de onda 

(Secciones 11.7- 11.10) 
Ecuación unidimensional del calor 

(Secciones 11.5 - 11.6) 
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resumen del CAPÍTULO 11 


(4) V 2 « — u xx + u — 0 Ecuación bidimensional de Laplace 

(Secciones 11.5—119) 

(5) V 2 u — u xx + u + u zz = 0 Ecuación tridimensional de Laplace 

(Secciones 11.11 — 11.12) 


(1) y (2) son hiperbólicas, (3) es parabólica, (4) y (5) son elípticas. (Ver ios 
problemas de lá sección 11.4.) 

En la práctica, el interés se centra en obtener la solución de una de estas 
ecuaciones en una región dada que satisface condiciones adicionales dadas, 
como condiciones iniciales (condiciones en el tiempo i — 0) o condiciones en 
la frontera (valores prescritos de la solución u o alguna de sus derivadas en la 
superficie frontera S, o en la curva frontera C, de la región) o ambas. Para (1) y 

(2) se prescriben dos condiciones iniciales (desplazamiento inicial y velocidad 
inicial). Para (3) se prescribe la distribución de temperatura inicial. Para (4) y 
(5) se prescribe una condición en la frontera y al problema resultante se le 1 ¡ama 
(ver la sección 11.5) 

problema de Dirichlet si u se prescribe en S, 

problema de Neumann si u n = du/dn se prescribe en S, 

problema mixto si u se prescribe en una parte de 5 1 y it se prescribe en el 

resto. 

Un método general para resolver estos problemas es el método de separa¬ 
ción de variables o método del producto, en el que se suponen soluciones en 
la forma de productos de funciones, cada una de las cuales depende de una sola 
variable. En consecuencia, la ecuación (1) se resuelve haciendo (sección 11.3) 

u (x, t) = FMGU); 

se procede de manera similar para (3) en la sección 1 1.5. Por sustitución en la 
ecuación dada se obtienen ecuaciones diferenciales ordinarias para F y G, y a 
partir de éstas se obtiene una infinidad de soluciones F = F n y G = G n tales que 
las funciones correspondientes 

u n (.x, I) = F (x)G (t) 


son soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales que satisfacen las con¬ 
diciones en la frontera dadas. Estas son las eigenfunciones del problema y los 
eigenvalores correspondientes determinan la frecuencia de la vibración (o la 
rapidez del descenso de la temperatura en el caso de la ecuación del calor, etc.). 
Para satisfacer también la condición (o condiciones) inicial(es), deben conside¬ 
rarse series infinitas de las « n , cuyos coeficientes resultan ser los coeficientes de 
Fourier de las funciones/y g que representan las condiciones iniciales dadas 
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Capítulo 12 Números complejos. Funciones analíticas complejas 
Capítulo 13 Integración compleja 

Capítulo 14 Series de potencias, serles de Taylor, series de Laurent 
Capítulo 15 Integración por el método de residuos 
Capítulo 16 Mapeo conforme 

Capítulo 17 Análisis complejo aplicado a la teoría del potencial 

Muchos problemas de ingeniería pueden tratarse y resolverse por medio de métodos 
que implican números y funciones complejos. Hablando en términos generales, estos 
problemas pueden subdividirse en dos grandes clases. La primera consiste en “pro¬ 
blemas elementales”, para los que basta un conocimiento de los números complejos. 
Por ejemplo, muchas aplicaciones relacionadas con los circuitos eléctricos o sistemas 
mecánicos vibrantes son de este tipo. 

La segunda clase consiste en problemas más avanzados para los cuales es nece¬ 
sario conocer la teoría de funciones analíticas complejas (conocida con el nombre 
abreviado de “teoría de funciones complejas” o “análisis complejo”), así como sus 
métodos poderosos y elegantes. A esta clase pertenecen algunos problemas intere¬ 
santes de conducción del calor, dinámica de fluidos y electrostática. 

Los próximos seis puntos (del 12 al 17) se dedican al análisis complejo y sus 
aplicaciones. Se verá que la importancia de las funciones analíticas complejas en las 
matemáticas aplicadas a ia ingeniería está formada por las tres raíces siguientes. 

1. Las partes real e imaginaria de una función analítica son soluciones de la ecuación 
de Laplace en dos variables independíenles En consecuencia, los problemas 
bldimensionales del potencial pueden tratarse mediante métodos desarrollados 
para las funciones analíticas 
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2. Muchas integrales reales y complejas complicadas que aparecen en aplicaciones 
se pueden evaluar poi los métodos de la integración compleja 

3. Casi todas las funciones de orden superior en las matemáticas aplicadas a la inge¬ 
rí ¿¿r ¡a son junciones analíticas, y su esiudio para valores complejos de la variable 
independiente conduce a un conocimiento mucho más profundo y detallado de sus 
propiedades 
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Capítulo 


Números compiejos „ 
Funciones analíticas 
complejas 

Los números complejos y el plano complejo se estudian en las secciones de la 
12.1 ala 12.3 El análisis complejo aborda el estudio de las funciones analíticas 
complejas según se define en la sección 12.4 En la sección 12.5 se explica una 
verificación de la analiticidad con base en las ecuaciones de Cauchy-Riemann, 
cuya importancia es fundamental y está relacionadas con la ecuación de Laplace. 
En las secciones restantes del capítulo 12 se estudian las funciones complejas 
elementales más importantes (función exponencial, funciones trigonométricas, 
etc.), que generalizan funciones reales ya conocidas del cálculo. En la sección 
12.9 se estudian mapeos definidos portales funciones. (En los capítulos 16y 17 
se extiende este análisis y se presentan aplicaciones a problemas de potencial.) 

Prerrequisitos para este capitulo: Cálculo elemental. 

Referencias: Apéndice I, parte D. 

Respuestas a los problemas Apéndice 2. 


12. 1 NÚMEROS COMPLEJOS. EL PLANO COMPLEJO 

En e! estudio de las matemáticas, pronto se observó que existen ecuaciones que no se 
satisfacen con ningún número real , como x 2 ~ -1 o x 2 - lOx + 40 = 0, lo cua) condujo 
a la introducción de los números complejos,, 1 


‘El primereen usarlos números complejos para este íln fue el matemático italiano GI ROL AMO CARDANO 
(1501-1576), quien descubrió la fórmula para resolver las ecuaciones cúbicas La expresión «número 
complejo» fue introducida por el gran matemático alemán CARL. FRIEDRICH GAUSS (ver nota de 
pie de página I ! en la sección 5 4, página 259), quien también allanó el camino para el uso general 
de los números complejos 
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NUMEROS COMPLEJOS FUNCIONES ANALÍTICAS COMPLEJAS 


Por definición, un número complejo z es un par ordenado (x, y) de números 
reales x y y, escrito como 

c = (x, y) 

x se denomina parte real y y se denomina parte imaginaria de z, lo cual se denota 
por 

x = Re z, y = Im z. 

Por definición, dos números complejos son iguales si y sólo si sus partes reales 
son iguales y sus partes imaginarias son iguales. 

(0, 1) se denomina unidad imaginaria y se denota por 

( 1 ) 1 ' = (Q. !)• 

La adición y multiplicación de números complejos se define entonces de modo que 
el sistema de números complejos “extienda” a! sistema de números reales. La adición 
de z, = (x,,y,) y z, = (x 2 ,jO se define como 2 

(2*) z t + z 2 = (Xj, Vj) + (x,, y 2 ) = (x, + x 2 , y 1 + y 2 ) 

y la multiplicación se define como 

(3*) z x z 2 = (x v y x )U 2 , y 2 ) = (X|X 2 - y x y 2 , x x y 2 + x 2 y x ). 


Entonces íJfSp; 

(x., 0) + (x„, 0) = (x, + x 2 , 0), 

(X r 0)(X 2 , 0) = (XjX 2 , 0), 

como se tiene para los números reales x, y x 2 Por tanto, los números complejos ex- 
tienden a los reales, como se quería, y entonces es posible escribir Sí||- 

x = (x, 0). |¡| 

Con base en (1) y (3') para cualquier número real y, se tiene que ;!í|§| 

101 

iy = (0, 1)(y, 0) = (0, y). fgf® 

Como z = (x, y) = (x, 0) + (0, y) por (2’), se tiene entonces que ||Í| 

'til 

(4) Z = x + iy. ÉS§ 


)■ ) ) 


3 Los estudiantes familiarizados con vectores observan que esta es la adición vectorial , mientras que esta 
multiplicación no tiene análogo en el álgebra vectorial usual 
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Si x = 0, entonces z = iy y se denomina imaginario puro. También, con (1) y (3") se 
obtiene 



debido a que / 2 = ii = (0, 1)(0, 1) - (—1,0)-1. 

La notación (4) para números complejos se utiliza exclusivamente en la práctica. 3 
Para la adición se obtiene [ver (2')] 


(2) (Xj + iy x ) + (x 2 + iy 2 ) = (Xj + x 2 ) + i(y 1 + y 2 ). 

Para la multiplicación se obtiene la siguiente receta sencilla. Cada término se multi¬ 
plica por cada término y se aplica P = -1 cuando sea necesario [ver (3')] 

(Xj + íy 1 )(x 2 + iy z ) = x x x 2 + ix x y 2 + iy x x 2 + i 2 y x y 2 

W/ 

= (x x x 2 - y x y 2 ) + i(x iy2 + x 2 yj). 

Lo anterior concuerda con (3‘). 


EJEMPLO 1 Parte real, parte imaginaria, suma y producto de números complejos 
Sean z = 8 + 3r y z, = 9 - 2; Entonces Re z, = 8, Im z, = 3, Re z, = 9, Im z, = -2 y 
Zj + z 2 = (8 + 3/) + (9 - 2i) = 17 + /, 

ZjZ 2 = (8 + 3/)(9 - 2/) = 72 + 6 + /(— 16 + 27) = 78 + lli. H 

La sustracción y la división se definen como las operaciones inversas de la adición 
y la multiplicación. Así, la diferencia z = z 1 — z 2 es el número complejo z para el que 
x = z + z r Así, por (2) se tiene que 

(6) Zj. - z 2 = Uj ~ x 2 ) + i(y x - y 2 ) 

El cociente z = z /z (z 2 0) es el número complejo z para el que z ¡ = zz r Después del 

ejemplo se demostrará que 



x 


x l x 2 + )TT2 
x 2 2 + y 2 z 


y 


x zyi - x i- v 2 

Y- 2 y 2 

x 2 ~ v 2 


La regla práctica para obtener lo anterior es multiplicar el numerador y el denomina¬ 
dor de z/Zj por x, - iy 2 y simplificar: 

Xj + iy x (xj + iy¡)(x 2 - iy 2 ) _ x 1 x 2 + y x y 2 ^ , t 2 3T - x x y 2 
(7) Z = x 2 + iy 2 = (x 2 + iy 2 )(x 2 - iy 2 ) ~ x 2 2 + y 2 2 ' x 2 2 + y 2 2 


■* Los ingenieros en electrónica suelen usar j a fin de reservar el uso de i para designar la corriente. 





r- ('-■ r. r r r r 


r í 


r r c 


<■. r r r • c 


Í . c r Cg0r f 

NUMEROS COMPLEJOS. FUNCIONES ANALITICAS COMPLEJAS 'ijlli 'V * " 


EJEMPLO 2 Diferencia y cociente de números complejos 
Para z t = 8 + 3/ y r, - 9 — 2/ se obtiene 

(8 + 3í) - (9 - 2/) = ~ I + 5i 


fi 


4 2 

8 + 3/ = (8 4- 30(9 + 2Q 

9 — 2/ (9 — 2/)(9 + 2/) 


66 + 43/ 


31+4 

Comprobar ia división por multiplicación a fin de obtener 8 + 3/. 


66 43 

85 + 85 ' 


tíaVSüí r ‘y ■ 

Jjj 

í‘ JjT 

B ' 

'í-'jVjT'v, r - 
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Demostración de (7'). Se tiene z, = x, + jy ( - = (a-, + iy)(x 2 + /> 2 ). Por la definición 

de igualdad, las partes reales e imaginarias de ambos miembros deben ser ¡guales: 

i. 


y 2 y 


Mm 

y 1 y¿x + X23 '- 

Este es un sistema lineal de dos ecuaciones en las incógnitas x y y, Bajo la hipótesis de 
que z 2 & 0 (por lo que x 2 1 + y 2 z & 0), la solución única (7*) se obtiene por eliminación, i 


Las propiedades de la adición y de la multiplicación son las mismas que para los 


'H&M? 


números reales , de las cuales se concluyen (aquí, —z = -x~iy) 

•+* Z-2 ~ Z.2 + 

^1^2 ~ ^2^1 


'•l 


(■Ci “H Zn) 4* Zp 


Z j 4- (Z 2 4- Zo) 


( 8 ) 


(Zlí 2 )Z 3 = ZifcZg) 

zyz 2 + z 3 ) 


1^2 Zi*z 


{L eyes conm ni a t ivas) 

{Leyes asociativas ) 
{Ley distributiva) 


1 1 
* y i ’ ’ 

'Sfñfcst: 


0 + ¿ = z + 0 = 
+ ( — z) = ( — z) + 
z ■ 1 = Z 


El plano complejo 


*' 4 
m 


9sr@ 

iyyy, 

”Sb 


Lo anterior fue álgebra. A continuación se presenta la geometría: la representación 7 ®fe 

... '' II' 


geométrica de los números complejos en e! plano, lo que es de gran importancia prácti¬ 
ca. La idea es bastante simple y natural: se eligen dos ejes de coordenadas perpendicu¬ 
lares, el eje horizontal x, denominado eje real, y el eje vertical y, denominado eje ima¬ 
ginario. Sobre ambos ejes se toma ia misma unidad de longitud (figura 282). Lo ante¬ 
rior se denomina sistema de coordenadas cartesianas. 4 A continuación se gráfica un 
número complejo dadoz = (x, y) = x + iy como el punto P de coordenadas x,jp„ El plano 


íifi: 


, ,V : 


Véase la nota de pie de página 3 en la sección 8.i. 




Figura 282. El plano complejo. 


Figura 283, El número 4 - 3/ 
en el plano complejo. 


xy en que los números complejos se representan de esta manera se denomina plano 
complejo. 5 En la figura 283 se muestra un ejemplo. 

En lugar de decir “el punto representado por z en el plano complejo”, se dice 
breve y sencillamente “ el punto z en el plano complejo Con lo anterior no habrá 
malentendidos. 

Ahora ya es posible visualizar la adición y la sustracción como se ¡lustra en las 
figuras 284 y 285. 

Números complejos conjugados. El conjugado complejo z de un número complejo 

Z = x + iy se define como z = x — iy 

y se obtiene geométricamente reflejando el punto z en el eje real. En la figura 2S6 se 
ilustra lo anterior para z = 5 + 2; y su conjugado z = 5 - 2/. 

Los conjugados son de utilidad porque zz = x 2 + y 1 es real, una propiedad ya 
aplicada en la división anterior (paraz en vez de z). Además, la adición y la sustrac- 




Figura 284. Adición de números 
complejos. 


Figura 285. Sustracción de números 
complejos 


’ Algunas veces se denomina diagrama de Argand, en honor del matemático francés JEAN ROBERT 
ARGAND (1 768-1822), nacido en Ginebra y que posteriormente se convirtió en bibliotecario en París 
Su publicación sobre el plano complejo apareció en 1 806, nueve años después de una memoria seme¬ 
jante del académico noruego CAS PAR WESSEIL, (1745-1818), quien fue investigador de la Academia 
Danesa de Ciencias 
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I 3 + 4/ (2 — 3/) 2 7 

10. Re --: 11. Im —- r 12. Re 1 -- ~r~ 13. Im = 

J + i 7 — / 2 + 3/ z 

14. (0.3 + 0.4/) 4 15. Re z 2 > (Re z) 2 16. Im z 3 , (Im z) 3 17. (1 + /) 8 

18. Demostrar que z es imaginario puro si y sólo si z — —z. 

19. Comprobar las fórmulas en (10) paraz, — 3 1 — 34/ y z 2 — 2 — 5/. 

20. Sí el producto de dos números complejos es cero, demostrar que por lo menos uno de los 
factores debe ser cero. 


12.2 FORMA POLAR DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS. 

POTENCIAS Y RAÍCES 

La utilidad del plano complejo puede incrementarse sustancialmente, obteniéndose 
así un conocimiento más detallado y profundo de la naturaleza de los números com¬ 
plejos, si además de usar las coordenadas xy también se usan las coordenadas polares r, 6 
usuales definidas como 

( 1 ) x = r eos 6, y = r sen 8, 

Entonces, z = x + ¡y asume la denominada forma polar 

(2) z = r(cos 8 + i sen 8). 

r se denomina valor absoluto o módulo de z y se denota por |z|. Así, 

(3) |z| = r = Vx 2 + y 2 = Vzl. 

Geométricamente, |z| es la distancia del punto z al origen (figura 287). De manera 
semejante, \z t - z 2 \ es la distancia entre z, y z, (figura 288). 

9 se denomina argumento de z y se denota por arg z. Entonces (figura 289), 


8 — arg z = are tan 


(z # 0) 


Eje 

imaginario 




Figura 287. Plano complejo, forma 
polar de un número complejo. 


Figura 288. Distancia entre dos 
puntos en el plano complejo. 
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Geométricamente, 0es el ángulo dirigido desde el eje x positivo hacia OP en la figura 
287 Aquí, como en cálculo, tocios los ángulos se miden en radianes y son positivos st 
se describen en sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj 

Para z = 0, el ángulo 6 no está definido (¿por qué?). Para z A 0 dado, está determinado 
solo hasta múltiplos enteros de 2 tí. El vaíoi de G que está en el iní.ei'valo — ñ < G < jz se 
denomina valor principal del argumento de z (=F 0) y se denota por Arg z. Así, por defini¬ 
ción G~ Arg z satisface 




Arg 


EJEMPLO 1 Forma polar de los números complejos. Valor principal 
Sea 2 = 1 +/ (figura 289). Entonces 

z - V2 ^cos ~ + i sen . jz| = V2, arg z = ~ 




2/í TT 


( n = 0. !, 




El valor principal del argumento es Argz = tc/A Otros valores son -InJA, 9 7 r/ 4 , etc. 


EJEMPLO 2 Forma polar de ¡os números complejos. Valor principal 


Sea z - 3 + 3^3 / Entonces z - 6 (eos y + 1 s ‘ n y) , el valor absoluto de z es ¡r| = 6 y el valor principal de 
arg z es Arg z = 7© 3 g 

I 

/ Precaución! Al aplicar (4) es necesario fijarse en el cuadrante en que está z porque 


el periodo de tan 0 es k, para que los argumentos de z y de —z tengan la misma tangen- ’J - 
te. Ejemplo-, para 0, = arg (1 + i) y 0, = arg (-1 - /) se tiene tan 9 = tan 0 = 1 ííiSSKüí: 


1 r 


Desigualdad del triángulo 
Para dos números complejos cualesquiera se tiene la importante desigualdad del 
triángulo © 


(5) 


T~ Zn 


+ *9 


(Figura 290) 


«f. 


que se usará con bastante frecuencia. Esta desigualdad se concluye al observar que los |fpt' 
tres puntos 0, z ¡ y z ( + z, son los vértices de un triángulo (figura 290) de lados |zj, |z,| pgj| 
y |z, + z,|, y que ninguno puede ser mayor que la suma de los otros dos lados. En el 


problema 39 se pide al lector demostrar formalmente lo anterior. 


íjjfc» 

#¡p 


ty 

y 


> 1 + i 


©|; . 


21 + 22 






m 


Figura 289. Ejemplo 1. 


Figura 290. Desigualdad del triángulo 6 . 


■f 


El triángulo degenera si z ( y z, están sobre la misma recta que pasa por el origen, 


.-.Wí;. 

M 

* 

m 
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EJEMPLO 3 Desigualdad del triángulo 

Si z, = I + / y z 2 = —2 + 3/, entonces (¡trazar la figura!) 


© + © = |-1 + 4i| = Vn = 4.123 < V2 + VÍ3 = 5j 


020 . 


Desigualdad del triángulo generalizada. Por inducción, a partir de (5) se obtiene 
que para cualquier suma 


( 6 ) 


l*i + *2 + • • • + *J = Gil + I© + ■■•• + |z„l; 


es decir, el valor absoluto dé una suma no puede ser mayor que la suma de los 
valores absolutos de los sumandos. 


Multiplicación y división en forma polar 


A continuación será posible adquirir un conocimiento más profundo y detallado de la 
multiplicación y división de números complejos. 


z l — ©eos © + ‘ sen© y z 2 = ©eos 0 2 + ‘ sen 0 2 ). 
Multiplicación. Por (3), sección 12.1, en principio el producto es 
* 1*2 = rj©(cos © c °s 0 2 ~~ sen © sen © + '(sen d x eos 0 2 + eos 0 X sen 0,)]. 


Las reglas de la adición para el seno y el coseno [(6) en el apéndice 3.1] ahora condu¬ 
cen a 


(7) 


*1*2 = 'Wcos + © + ' sen(0j + 0 2 )]. 


Al tomar valores absolutos y argumentos en ambos miembros de (7) se obtienen las 
reglas importantes 


(8) 

y 

(9) 


l*i* 2 l = l*illz 2 l 


(hasta múltiplos de 2tc). 


arg (z 1 z 2 ) = arg z t + arg z 2 

División. El cociente z = zjz 2 es el número z que satisface zz 2 = z ¡, Por tanto, jzz 2 ¡ = |z| 
l z .l = l z |l , arg (zz 2 ) = arg z + arg z, = arg z r Lo anterior conduce a 


( 10 ) 


(Z 


0) 


y 

di) 


arg — = arg z x — arg z 2 (hasta múltiplos de 2k), 
*2 
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sámente n distintos valores de w. Cada uno de estos valores se denomina raízn-ésima 
de z y se escribe 

(14) w = ^y~ z . 

Entonces, este símbolo tiene múltiples valores ; a saber, n valores, en contraste con los 
convencionalismos usuales adoptados en cálculo real. Los n valores de "/z pueden 
obtenerse fácilmente como sigue. En términos de las formas polares de z y 

w = R(cos <¡> + i sen <¡>), 

la ecuación w" = z se vuelve 

M ,n _ /?n( cos n( p + ¡ sen n<¿>) = z = r (eos 6 + i sen 0). 

Igualando los valores absolutos de ambos miembros se obtiene 
R n = r, así R = <Tr 

en donde la raíz es real y positiva, por lo que está determinada de manera única. Al 
igualar los argumentos se obtiene 


ntj) = B + 2krr , 


6 2kw 


en donde k es un entero. Para k 0, 1 . , , n ~ 1 se obtienen n distintos valores de w. 

Con enteros adicionales de k se obtienen valores ya obtenidos. Por ejemplo, con k = n 
se obtiene 2knln = 2 k , por tanto la w correspondiente a k = 0, etc. En consecuencia, 
njz , para z A 0, tiene los n valores distintos 


,n/~ ,n/- ( 8 + 2kir . 6 + 2krr 

Vz = Vr eos-h i sen- 


en donde k = 0, 1 .... ,rt~ 1. Estos n valores están en una circunferencia de radio "Jr 
con centro en el origen, y constituyen los vértices de un polígono regular de n lados. 

El valor de "Jz que se obtiene tomando el valor principal de arg z y k = 0 en (15) 
se denomina valor principal dew= n Jz . 


EJEMPLO 6 Raíz cuadrada 


A partir de (I 5) se concluye que w = Jz tiene los dos valores 


, r ( B o 

vr eos - + i sen - 

\ 2 2 , 


(16b) w 2 = \fr j^cos + 7r ^ + í sen + jr^ j = - u.j 

que son simétricos con respecto ai origen. Por ejemplo, la raiz cuadrada de Ai tiene los valores 

Va¡ = ±2 ^cos - + i sen = ±(V2 + /V2), 


:r s» '-:3 r í) -D :: i>) - 3 ií) : i 
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Con boitr en (16) es posible obtener la fórmula mucho más práctica 

(17) Vz = S [ (U| + .r) + (sign yí/Vidd - x)] 

en donde sign y = 1 si y > 0 , sign y = -1 si y < 0 . y todas las raíces cuadradas de números positivos se 
consideran con e¡ signo posiiivo Lo anterior se concluye a partir de {i ó) si se aplican ias identidades 
trigonométricas 

eos ¿0 = V^O + eos 0), sen ¿0 = V^O - eos 0 ), 
se multiplican por Jr, 

Vr eos j>0 * "\/¿(r + r eos 0), Vr sen ¿0 = V^Cr — r eos 0), 

se usa r eos Q-x, y finalmente el signo de Im Jz se elige de modo que sign [(Re Jz )(!m Jz)~ sign y 
(¿por qué?), ñ 

EJEMPLO 7 Ecuación cuadrática compleja 
Resolver z 2 - (5 + i)z + 8 + / = 0. 

Solución ., 

z = |(5 + /) ± V{(5 + o 2 - 8 - / = ¿(5 + o ± V -2 + fí 
= ¿(5 + 0 ± [V¿<f + (-2)) + ,V-J(f - (-2))] 


La circunferencia de radio 1 y centro en 0 (que aparece en el siguiente ejemplo y 
más tarde) se denomina circunferencia unitaria., 


EJEMPLO 8 Raíz n—ésima de la unidad,, Circunferencia unitaria 

Resolver la ecuación z" = 1. 

Solución. A partir de (15) se obtiene 

J1/7 2klT . 2/c 77- 

(18) v 1 = eos- + / sen — , 


k = 0 , 1 , 


Si ít> denota el valor correspondiente a k = 1, entonces los « valores de # !/T pueden escribirse como 1, cú, 
Cü V , 6 J"" 1 . Estos valores son los vértices de un polígono regular de n lados inscrito en la circunferencia 
unitaria (circunferencia de radio 1 con centro en 0), con uno de sus vértices en el punto I. Cada uno de 
estos n valores se denomina raíz n-ésima de la unidad Por ejemplo, 1JT = I, -y Ay féi (figura 291) 
y ifí - 1, /, -1, — / (figura 292) En Ja figura 293 se muestra \J[ . 



i 291. Ví . 
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38. Comprobai la desigualdad del triángulo para r, = 4 + 5 i, z ¡ = -2 + 15/. 

39. Demostrar la desigualdad del triángulo 

40. (Igualdad de pa rale logra m o) Demostrar que Ir, + zf + ¡r, - tr 2 | 2 = 2(13, 1 + z 2 | 2 ). Esta 
expresión se denomina igualdad del paralelogramo ¿Puede el lector darse cuenta t 
por qué? 


12.3 CURVAS Y REGIONES EN EL PLANO COMPLEJO 

En esta sección se consideratán algunas curvas y regiones importantes, así como algu¬ 
nos conceptos relacionados con éstas, que serán usados con frecuencia. Lo anterior 
también será de ayuda para familiarizarse aún más con el plano complejo. 

Circunferencias y discos. La distancia entre dos puntos r y a es |z — a\ Por tanto, una 
circunferencia C de radio p y centro en a (figura 294) puede definirse como 


En particular, la circunferencia unitaria; es decir, la circunferencia de radio 1 y 
centro en el origen a = 0, es 


Además, la desigualdad 


a\ < p 


mím 

111 
Bmíi 
ía ; ; S'-sí 

b'A'éi 

f¡ -T-és|| 
B mI 

N&S 

¡fallí 

«BSfSlll 

¡P'Ji 

■9 

p8¡ 

ISlll 

MS 


(Figura 295). 


se cumple para todo punto z dentro de C; es decir, (2) representa el interior de C. esta 
región se denomina disco circular o, más precisamente, disco circular abierto, en 
contraste con el disco circular cenado 

k - "I § p. 

el cual consta del interior de C y la propia C El disco circular abierto (2) se denomina 
también vecindad del punto a Resulta evidente que a tiene una infinidad de tales 


ragSsaaaí 
u'lr‘f 

r&;i 

feijp 
lililí 
ifüliMl 




Figura 294. Circunferencia 
en el plano complejo. 


Figura 295. Circunferencia 
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Figura 296. Corona en el plano complejo. 

vecindades, cada una de las cuales corresponde a un cierto valor de p (> 0), y o es un 
punto de cada una de tales vecindades. 8 
De manera semejante, la desigualdad 

k - a| > P 

representa el exterior del círculo C. Además, la región entre dos círculos concéntricos 
de radios p, y p 2 (> p t ) puede definirse como 

(3) Pj < |z — a\ < p 2 , 

en donde a es el centro de ios círculos. Tal región se denomina anillo circular abierto 
o corona abierta (figura 296). 

EJEMPLO 1 Disco circular 

Determinar ia región en el plano complejo definida por |z - 3 + rj < 4. 

Solución. La desigualdad es válida precisamente para todos ios z cuya distancia a a — 3 — i no es mayor 
que 4. Por tanto, se trata de un disco circular cerrado de radio 4 con centro en 3 - i. I 

EJEMPO 2 Círculo unitario y disco unitario 
Determinar cada una de las siguientes regiones. 

(a) L| < I. (b) |j| a I, (c) |z| > 1 

Solución. 

(a) E! interior del circulo unitario. A éste se le conoce como disco unitario abierto 

(b) El circulo unitario y su interior A éste se le conoce como disco unitario cerrado 

(c) El exterior del circulo unitario,, 

Semiplanos. Por semiplano superior (abierto) se entiende el conjunto de todos ¡os 
puntos z = x + ¡y tales que y > 0. De manera semejante, la condición y < 0 define el 
semiplano Inferior , x > 0 define el semiplano derecho y x < 0 define el semiplano 
izquierdo. 


* En términos más generales, cuaiquier conjunto que contiene un disco abierto (2) también se denomina 
vecindad de a . Para distinguir, un disco (2) sueie denominarse vecindad circular abierta de a 


X 3 333 3,3, 3 3 3 3, : D 3 3, 0 3 j j j ) ) ) k 3 0 3 3<; 
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Conceptos relacionados con conjuntos en el plano complejo 

Por último, a continuación se enumeran brevemente algunos conceptos de 
interés general que serán usados ulteriormente; aquí se plantean para referencias se- 
oñn sean necesarios. 

El término conjunto de puntos en el plano complejo significa cualquier colec¬ 
ción finita o infinita de tales puntos. Por ejemplo, las soluciones de una ecuación 
cuadrática, los puntos de una recta y los puntos en el interior de un círculo son conjun¬ 
tos de puntos. 

Un conjunto S se denomina abierto si cualquier punto de S tiene una vecindad 
que consta completamente de puntos que pertenecen a S. Por ejemplo, los puntos en 
el interior de un círculo o de un cuadrado constituyen un conjunto abierto, así como 
los puntos a la derecha del semiplano Re r = x > 0. 

Se dice que un conjunto abierto S es conexo si dos puntos cualesquiera de 5 
pueden unirse mediante una línea quebrada constituida por un número finito de seg¬ 
mentos de recta completamente contenidos en S. Un conjunto conexo abierto se deno¬ 
mina dominio. Asi, un disco abierto (2) y una corona abierta (3) son dominios. Un 
cuadrado abierto sin una diagonal no es un dominio, ya que este conjunto no es conexo 
(¿por qué?). 

El complemento de un conjunto S en el plano complejo es el conjunto de todos 
los puntos del plano complejo que no pertenecen a S. Un conjunto S se denomina 
cerrado si su complemento es abierto. Por ejemplo, los puntos sobre y en el interior ; 
del circulo unitario constituyen un conjunto cerrado (“disco unitario cerrado”; ver el 
ejemplo 2), ya que su complemento |z¡ > i es abierto. / 

Un punto frontera de un conjunto S es aquél para el que toda vecindad contiene 
puntos que pertenecen a S y puntos que no pertenecen a S. Por ejemplo, los puntos 
frontera de una corona son los puntos sobre los dos círculos frontera. Resulta evidente 
que si un conjunto S es abierto, entonces ningún punto frontera le pertenece; si S es 
cerrado, entonces todos sus puntos frontera ie pertenecen. 

Una región es un conjunto que consta de un dominio más, quizá, algunos o todos i 
sus puntos frontera. (Se advierte al lector que algunos autores utilizan el término , 
“región” para denotar lo que aquí se entiende por dominio [según la terminología 
moderna], y otros no hacen ninguna distinción entre los dos términos ) 

Hasta el momento se han mencionado únicamente los números complejos y el 
plano complejo (exactamente como al inicio del estudio del cálculo se habla de los 
números reales y de la recta real) En la siguiente sección se iniciará el estudio del 
cálculo complejo 


Problemas de la sección 12.3 

Determinar y graficar los conjuntos representados por 


1. |z - 4/j = 4 


7. |z - l| s |z + 1| 


2. \z + l| > 2 
5. 0 < Re z < rr/2 
8 . |arg z| S tt!A 


3. 1/3 < |z - a\ < 6 
6 . Re ¡i - I 


10 . 


1 


11 . 


= 4 


12 . 


I 
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12.4 LÍMITE. DERIVADA. FUNCIÓN ANALÍTICA 

Eí análisis complejo estudia las funciones complejas que son diferenciables en algún 
dominio* Por lanío, primero es necesario establecer qué se entiende por función com¬ 
pleja y luego definir los conceptos de límite y derivada en los complejos,, Este análisis 
es semejante al que se efectuó en cálculo. 


Función compleja 

Recuérdese por cálculo que una función realf definida sobre un conjunto ó* de núme¬ 
ros reales (casi siempre un intervalo) es una regla de correspondencia que asigna a 
todo x en S un número real /[*), denominado valor de/en .r* 

Ahora, en los complejos, S es un conjunto de números complejos , y una función 
/definida sobre S es una regla que asigna a cada z en S un número complejo w, deno¬ 
minado valor de/en z, Se escribe 


Aquí, z varía en S y se denomina variable compleja. El conjunto 5 se denomina 
dominio de definición 3 de f 

Ejemplo : w=j(z) = z 2 + 3z es una función compleja definida para todoz; es decir, 
su dominio S es todo el plano complejo. 

El conjunto de todos los valores de una función f se denomina rango de / 
w es complejo y se escribe w — u + iv, en donde u y v son las partes real e imagi¬ 
naria, respectivamente. Así, w depende de z — x + iy. Por tanto, u se vuelve una fun¬ 
ción real de x y y, así como lo hace v. Por tanto, es posible escribir 

w — f(z) — u(x, y) 4- iu(x, y). 

Lo anterior muestra que una función compleja j[z) es equivalente a un par de fun¬ 
ciones reales u(x, y) y v(jr, y), cada una de las cuales depende de las dos variables 
reales x y y. 


Este es un término estándar En la mayor parte de ios casos, un dominio de definición es un conjunto 
abierto y conexo (un dominio según se definió en la sección 12.3); en las aplicaciones es raro que 
ocurran excepciones 

En la bibliografía sobre análisis complejo algunas veces se usan relaciones tales que a un valor de z 
puede corresponder más de un valor de ir, y esta relación suele denominarse función (una «función con 
valores múltiples» o multiforme) En este libro no se adopta tal convencionalismo, sino que se supone 
que todas las funciones que se encuentran son relaciones con un solo valor\ es decir, funciones en el 
sentido usual: a cada ren5 corresponde un solo valor iv — J{z) (Aunque, por supuesto, varios z pueden 
corresponder al mismo valor ir -/z), así como en calculo.,) 

Hablando estrictamente,^) denota el valor de/en z, pero es un abuso acertado del lenguaje hablar 
sobre la función J[z) (en lugar de ¡a función j), exhibiendo asi la notación utilizada para la variable 
independiente,, 
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EJEMPLO 1 Función de una variable compleja 

Sea ir =J{z) = z ¡ + 3 z. Encontrar u y v y calcular el valor de/en z = 1 + 3/. 

Solución, u = Re /z) = x 1 -/ + 3x y v = 2xy + 2y También, 

/(I + 3r) = (1 + 30 2 + 3(1 + 3i) = 1 - 9 + 6Í + 3 + 9/ = -5 + 15/. 

L.O anterior muestra que u{ i, 3) = —5 y v( 1, 3) = 15 

EJEMPLO 2 Función de una variable compleja 

Sea w = /(z) = 2/z + 6z- Encontrar u y v y calcular el valor de/en z = -g- + 4/ 

Solución. Con.Az) = 2/(x + i» + 6(x - /» se obtiene u(x, y) = 6x - 2y y v(x, y) = 2x- 6 y. También, 

/(| + 40 = 2/(2 + 4/) + 6(£ - 4/) = / - 8 + 3 - 24/ = -5 - 23/. 


Límite, continuidad 

Se dice que / es el limite de una función J[z) cuando z tiende al punto z 0 , lo que se 
escribe 

(1) Hm j(z) = /, 

z—1 0 

si/está definida en una vecindad de z 0 (excepto quizá en z 0 mismo) y si los valores de 
/están “próximos” a / para todo z “próximo” a z 0 ; es decir, en términos precisos, para 
todo 6 real positivo es posible encontrar un 8 real positivo tal que para todo z & z 0 en 
el disco |z - zj < S (figura 297) se tiene 

(2) I f(z) - l\ < e; 

es decir, para todo r/r 0 en tal disco con radio 5, se tiene que el valor de/pertenece al 
disco (2). 

Formalmente esta definición es semejante a la proporcionada en cálculo, aunque 
hay una gran diferencia Mientras que en el caso real x puede tender a un x 0 sólo a lo 
largo de la recta real, aquí, por definición, z puede tender a z Q desde cualquier direc¬ 
ción en el plano complejo. Este hecho será esencial en lo que sigue. 

Si existe un límite, entonces es único (Ver el problema 28 ) 

Se dice que una función j[z) es continua en z = z 0 si /(r 0 ) está definida y 

(3) lint ./(<) = f(z 0 ) 



( S o z 0 i 



Figura 297. Límite. 
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Observe que por la definición de límite se implica que/z) está definida en alguna 
vecindad de z Q . 

Se dice que_/(z) es continua en un dominio si es continua en cada uno de los 
puntos de este dominio. 


Derivada 

La derivada de una función compleja/en un punto z 0 se denota por f (z 0 ) y se define 
como 



en el supuesto de que este límite existe. Así, se dice entonces que/es diferenciable en 
z 0 . Si se escribe Az = z - z 0 , entonces también se tiene que, como z = z 0 + Az, 



A continuación se abordará una cuestión importante. Recuérdese que, por la de¬ 
finición del límite,/(z) está definida en alguna vecindad dez 0 yz en (4 1 ) puede aproxi¬ 
marse a z 0 desde cualquier dirección en el plano complejo. Por tanto, diferenciabilidad 
en z 0 significa que, a lo largo de cualquier trayectoria por 1 la cuai z tienda a r 0 , el 
cociente en (4’) siempre tiende a un cierto valor, y todos estos valores son iguales. 
Este hecho es importante y debe tenerse presente. 


EJEMPLO 3 Diferenciabilidad. Derivada 

L.a función/z) — z- es diferenciable para todo z y su derivada es f 1 (z) ~ 2z porque 

/ y -L — 7^ OI 

f'(z) = Hm -- f - = hm (2z + Az) = 2z„ ■ 

Las reglas de diferenciación son las mismas que en cálculo real, ya que sus 
demostraciones son literalmente iguales. Entonces, 

(cf)' = cf, (/ + g)' = f + g ', ífg)' = f g + fg', (h\ = L.E li . . 

\S / o 

y también se cumplen la regla de la cadena y la regla de las potencias (z”)' = nz"~' (n 
entero). 

También, si/z) es diferenciable en z , entonces es continua en z 0 . (Ver el proble¬ 
ma 30.) 


), o y ") r j j o. y y :: d ’y -y y j y y y y y y y y y y y. 
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NUMEROS COMPLEJOS FUNCIONES ANALÍTICAS COMPLEJAS 
EJEMPLO 4 z no díferenciabie 

Es imponanic observar que existen muchas funciones simples que no tienen derivada en ningún punto 
Por ejemplo, f\z) ~ ~ = x - iy es una de estas funciones De hecho, si se escribe Az = Ax - / A>\ se tiene 


(5) 


nz + az) - j u) u + &z) ■ 


A Z 


Az 


Az 
! Az : 


Ax — / Ay 
A x + j'A y 


Figura 298. Trayectorias en (5). 

El ejemplo que acaba de analizarse puede ser sorprendente, aunque simplemente 
ilustra que la diferenclabilidad de una función compleja es más bien un requisito 
estricto. 

La idea de la demostración (aproximación desde diversas direcciones) es funda¬ 
mental y volverá a ser usada nuevamente en la siguiente sección. 

Funciones analíticas 

Se trata de funciones que son diferenciadles en algún dominio, de modo que es posi¬ 
ble hacer “cálculo en los complejos”. Constituyen el tema fundamental del análisis 
complejo, y su introducción es el objetivo principal de esta sección. 

Definición (Analiticidad) 

Se dice que una función f{z) es analítica en un dominio D si J[¿) está definida y es 
díferenciabie en todos los puntos de D . Se dice que una función/(z) es analítica en un 
punto z = r 0 en D si /(z) es analítica en una vecindad (ver la sección 12.3) de z . 

También, por función analítica se entiende una función que es analítica en algún 
dominio. g 

Así, ia analiticidad de_/(z) en z 0 significa quej^z) tiene una derivada en todos los 
puntos en alguna vecindad de z 0 (incluyendo z Q mismo ya que, por definición, z 0 es un 
punto que pertenece a todas sus vecindades). Este concepto es motivado por el hecho 
de que carece de interés práctico el hecho de que una función sea díferenciabie sim¬ 
plemente en un solo punto z : pero no en toda una vecindad completa de z En el 
problema 26 se proporciona un ejemplo de este hecho. 

Una expresión más moderna para analítica en D es holomorfa en D. 


m 


Si Ay = 0, lo anterior es +! Si Ax = 0, entonces es - I Por lamo, (5) tiende a +1 a lo largo de la trayectoria 
/en la figura 298, pero tiende a -I a lo largo de la trayectoria //Entonces, por def nición, el limite de (5) 
no existe en ningún z cuando A z tiende a cero B 
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EJEMPLO 5 Polinomios, funciones racionales 

, y, de manera más general, los polinomios; es decir, las funciones de la 


Las potencias enteras l, z, 
forma 


f(z) = c n + c,z + c 0 


' + 


+ c„ 


en donde c ir , c n son constantes complejas, son analíticos en todo c! plano complejo 
El cociente de dos polinomios g(z) y h(z) f 


fíz ) ’ 


1 h(z) ' 


se denomina función racional., Esta/es analítica excepto en los puntos en donde h{z) = 0; en este caso se 
supone que se han cancelado los factores comunes de g y h. Las fracciones parciales 


U - z 0 )” 


(c # 0) 


(c y z fl complejos, m un entero positivo) son funciones racionales especiales; son analíticas excepto en z n 
En álgebra se demuestra que toda función racional puede expresarse como una suma de un polinomio 
(que puede ser 0) y un numero finito de fracciones parciales B 

Los conceptos analizados en esta sección extienden los conceptos familiares del 
cálculo. El concepto de función analítica es de fundamental importancia. De hecho, el 
análisis complejo estudia exclusivamente función analíticas, y aunque muchas fun¬ 
ciones simples no son analíticas, la gran variedad de funciones restantes produce una 
rama de las matemáticas bastante hermosa desde un punto de vista teórico y de utili¬ 
dad esencial para efectos prácticos. 


Problemas de la sección 12.4 

Encontrar J[ü + <), —4 + 2i), donde/(r) es igual a 

1. z 2 + 2z 2. 1/(1 - z) 3. 1/z 3 

Encontrar las partes real e imaginaria de las siguientes funciones 

4. /(z) = z/(l + z) 5. f(z) = 2z 3 - 3z 6. f(z) = z 2 + 4z - ) 

Suponer que z varía en una región R del plano z. Encontrar la región (precisa) del plano vi en 
que están los valores correspondientes de w =J{z), y muestre gráficamente ambas regiones. 


7. /(z) 


|z| > 3 


8. /(z) = 1/z. Re z > 0 9. f(z ) = z 3 , |arg z| S \tr 


En cada uno de los casos siguientes, determinar si/(z) es continua en el origen, suponiendo que 
J[ 0) = 0 y, para z & 0, la funciónyjz) es igual a 


10. Re z/|z| 


11. Re (z 2 )/|z 2 | 


Obtener la derivada de lo siguiente 
13. (z 2 + /) 3 14. (z 2 - 4)/(z 2 + 1) 

16. (z + i)/(z - /) 17. (íz + 2)/(3z - 6 i) 

Encontrar el valor de la derivada de 


19. (z + /)/(z - i) en — i 20. (z 2 


i) 2 en 3 


.Tais 


22. z á 


23. (1 + i)/z 4 en 2 


12. Im z/(l + |z|) 

15. i/(l - z) 2 
18. z 2 /(z + i) 2 

21. l/z 3 en3i 
24. (2 + íz) 6 en 2/ 



NÚMEROS COMPLEJOS. FUNCIONES ANALÍTICAS COMPLEJAS 

,c Demostrar que ñz) = Re z = x no es diferenciable en ningún z. 

£ Demostrar ^ - I* es diferenciable sólo en , - 0; f no es ana.lUca en ninguna 
parte. Sugerencia. Usar la relación |z + Az| - (z + Az)( z A. ).. 

27. Demostrar que (1) es equivalente al par de relaciones 

lím Re ,f(z) = Re /, ¿mlm f{z) = Im /. 

Z~*Zq 

28. Si lím J[z) existe, demostrar que es único, 

->0 Siz z .... son "números complejos para los cuales líniz,,-a, y si^*.) es continua en 


29. Si z,, Zj, son nume 
z = a, demostrar que 


lím / (z n ) = /(«)- 


30. Si/(z) es diferenciable en z 0 , demostrar que/z) es continua en z u , 

"Z2.5 ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN 

A continuación se obtendrá un criterio (prueba) muy importante para verificar la 
analiticid&d de una. función compleja. 

>v = f(z) « u(x, y) + ioíx, y). 

En términos generales,/es analítica en un dominio D si y sólo si las primeras deriva¬ 
das parciales de u y v satisfacen las dos ecuaciones 


en todos los puntos de D; por tanto, «, = 3u/3x y «, “ 3^ (y de ma " era semejante 
para v) son las notaciones de costumbre para las derivadas parciales. El planteamien¬ 
to preciso de la afirmación anterior se proporciona a continuación en los teoremas 1 
2. Las ecuaciones (1) se denominan ecuaciones de Cauchy-Riemann y constituy 
las ecuaciones más importantes que aparecen en este capitulo. 

ÍÍTTTÍHuSTIÑToUIS CAUCHY (véase la sección 2.6) y los matemáticos alemanes BERNHARD 

Amadores d^j'anáHsis c^mp,eic^ E R^^am^mc¡bió^u ^octortrio^^f^bson^Rn^J 85^1^bajo^!a^ 
dirección de Gauss (sección ó 4) en Gortmgen donde ensene. a pa ir bás ¡cos dé 

cuando tenia sólo 39 a«os de edad Introdujo el concedo de en ecuac¡on es 

matemática de la teoría de la relatividad de Einsteln Su vS toirtsaki, Eie- 

matemáticas modernas (en particular, en topología y anal s s funcional). Véase N. uouro , 

mentí of Malhematics. General Topology, Paite I. págs. 161-166, Paos Hermana 


>Oí >o >> ■) 11 11 ^ 


)) . 1 : ■) . U : "'D ■ "'J): ^ ^ l . % 
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■ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN 

Ejemplo: fiz) = z 1 = x 2 -y 1 + 2 ixy es analítica para todo z, y u = x 2 -y 2 y v = 2xy 
; satisface (1); a saber, u= 2x = v „ así como «. = -2 y = -v,. A continuación se propor¬ 

cionan más ejemplos. 

Teorema 1 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann) 

Seaf(z) = u(x, y) + iv(x, y) definida y continua en alguna vecindad de un punto z - x 
+ iy, y diferenciable en z mismo. Entonces en ese punto existen las derivadas parcia¬ 
les de primer orden deuy v y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann (I). 
Por tanto, si f(z) es analítica en un dominio D, entonces tales derivadas parciales 
existen y satisfacen (i) para todos los puntos de D, 

Demostración. Por hipótesis, existe la derivada de/fzj en z. Está dada por 


( 2 ) 


f{z) 


„ f(z + Az) - /(z) 

lim --——-- 

Az~*0 A-Z 


La ¡dea de la demostración es muy simple. Por la definición del límite en los complejos 
(sección 12.4), es posible hacer que Az tienda a cero a lo largo de cualquier trayectoria 
en una vecindad dez. Por tanto, es posible elegir las dos trayectorias 1 y II en la figura 
299 e igualar los resultados. Al comparar las partes reales se obtiene la primera ecuación 
de Cauchy-Riemann, y al comparar las partes imaginarias se obtiene la otra ecuación de 
Cauchy-Riemann en (1). A continuación se proporcionan los detalles técnicos. 

Se escribe Az = Ar + /A y. En términos de u y v, la derivada en (2) se vuelve 


(3) f(z)'= lím 

di—o 


[, u(x + ¡xx,y + Ay) + iu(x + A x,y + Ay)] — [m(x, y) + /u(x,y)] 
Ax + ¡Ay 


Primero se elige la trayectoria 1 en la figura 299. Por tanto, primero se deja que Ay —> 
0 y después que Ax —> 0. Una vez que Ay es cero, se tiene que Az = Ax. Luego (3) se 
vuelve, si primero se escriben los dos términos en u y luego los dos términos en v, 


fiz) = lím 

Az—U 


Lt(x + Ax, y) 
Ax 


u(x, y) 


+ i lím 
Ax—0 


o(x + Ax, y) — o(x, y) 


Debido a que/ 1 (z) existe, entonces los dos límites reales de la derecha existen. Por 
definición, son las derivadas parciales deuyv con respecto ax. Por tanto, la derivada 
f(z) de/fzj puede escribirse como 




X 


Figura 299. Trayectorias en (2). 
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De manera semejante, si se elige la trayectoria II en la figura 299, primero se deja que Ljsflj*"''" -' 


ecuaciones de cauchy-riemann 
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Ax —> 0 y luego que Ay —> 0. Una vez que x es cero, se tiene que Az = ¿Ay, de modo 
que con base en (3) ahora se obtiene 




f'U) 


lím 


u (x , y + Ay) 


Ay—*■() 


i Ay 


u(x, y) lím u(x, y + t\yi 


vyx, y) 


Ay—o 


/ A y 


'4 


Debido a qu ef(z) exisle, entonces los dos limites de ia derecha existen y proporcio-/¿gs_ v ^ 
nan las derivadas parciales de u y v con respecto ay; al observar que Mi = —entonces 
se obtiene 

-■.•¡--i- 


(5) 


f'U) 


‘ u y + °V 


niii 




Así, la existencia de la derivada/' (z) implica la existencia de las cuatro dcrivadasV^gpftil' 
parciales en (4) y (5). Al igualar las partes reales de ir, y v,. en (4) y (5) es posible 

'í&LTf 
Tur... 


obtener la primera ecuación de Cauchy-Riemann (1) Ai igualar las partes imaginarias 
se obtiene la otra ecuación Lo anterior demuestra la primera afirmación del teorema 
e implica la segunda debido a la definición de analiticldad 3 TjS 


Las fórmulas (4) y (.5) también son bastante prácticas para calcular deri vadas ; .S:f§ 

f' (z). como se verá más tarde yjSv 

AS 

■#l 

Si 

Ss 


EJEMPLO 1 Ecuaciones de Cauchy-Riemann 


J(z) = V es rmnliíicn para rodo r Se concluye que ¡as ecuaciones de Cauchy-R iemann deben cumplirse /yj 
(como ya se comprobó) CT 


Para/rt) = z - x - /y se (ierre u = i, v ~ -y y se observa que la secunda ecuación de Cauchy-R iemann LT 
se cumple, ir, = -v„= 0, pero no asi la primera; uv = 1 * v; = -1 Se concluye que f(z) = :no es analítica, lo Tj 

cual confirma el ejemplo 4 de la sección 12 4 Observar el ahorro en esfuerzo de cómputo S -Ti? 

; LE 
r® 

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann son fundamentales debido a que no sólo son 'f¡£ 
necesarias sino también son suficientes para que una función sea analítica Con más ! 3k 
precisión, se cumple el siguiente teorema 


■m 


Teorema 2 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann) 




Si dos funciones continuas con valores reales u(x, y) y v(x, y) de dos variables reales 
xyy tienen primeras derivadas parciales continuas que satisfacen las ecuaciones de 
Cauclry-Riemann en algún dominio D, entonces la función compleja f(z) = u(x, y) + 
iv(x,y) es anaitica en D. 






La demostración es más complicada que la del teorema 1 y se deja como opcio¬ 
nal (ver el apéndice 4). 

Los teoremas 1 y 2 revisten una gran importancia práctica, ya que al aplicar las 
ecuaciones de Cauchy-Riemann ahora es fácil determinar si una función dada es o no 
analítica. 


h í 




'i 
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EJEMPLO 2 Ecuaciones de Cauchy-Riemann 

lf(z) = z* es analítica? 

Solución, Se encuentran u - ,r' - 2xy¿ yv = 3x*y - y 3 . Luego se calcula 
u x = 3x2 “ 3 ^ 2 » v y = 3jt 2 - 3 y 2 
u y = ~6xy, ü x = 6xy, 


Se observa que las ecuaciones de Gauchy-Ricmann se cumplen para todo z. Entonces, por el teorema 2, se 
tiene que f(z) - z y es analítica para todo z, g 


EJEMPLO 3 Determinación de una función analítica con una parte real dada 


Se ilustrará otra clase de problemas que es posible resolver aplicando las ecuaciones de Cauchy-R iemann 
Encontrar la función analítica más general f(z) cuya parte real sea u -x 1 —y* —x- 


Solución. Por la primera ecuación de Cauchy-R.iemann, u x - 2x ~ 1 = y.. Lo anterior se integra con 
respecto ay: 


v = 2xy ~ y + k(x). 


Como punto importante, dado que se integró una derivada parcial con respecto ay, la “constante” de 
integración k puede depender de la otra variable, x (Para comprender este hecho, calcular y, a partir de 
esta v. ) Con base en v y la segunda ecuación de Cauchy-R iemann. 


~ ü x = -~ 2 y + 


dk 


dx 


Por otra parte, por ia u - x 2 - y — x dada, se obtiene w v = -2y., Por comparación, dkldx ~ 0; asi, k — 
c.orisíanie, que debe ser real (¿por qué?), El resultado es 


f(z) = u + ia = x z — y 2 — x + i{2xy - y + k). 


Lo anterior puede expresarse en términos de z\ a saber, f(z) = z 2 ~ z ■+■ ik 


EJEMPLO 4 Una función analítica de valor absoluto constante es constante 


Las ecuaciones de Cauchy-Riemann también son de ayuda para obtener las propiedades generales de las 
funciones analíticas 

Por ejemplo, demostrar que si f(z) es analítica en un dominio D y f(z)\ ~k = comíanle en £>, entonces 
f(z) = comíante en D 


Solución. Por hipótesis, u 2 + v 2 = k J . Por diferenciación, 


0, 


Luego se usa -v = u y en ia primera ecuación y y - u* en la segunda para obtener 


( 6 ) 


(a) uu x - ou = 0,, 


(b) uu y + uu x — 0.. 


Para eliminar w ti , la ecuación (6a) se multiplica por u, (6b) se multiplica por v y se suma e! resultado De 
manera semejante, para eliminar u x , ia ecuación (6a) se multiplica por —v, (6b) se multiplica por u v se 
suma el resultado. Asi se obtiene 


(w 2 + t> 2 )w = 0, 


(u 2 + v 2 )u - 0. 


Si A' 2 = u 2 + v 3 = 0, entonces u — v — 0; por tanto,/ 23 0. Si k 0, entonces = y — 0; asi, por las ecuaciones 
de Cauehy-Riemann, también v t = v v = 0. Juntas, se tiene que u — constante y v = constante ; así, f~ 
constante. 1 
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Se menciona que si se usa la forma polar z = r{ eos 6+ i sen 9)y sehac ej{z) - u(r , 9)á 
+ rv(r, 9), entonces la ecuaciones de Cauchy-Riemann son 


(r > 0 )§. 



Ecuación de Laplace. Funciones armónicas ||| 

Una de las razones principales de la gran importancia práctica del análisis complejo^ 
en las matemáticas aplicadas a la ingeniería resulta del hecho de que tanto la parte ¡ eafjgl 
como la pane imaginaria de una función analítica satisfacen la ecuación diferencial^ 
más importante en física, ia ecuación de Laplace, que aparece en lá teoría de la gravi-jj-íf 
tación, electrostática, dinámica de fluidos, conducción del calor, etc. (ver los capttu- , í 
los 11 y 1 7). 

I |1 

: t'.’finj 

Teorema 3 (Ecuación de : Laplace) . 

Si f(z) = u(x, y) + iv(x, y) e5 analítica en un dominio D, entonces u y v satisfacen la^g j| 
ecuación de Laplace 


(V 2 se lee como “nabla al cuadrado” o “nabla cuadrada”) y 


respectivamente, en D y tienen segundas derivadas parciales continuas en D. 


Demostración. Al derivar u x = con respecto a x y u y ¡ 


v j¡ con respecto a y, se tiene ^ 

SSí 


Así, la derivada de una función analítica es en sí misma analítica, como se demostrará |||| 
después (en la sección 13.6). Lo anterior implica que u y v tienen derivadas parciales ig|| 
continuas de todos los órdenes; en particular, las segundas derivadas parciales mez- 
ciadas son iguales; v yx = v rv . Al sumar (10) se obtiene entonces (8). De manera seme- 
jante, (9) se obtiene al derivar u = v, con respecto a>>y v = -v s con respecto a x y 


restando, usando u - u 


.¡■¡¡jíf-í'; 

Las soluciones de la ecuación de Laplace que tienen derivadas parciales de se- lgg||. 
gundo orden continuas se denominan funciones armónicas y su teoría se denomina .|||| 
teoría del potencial (ver también la sección 11.11). Por tanto, las partes real e imagi- 
naria de una función analítica son funciones armónicas. $lf 
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S¡ dos funciones armónicas u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann 
en un dominio D, entonces son las partes real e imaginaria de una función analítica/ 
en D. Entonces, se dice que v es la función armónica conjugada de u en D. (Por 
supuesto, este uso de la palabra “conjugada” es diferente del empleado para definir el 
“conjugado” de z.) 

A continuación se ilustrará el hecho de que una función armónica conjugada 
puede obtenerse mediante las ecuaciones de Cauchy-Riemann. 

EJEMPLO 5 Función armónica conjugada 

Comprobar que u = x 1 —jA — y es armónica en todo el plano complejo y encontrar una función armónica 
conjugada v de u 

Solución. V : u = 0 por cálculo directo. Luego. u t = 2x y u v = ~2y — 1. Por tanto, una conjugada v de u debe 
satisfacer 

u y = u x = 2.r, t, x = -u y = 2y + 1. 

Al integrar la primera ecuación con respecto ay y derivando el resultado con respecto a x se obtiene 

dh 

u = 2xy + hU), u x = 2y + — . 

x dx 

Al comparar el resultado anterior con la segunda ecuación se observa que dh/dx = i Con lo anterior se 
obtiene h(x) = .x + c. Asi, v = 2 xy + x + c (c es cualquier constante real) es la armónica conjugada más 
general de una u dada La función analítica correspondiente es 

/(z) = u + ¡o = x 2 — y 2 — y + /( 2xy + x + c) — z 2 + iz + ic. 

¿Puede observar el lector que esta tarea es bastante semejante a la del ejemplo 3? Explicar por qué. B 

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann constituyen las ecuaciones más importantes 
de este capítulo. Su relación con la ecuación de Laplace abre amplias perspectivas de 
aplicaciones en ingeniería y física, como se verá en el capitulo 17. 


Problemas de la sección 12.5 

Las siguientes funciones, ¿son analíticas? [Usar (1) o (7)]. 

1- /(z) = z 8 2. /(z) = Re (z 2 ) .3. /(z) = e x (cos y + i sen y) 

4. /(z) = t/z 4 5. /(z) = 1/(1 - z) 6. f(z) = z - z 

7. f(z ) = ln |z| + tArgz 8. /(z) = 1/(1 - z 4 ) 9. /(z) = Arg z 

10 . f(z) = z + 1/z 11- /(z) = z 2 - z 2 12. f(z) = e x (seny - i eos y) 

Las siguientes funciones, ¿son armónicas? En caso afirmativo, encontrar una función analítica 
correspondientey(z) = u(x, y) + iv(x, y). 

13. u = .vy 14. o = xy 15. u = x/(x 2 + y 2 ) 

16. o = M(x 2 + y 2 ) 17. u — x 3 - 3xy 2 18. u = sen x cosh y 

19. u = e x eos 2y 20. o — i ln |z| 21. u - (x 2 - y 2 ) 2 

Determinar a , b, c tales que las funciones dadas sean armónicas y encontrar una armónica 
conjugada. 

22. ti = e 21 eos ay 23. u = eos bx cosh y 24. u = sen jr cosh cy 


j 3; 3 3 3. 3 3 ‘'3'3 3 3 3 3 3 o 3 3 3 y 3 "3 3 3 3 3 3 
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25. Demostrar que si u es armónica y v es una armónica conjugada de u, entonces u es una 

armónica conjugada de -v 

26. Demostrar que, además de (4) y (5), 


27. Las fórmulas (4), (5) y (11) se requieren de vez en cuando El lector puede familiarizarse 

con ellas calculando (z 3 )' aplicando una de ellas y comprobando que el resultado es como 
se esperaba. 

28. Demostrar que si/(z) es analítica y Rey(z) es constante, cntoncesy(z) es constante 

29. (Derivada idénticamente cero) Aplicando (4), demostrar que una función analítica cuya 

derivada es idénticamente cero es una constante. 

30. A partir de (1), obtener las ecuaciones de Cauchv-Riemann en la forma polar (7) 


12.6 


FUNCION EXPONENCIAL 

En las secciones restantes de este capitulo se analizarán las funciones complejas ele¬ 
mentales más importantes: la función exponencial, las funciones trigonométricas, la 
función logaritmo, etc Tales funciones se definirán de modo que para z = x real se 
reduzcan a las funciones conocidas del cálculo Estas funciones son indispensables en 
todas las aplicaciones y algunas de ellas poseen interesantes propiedades que no son 
evidentes cuando z = x es real Debido a lo anterior, el estudiante debe seguir el aná¬ 
lisis con cuidado especial 

Se empezará con la función exponencial compleja 

<r, que también se escribe como exp r. 

• ^ es una de las funciones analíticas más importantes La definición de er en términos rjL 
de las funciones reales e\ eos y y sen y es , 0 

-:- ; . : iL 

(1) e z = e I (cos y + i sen y). 

Esta definición" es motivada por requisitos que hacen de una extensión natural de = 
la función exponencial real éX; a saber, 

(a) er debe reducirse a e' cuando : = i es real; 

(b) er debe ser una función entera; es decir, analítica para todo z- V 

)¡S*j 

(c) de manera semejante al cálculo, su derivada debe ser v/fe 


Esta definición provoca una discusión relativamente sencilla También hubiera podido definirse id 
mediante la conocida serie e x — X* /n\, con x reemplazada por 2 , pero en ese caso hubiera sido 

11 = o 

necesario analizar primero las series complejas en esta etapa prematura En la sección 14 4 se mostrará 
la conexión 
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Función exponencial 


Con base en (1) se observa que (a) se cumple, ya que eos 0 = 1 y sen 0 = 0. El hecho ' 
de que er es entera puede comprobarse fácilmente aplicando las ecuaciones de Cauchy- 
Riemann. Luego, la fórmula (2) se concluye a partir de (4) en la sección 12.5: 

(„Z\' — t „x ,,t I .. x _ ^x .. t ... X _ „z 

\*- / i i\c S^n y ! x — c ^-uS r I (C Sv-i i y — c . 

Propiedades adicionales, er posee interesantes propiedades adicionales. Primero se 
mostrará que, como en los reales, se tiene la relación funcional 


para z t = x + iy ¡ y z 2 = x 2 + iy 2 cualesquiera. De hecho, por (1), se tiene que 

0(0 = ©‘(eos y + i sen y,)í' l2 (cos y 2 + / seny 2 ). 

Como e"e‘ 2 = e r '* r2 para estas funciones reales , entonces por una aplicación de las 
fórmulas para la adición de las funciones coseno y seno (semejantes a las de la sec¬ 
ción 12.2), se encuentra que lo anterior es igual a 

00 = 0 1 +l2 [cos (yj + v 2 ) + í sen (y>j + y 2 )) = 0 + 0 

como se había afirmado. Un caso especial interesante es cuando z, = x, z 2 = ¡y: 

(4) e z = e x e h J 


Además, para z = iy, por (1) se tiene la denominada fórmula de Euler 


eos y + i sen y. 


Así, la forma polar de un número complejo, z = /(eos 0 + i sen 0), puede escribirse 
ahora como 


A partir de (5) también se observa que 

(7) |<? ly | = |cos y + i sen y| = veos 2 y + sen 2 y = 1. 


Es decir, para exponentes imaginarios puros el valor absoluto de la función exponencial 
es igual a la unidad, resultado que el estudiante debe recordar. Por (7) y (1), se tiene 
que 

(8) |e z | = e x . por tanto arg <? z = y ± 2n.tr (n = 0, 1, 2, • ■ •). 


como je- = e j demuestra que (1) es en realidad <r en forma polar. 





http://libreria-universitaria.blogspot.com 



función exponencial 


EJEMPLO 2 Solución de una ecuación 
Encontrar todas las soluciones de eó = 3 + 4/ 

Solución i. \é | = ef - 5, x = 5 = 1.609 es la parte real de todas las soluciones. Luego, como e' = 5, 

e 1 eos y = 3, e 1 sen y = 4, eos y = 0.6, sen y = 0 8, y = 0.927. 

Respuesta z - 1,609 + 0 927 i ± 2tira (n = 0, 1, 2,, . . ) Se tiene una infinidad de soluciones (debido a la 
periodicidad de e -), que están en la recta vertical x = i 609 a una distancia 27r de sus vecinas R 

En resumen, muchas de las propiedades de e-' = exp z son paralelas a las de e *; una 
excepción es la periodicidad de e 1 con 2ni, lo que sugirió el concepto de región funda¬ 
mental. Debe tenerse presente que e? es una función entera, (¿Aún recuerda el lector 
lo que significa?) 


Problemas de la sección 12.6 


1. Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, demostrar que <r es analítica para todo z. 


Calcular tr (en la forma u + tv) y \e x \ si z es igual a 


2.3 + 7T7 
6. 7m/2 


7. (1 + 1)7 


4. 2 + 5 t tí 
8. - 1 + 1.4/ 


5. V2 - ¿i 
9. -97-/72 


Encontrar las partes real e imaginaria de 


Escribir las siguientes expresiones en la forma polar (6). 
14. 1 + i 15. Vi, V~—~i 16. VI 


17. 3 + 4/ 


Encontrar todos los valores de z tales que 

18. e z es real 19. \e~ z \ < 1 20. e z = e z 


21. Re e 2z = 0 


Encontrar todas las soluciones y graficar algunas en el plano complejo. 

22. <? 3í = 3 23. e z — —2 24. e z = -3 + 4/ 25. e z = 0 

26. Demostrar que u — e^ eos (x 7 í2 — y 2 /2) es armónica y encontrar una conjugada. 

27. Encontrar todos los valores de k tales que/(z) = e'ícos ky + i sen ky ) sea analítica 

28. Demostrar que^jz) = e‘ no es analítica en ningún punto 

29. Es interesante que/(z) = e : esté determinada de manera única por las dos propiedades 
J{x + ;0) = e r y f(z) = f{z), en donde se supone que f es entera Demostrar este hecho 
Sugerencia, Sea g entera con estas dos propiedades y demostrar que (g/f)' = 0 

30. Usando sólo las ecuaciones de Cauchy-Riemann, demostrar la afirmación del proble¬ 
ma 29. 


J, X j. X X X x. 
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FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS, FUNCIONES HIPERBÓLICAS .;|g|||g|j§ 

Así como e* extiende e' a los complejos, se desea que las funciones trigonométricas 

contp iej ct s extiendan las funciones trigonométricas reales conocidas.. La idea para ~ - i je i 

establecer esta conexión es el empleo de las fórmulas de Euler (sección 1.2..6) JÉflfeifiíIs© 


e lx = eos x + i sen x, 


eos x — i sen x. 


Por adición y sustracción se obtiene para el coseno y el seno reales 


eos x = - (e a + e 1X ) 


(e ix - <?-“). 


Lo anterior sugiere las siguientes definiciones para los valores complejos z x + iy : 


I (<? iz + £>-«), sen z = j ( e iz - e~ iz ). 


Es bastante extraordinario que aquí en los complejos, vienen juntas funciones que no 
están relacionadas en los reales. Este hecho no es fortuito, sino que es típico de la 
situación general y muestra la ventaja de trabajaren los complejos. 

Además, así como en cálculo, se define 


Como er es entera, entonces eos z y sen z son funciones enteras; tan z y sec z no son 
enteras: son analíticas excepto en ios puntos en que eos z es cero; y cot z y esc z son 
analíticas excepto en los puntos en donde sen z es cero. Las fórmulas para las deriva¬ 
das se deducen fácilmente a partir de (ir)' = ¡r y de (1 )-(3); como en cálculo, 

(4) (eos ;)' = — sen z, (senz)' = eos z, (tan z)' = sec 2 z, 

etc La ecuación (1) también muestra que la fórmula de Euler es válida en los com¬ 
plejos : 


e lz = eos z + i sen z 


para todo. 


Las partes real e imaginaria de eos z y sen z son necesarias para el cálculo de los /Jjsjj 
valores, y también son de utilidad para representar propiedades de las funciones. Este , s 
hecho se ilustrará con un ejemplo típico 



Esto conduce a (6a), ya que, como se sabe por cálculo, 

(8) cosh y = £(<?“ + e-V). s<mh y = ¿(e» - 

(6b) se obtiene de manera semejante. Por (6a) y cosh -’y = I +senh ! ysc obtiene 

Icos ¿I 2 = eos 2 x (I +senh 2 .y) + sen 2 x senh 2 y. 

Como sen 2 x + eos 2 x = 1. entonces se obliene (7a), y (7b) se obtiene de manera semejante 
Por eieniDlo eos (2 + 3/) = eos 2 cosh 3 - / sen 2 senh 3-4 190 - y. 1 Wi. 

Por (6) se observa que eos z y sen z son periódicas con periodo 2 k, asi co.no en los reales Luego se 

rnnrlnve la Deriodiciclad de tan z y cot z con periodo it . . 

La fórmula (7) indica una diferencia esencial entre el coseno y ei seno reales y complejos: mientras 
que Icos x| S I y |senx| S 1, las funciones complejas coseno y seno ya no están acoladas, sino que tienden 
o infinito en valor absoluto cuando y ya que en (7) se tiene que senh y-> “ 


EJEMPLO 2 Solución de ecuaciones. Ceros de eos z y sen z 
Resolver (a) eos z = 5 (¡que no llene solución real!), (b) eos z= 0 . (c) scmz= 0 

Solución, (a) A partir de (I), por multiplicación de «* se tiene que e 2 ”- 1 Oe- +1=0. Esta es una eeuactón 
cuadrática en e“, con soluciones (valores tridimensionales) 

e it = e -y + >* = 5 ± V25~— f = 9.899 y 0.101. 

Asi. e 1 = 9 899 o 0 101, e” = 1 ,y = ± 2.292, x = 2tnz 

Respuesta z = ± 2mt ± 2.292/ (,, = 0. r f, 2. ) 0 Pucde el lector obtener este resultado usando (6a)? 

ib) eos x - 0 senh y = 0 por (7a). y = 0 Respuesta z = ± T (2n + I )n(n = 0, 1 . 2, . )- 

(c) sen x = 0,' senh y = 0 por (7b) Respuesta - 2„tt (,, - 0, 1,2 ) Por tanto, .os únteos ceros de 

eos z y sen z son los de las funciones reales coseno y seno 
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fundos de las funciones especiales. Esta es una de las tres razones principales de la 
importancia práctica del análisis complejo que se mencionaron al inicio del capítulo 


Problemas de la sección 12.7 

1. Demostrar que eos z, sen z, cosh z, senh z son funciones enteras, 

2. Comprobar por diferenciación que Re eos z e lm sen z son armónicas. 

Calcular (en la forma u + /v) lo siguiente: 

3. eos (1.7 + 1.50 4. sen (1.7 + 1.50 5. sen 10/ 

6. eos 10/ 7. sen(V2 - 40 8. eos (ir + rri ) 

9. eos 3 rri 10. sen (3 + 2/) 11. eos (2,1 - 0.2/) 

12. Demostrar que 


cosh z = cosh x eos y + ísenh x sen y, 
senh z = senh x eos y + / cosh x sen y. 


Calcular (en la forma u + iv) lo siguiente: 


13. cosh ( —2 + 30 


14. senh (4 - 30 


15. senh (2 + /) 


Encontrar todas las soluciones de las siguientes ecuaciones. 


16. cosh z = 0 17. eos z = 3/ 18. senz = 1000 

19. senz = /senh 1 20. senz = cosh 3 21. cosh z = | 

22. Encontrar todos los valores de z para los cuales (a) eos z, (b) sen z tienen valores reales 

23. A partir de (15), obtener cosh (—1.5 + 1.71) y la respuesta de uno de los problemas 
anteriores. 

24. Encontrar Re tan z e lm tan z 

25. Demostrar que eos z es par, eos (-r) = eos z, y que sen r es impar, sen (-z) = -sen z„ 

26. Demostrar que eos z = sen (r + y n) y que sen (n-z) = sen z, como en los reales. 

27. Demostrar que senh z y cosh z son periódicas con periodo 2 ni. 

28. A partir de (9) y (15), obtener las reglas de la adición 

cosh (Zj + z 2 ) = cosh Zj cosh z 2 + senh ZjSenh z 2 , 
senh (Zj + z 2 ) = senh z¡ cosh z 2 + cosh ZjSenh z 2 . 

29. Demostrar lo siguiente 

eos 2 z + sen 2 z = 1, eos 2 z — sen 2 z = eos 2z 

cosh 2 z — senh 2 z = 1, cosh 2 z + senh 2 z = cosh 2z„ 

30. Demostrar que |senh y¡ S |cos z| < cosh y y |senh y\ < |sen z| < cosh y Concluir que el 
coseno y el seno complejos no están acotados en todo el plano complejo. 


ir % 1. '3. 5. - 3 . D- v) ! "3 'D 1) ^ ó ^ 3 v v 
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12.8 LOGARITMO. POTENCIA GENERAL 


Como última función se introduce el logaritmo complejo, que es más complicado que 
el logaritmo real (que lo incluye como caso especial) e históricamente puso en aprie¬ 
tos a los matemáticos durante algún tiempo (de modo que si el lector se encuentra en 
aprietos, lo cual no necesariamente sucederá, debe tener paciencia y trabajar esta 
sección con cuidado especial). 

El logaritmo natural de z = x + iy se denota por ln z (algunas veces también por 
log zj y se define como la inversa de la función exponencial; es decir, w = ln r se 
define para mediante la relación 

e w = z. 

(Observar que z = 0 es imposible, ya que e'" A 0 para todo w; ver la sección 12.6) Si se 
hace w = u + iv y z = re ís , lo anterior se vuelve 

e W _ e u + iü _ re it> 

Luego, por la sección 1.2.6 se sabe que el valor absoluto de e“"' es e“ y que su argu¬ 
mento es v. Estos deben ser iguales al valor absoluto y al argumento de la derecha: 

e u = r, u = 0. 


Con e" - r se obtiene u - ln r, en donde ln r es el conocido logaritmo natural real del 
número positivo r = |z|, Por tanto, w = u + iv = ln z está dado por 


( 1 ) 



(r = |z| > 0, 0 = arg z). 


A continuación sigue una cuestión importante (sin análogo en cálculo real): Como el 
argumento de z está determinado sólo hasta múltiplos enteros de 2n, entonces el 
logaritmo natural complejo ln z (z =£ 0) posee una infinidad de valores. 

El valor de ln z correspondiente al valor principal Arg z (ver ¡a sección 12.2) se 
denota por Ln z y se denomina valor principal de ln z. Así, 



(z # 0). 


La unicidad de Arg z para z (?t 0) dado implica que Ln z posee un solo valor; es decir, 
se trata de una función en el sentido acostumbrado. Debido a que los otros valores de 
arg z difieren por múltiplos enteros de 2 tt, entonces los demás valores de ln z están 
dados por 



Todos tienen la misma parte real, y sus partes imaginarias difieren por múltiplos ente¬ 
ros de 2jz 

Si z es un real positivo, entonces Arg z = 0 y Ln z se vuelve idéntico al logaritmo 
natural real conocido por cálculo. Si z es un real negativo (de modo que no está defi¬ 
nido el logaritmo natural real conocido por cálculo), entonces Arg z-ny 


Ln z = ln |z¡ + m. 
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EJEMPLO 1 Logaritmo natural. Valor principal 

in 1 ™ 0, ±27 tí, ±47 ri, - L.n i = 0 

ln 4 = 1.386 294 ± 2nm Ln 4 = 1,386 294 

ln(-l) = ± 777, ± 3 jn, ± 5ttí, ■ - L.n { — 1) = m 

ln (-4) = 1.386 294 ± (2 n + \)m L.n (-4) = 1.386 294 + m 

ln i = ttí/2, — 3ml2, 5m/2, • Ln / — ttí12 

ln 4/ ~ 1.386 294 + ± 2nm Ln 4/ ~ 1.386 294 + vil! 

ln (— 4i) = 1.386 294 - m/2 ± 2mt¡ Ln(-4í) = 1.386 294 - m/2 

ln (3 - 4/) = ln 5 + / arg (3 - 4/) L.n (3 - 4/) = 1.609 438 - 0..927 2951 

= 1.609 438 - 0,927 2951 ± 2mr¡ B 

Las conocidas relaciones para el logaritmo natural siguen cumpliéndose para valores 
complejos, es decir, 

(4) (a) ln (z 1 z 2 ) = ln z x + ln z 2 , (b) ln (z 1 /z 2 ) = ln z s — ln z.¿ 

aunque estas relaciones debe comprenderse en el sentido de que cada valor de un 
miembro también está contenido entre los valores del otro miembro. 

EJEMPLO 2 Ilustración de las relaciones funcionales (4) en los complejos 

Sea 

Zi = z 2 = (.>" = - I. 

SI se toma 

in Zj ™ ln z 2 = 7ri, 

entonces (4a) se cumple en el supuesto de que se escriba ln (z,z ; ) = ln 3 = 2m\ esto no es cierto para el 
valor principal. Ln (z,z,) = ln 1 = 0 B 

Por (1) y é nr = r para r real positivo se obtiene 

(5a) e ln 2 = Z 

como se esperaba, pero, como arg (e 1 ) = y± 2nn posee múltiples valores, 

(5b) ln (e 2 ) = z ± 2nwi. 

Para todo entero no negativo fijo n, la fórmula (3) define una función. Se demos¬ 
trará que cada una de estas funciones, en particular el valor principal Ln z, es analítica 
excepto en z = 0 y excepto en el eje real negativo (en donde la parte imaginaria de tal 
función ni siquiera es continua, sino que tiene un salto de magnitud 2n). Lo anterior se 
logrará probando que 

(ln zY = - 

Z 


(6) 


[n en (3) es fijo, z es un real no negativo o cero].. 
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Todos estos valores son reales, y el valor principal (/? = 0) es e"' 1 ' 2 . De manera semejante, por cálculo 
directo y multiplicando el exponente, 

(I + O 2- * = exp [(2 - i) ln (1 + 0] = exp 1(2 - i) (ln V5 + \m ± 2nm}] 

_ 2 e M - 2n "-[ sen (i ln 2) + i eos ln 2)]. B 

Un convencionalismo es que para un real positivo z = x, la expresión zf significa e c 10 
en donde ln x es el logaritmo natural real elemental (es decir, el valor principal 
Ln:(r = r> 0) en el sentido de la definición). También, si z = e, entonces la base del 
logaritmo natural, zf + ef se considera convencionalmente como el único valor obteni¬ 
do a partir de (1) én la sección 12.6. 

Por (7) se observa que para cualquier número complejo a. 



Ahora se han introducido las funciones complejas necesarias para el trabajo prác¬ 
tico, de las cuales algunas (e% eos z, sen z, senh z) son enteras (sección 12.6), algunas 
(tan z, cot z, tanh z, coth z) son analíticas excepto en ciertos puntos, y una de ella (ln z) 
se divide en un infinidad de funciones, cada una de las cuales es analítica excepto en 
0 y sobre el eje real negativo. 

Problemas de la sección 12.8 

1. Comprobar los cálculos del ejemplo 1. Graficar algunos de los valores de ln (3 - 4/) en el 
plano complejo. 

2. Comprobar (4) para = -/ y z = —1. 

3. Demostrar la anaiiticidad de Ln z aplicando las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma 
polar (ver la sección 12.5), 

4. Demostrar (5a) y (5b), 

Calcular el valor principal Ln z si z es igual a 

5. 1 + i 6. -4 7. -3 - 4i 8. 2.5 + 3.8/ 

9. -100 10. -16.0 - 0.1/ 11. -16.0 + 0.1/ 12. 0.6 + 0.8/ 

Encomiar todos los valores de las expresiones dadas y graficar algunos en el plano complejo. 
13. ln 1 14. ln e 15. ln ( - 7) 16. ln ( — 0.01/) 

17. ln (0.8 - 0.6/) 18. ln (e 2i ) 19. ln (— e~ ¿ ) 20. ln (1.3 + 2.8/) 

Resolver las siguientes ecuaciones paraz 

21. ln z = 3 — j. 22. ln z 

24. ln z = (2 - ¿iln- 25. In z 

27. ln z = 4 - 3/ 28. ln z 

Encontrar el valor principal de 

29. i 1 ' 2 30. (1 + i) ¡ 31. 3 3-i 32. 2 2i 

33. (1 - /) 1+i 34. (1 + /)i-i 35. (5 - 2Í) 3 + " 36. {-5) 2 - 4¡ 

37. (2 - /) 1+i 38. (3 + 4/) 1/3 


■;> 2 £¡. 2) % J d J j 2 ® '2 ® ¿l T 22 ® ® ® '® # # i? ÍM 


= -2 - |/ 23. ln z = 2 + fjri 

= 0.3 + 0.7 i 26. ln z = y/2 + iri 

= -5 + 0.01/ 
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•í 

Por definición, el seno inverso vv = sen -1 z es la relación tal qae sen vv = z. El coseno inverso í 
tv = eos - ’ z es la relación tal que eos vv = z. La tangente inversa, la cotangente inversa, el seno v 
hiperbólico inverso, etc, se definen y denotan de manera semejante (Observar que todas í 
estas relaciones poseen múltiple s valores ) Usando sen vv = (e'“ - e '■ )/2i y representaciones i: 
semejantes de eos vv. etc . demostrar auc L 
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39. sen -1 z 
41. cosh -1 
tan -1 z 


- i ln (íz + VI 
ln (z 


- í ln (z + \/z 2 


43. 

45. 


“ 2 1 " 


+ N 
i + Z 


2 ) 40. eos 1 

42. senil -1 z = ln (z + \/z 2 + 1) 
44. tanh -1 


I) 


1 1 + z 

- n- 

2 1 - z 


Demostrar que vv = sen' 1 z posee una infinidad de valores múltiples, y si vv, es uno de tales 
valores, entonces los demás son de la forma vv, ± Irtn y rr-vv, ± 2r¡n, n = 0, 1, . . (El 
valor principa! de vv = u + iv = scn -! z se define corno aquél para el que —tt/2 u < nJ2 si 
v > 0 y -71/2 < u < ji/2 si v < 0 ) 


mñ 


12.9 MAPEOS POR FUNCIONES ESPECIALES 
OPCIONAL 

En esta sección opcional, las funciones elementales se analizarán como mapeos desde , 
un punto de vista geométrico. Lo anterior complementará el conocimiento del estu¬ 
diante sobre tales funciones. Las propiedades de mapeo de las funciones analíticas en ¡ 
general se analizarán en el capitulo 16, jumo con aplicaciones en el capítulo 17. 

Por cálculo se sabe que es posible graficar una función real y—J{x) en el plano xy. 
Para una función compleja 


í| 


f-, V 


U + ID 


í(z) 


{z = X +¡y) 


se requieren dos planos: el plano z en que se grafican los valores de z, y el plano w, en 
donde se grafican los valores correspondientes de la función vv De esta manera, 

una función dada/asigna a cada punto z en su dominio de definición D el punto 
correspondiente w =/r). en el plano w. Se dice que/define un mapeo (aplicación) de 
D en el plano vi' Para cualquier punto z„ en D, el punto w 0 =/(z 0 ) se denomina imagen 
de z 0 con respecto a/ Más generalmente, para los puntos de una curva C en D , los 
puntos imagen constituyen la imagen de C; de manera semejante para otros conjuntos 
de puntos en D 

A continuación se plantea la siguiente idea. Al graficar simples puntos y sus 
imágenes no se obtiene mayor conocimiento sobre las propiedades de mapeo de una 
función dada. Para lograr lo anterior es mucho mejor graficai y estudiar regiones y sus 
imágenes, o familias de curvas simples (por ejemplo, rectas paralelas o circunferen¬ 
cias concéntricas) y sus imágenes Este método se explicará para las funciones ele¬ 
mentales en términos de ejemplos selectos de importancia práctica. 


Funciones lineales. Potencias enteras positivas de z 

EJEMPLO 1 Mapeo irsaz+ü 

Describir, en términos geométricos, las propiedades de mapeo de la función lineal vv — az + b 


'Ü 

OÍS® 


h A 


_i_L 


-J o. 


J_I_I_I.I. 


(plano 2 ) 


5 u 


(plano iv) 


Figura 301. Traslación w = z + 2 + L 


Solución, si a • 1, se traía de una traslación vv — z + b que mueve (traslada) cada punto en la dirección de 
b a través de la misma distancia |A¡ Por tanto, cada figura y su imagen son congruentes En la figura 301 
se muestro un ejemplo 6 = 0 proporciona el mapeo Identidad vv = z. que deja fijo a cada punto 

Si b = 0, se obtiene vv = az. Para |a| = I. se tiene a = e"' y vv = e"‘z, que es una rotación a lo largo de un 
ángulo a En la figura 302 se muestra un ejemplo Para a real con 0 < a < 1 se obtiene una contracción 
uniforme y para a real con a > I se obtiene una dilatación uniforme (Explicar lo anterior ¿Qué sucede 
para a real negativa?) 




Figura 302. Rotación w = iz. (Ángulo de rotación nJ2, en sentido 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj). 

Combinando los resultados, se concluye que ia función linea! general vv ~ az -v b es una rotación y una 
dilatación (o contracción) vv, = az seguida por una traslación vi- = vv, -t- b Por ejemplo, en la figura 303 se 
muestran una rotación en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj a lo largo de un 
ángulo txJA y una dilatación por el factor 11 + tj = ^¡2 seguidas de una traslación vertical hacia arriba 8 



Figura 303. Transformación lineal w= u+ iv= (1 + i)z + 2 i, que consta de la 
rotación y dilatación w, = L/, + /V, = (1 + /) seguida de la traslación w = w + 2 i. 
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EJEMPLO 2 Mapeo W = Z 2 

Encontrar las imágenes de las circunferencias |z| = r 0 = constante y de los rayos 9 — 0 U = constante bajo el 
mapeo n» = z 1 .. También encontrar la imagen de la región \ <\z\< 3/2, re/6 < 9 < re/3.. 

Solución* En términos de coordenadas polares. 


Lo anterior muestra que cada circunferencia [zj = r u es mapeada sobre la circunferencia |jv| — r 0 a , y que 
cualquier rayo 6 = 0 {) lo es sobre el rayo 0 = 20 u Por tanto, la región es mapeada sobre la región I < |iv| <£ 
9/4, re/3 < (p < 2 re/3 en el plano w (ver la figura 304) 

Las circunferencias y los rayos considerados se cortan formando ángulos rectos, y el mapeo w ~ z l 
preserva estos ángulos; las imágenes correspondientes también se intersecan formando ángulos rectos. 
Este hecho es característico de las funciones analíticas; preservan ángulos entre cualesquiera curvas que 
se corten, como se verá en el capítulo 16. Una excepción ocurre en los puntos en que/Xz) = 0. Para w — z J 
se tiene w' = 2z = 0 en z = 0; de hecho, se observa que las imágenes de ios rayos no forman el mismo 
ángulo que los rayos mismos, sino que forman el doble de este ángulo ' B 




J 2 x 


-3 ”2 -1 0 I 2 3 


Figura 304, Mapeo w — z 2 „ 

El ejemplo 2 es un caso modelo para todas las potencias enteras positivas de r? En , 
términos de coordenadas polares, 

vw = Re 1 * = z n = r n e inB 

Lo anterior muestra que w = z" mapea circunferencias |z| = r Q en circunferencias jw| = r Q n , 
y rayos 6- 6 0 sobre rayos 0 = n0 Q . Por ejemplo, w = z 3 triplica los ángulos en 0. Por tanto, 
w^z^ mapea la región angular 0 < 6<7i/n sobre la mitad superior del plano w (figura 305). 




Figura 305, Mapeo definido por w = z n . 


Función exponencial y función logarítmica 

Así como en los ejemplos previos, se mostrarán varias propiedades de los mapeos 
mediante la consideración de curvas y regiones para las que es posible obtener las 


1 y 3 


1 j ; ') 3 l 3 3 3- 3. 3 3 3. .3. 


j. > ;: 'X 
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imágenes correspondientes sin necesidad de efectuar cálculos, sino simplemente apli¬ 
cando propiedades de las funciones en consideración. Esta es la ¡dea general que 
subyace en el análisis de toda la sección. 


1 

Q 5 . 


3 

1 U 

2 

/ f 

i 1 i, 

-3 -2 -1 ( 

) 1 2 3 u 


Figura 306. Mapeo por w= e* [ejemplo 3, inciso (b)]. 

EJEMPLO 3 Función exponencial w= e* 

Para w = e-\ encontrar la imagen de: 

(a) las rectas x — x () = constante y y ==y (l = constante. 

(b) e! rectángulo 0 <x £ 1, 4 <y < I 

(c) la región fundamental ~7t<y < re.. 

(d) la banda horizontal 0 <y < re. 

Solución, (a) Recuérdese de la sección 12.1 que |wj = e y que arg ir = y. Por tanto, j: = x„ es mapeado 
sobre la circunferencia |u-j = e"\ y y = y a lo es sobre el rayo arg ir = y 

(b) Por el inciso (a) se concluye que cualquier rectángulo con lados paralelos a los ejes de coordenadas 
es mapeado sobre una región acotada por porciones de los rayos y circunferencias. Ver la figura 306 

(c) Esta región fundamental es mapeada sobre todo el plano w (corte a lo largo del eje real negativo) 
sin el origen 0 Más generalmente, cada banda horizontal acotada por dos rectas y ~ c y y = c + 2tt es 
mapeada sobre todo el plano w sin el origen Lo anterior refleja el hecho de que u< = tr es periódica con 
periodo 2kí 

(d) La banda 0 £y < n es mapeada sobre la mitad superior del plano w. Su mitad derecha (x > 0) es 

mapeada sobre el exterior de la circunferencia unitaria M = I, y su mitad izquierda (x < 0), sobre el 
Interior sin 0 (figura 307) ’ g 





Figura 307. Mapeo por w- 


-I 0 1 

e 1 [ejemplo 3, inciso (d)] 


Ahora se considerará el mapeo definido por el logaritmo natural. Para analizar¬ 
lo se usará la siguiente idea y principio básica. Las propiedades de la inversa de un 
mapeo w = f(z) pueden obtenerse a partir de las propiedades del mapeo mismo me¬ 
diante el intercambio de los roles de tos planos zy w. Dado que el logaritmo natural vv 
= u + ¡v = In r es la relación inversa de la función exponencial, entonces por el inciso 
(c) del ejemplo 3 se concluye que w = Ln z, z yt 0, (el valor principal de In z) mapea el 
plano r (corte a lo largo del eje real negativo y con z — 0 omitido) sobre la banda 
horizontal — n < v < k dei piano w. Como el mapeo 

w = Ln z + 2 777 


J. J 
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difiere de w = Ln z por la traslación 2n¡ (verticalmente hacia arriba), entonces este 
mapeo transforma el plano z (corte como antes y 0 omitido) sobre la banda n < v < 3 k, 
De manera semejante para cada uno de la infinidad de mapeos 

— !n r -- Lp. z =t 2:irr: ~ 0 1 2 ■ ■) 

Las bandas horizontales correspondientes de ancho 2 (imágenes del plano z bajo 
estos mapeos) juntas cubren todo el plano w sin traslaparse. Se invita al lector a inter¬ 
pretar los otros incisos del ejemplo 3 en términos del mapeo w = Ln z, intercambiando 
ios roles de z y w en el ejemplo. 

En el capítulo 16 se analizarán las propiedades de mapeo de otras funciones 
(trigonométr icas, hiperbólicas, lineales fraccionarias, etc.) 


Problemas de la sección 1,2.9 

Considerar el mapeo w = (I -/>+ 2. Encontrar y graficar las imágenes de las curvas o regiones 
dadas, 

1. -r = 0, 1, 2, 3 2, y = -2, 0, 2, 4 3. |z + l| g 1 

Graficar las imágenes de las siguientes regiones bajo el mapeo w = z 2 . 

4 ‘M = 3 5. 1.5 S | z | < 2.1 6. |arg z| S tt/8 

7 ‘ w > 4 8. tt/2 s arg z S, ir 9. 0 < |z| S 1/2 

10. (Curvas de nivel) Considerar w = u + iv = z 1 . Demostrar que las cunas de nivel de u; es 
decir, las curvas u = constante en el planos, son hipérbolas con asíntotas y = =fcx, Graficar 
unas cuantas.. 

1). Encontrar las curvas de nivel v = constante en el problema 1 0 y graficar unas cuantas. 

12. Demostrar que w = u + iv = z 1 mapeax = c sobre la parábola v 2 = 4c 2 (c 2 - u) y grafiqueia 

para c = 2, ], y , 0. ' 

13. Encontrar la imagen de y = k bajo el mapeo w = u + tv= z 1 

Encontrar y graficar las imágenes de las siguientes curvas y regiones bajo el mapeo w - \/z en 
donde z * 0, “ 

14 ’ M < 1 15. |z| = 1/2 16. y > 0 

Encontrar y graficar las imágenes de las siguientes curvas y regiones bajo el mapeo w = é=, 

17. x S 1, |y| Sí 18. x = 0 19 . A . > i/ 2 , 0 < y < rr 

20. |.vj < a, |y| < b 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 12 

1. L.a definición de muitiplicacíón de números complejos parece extraña a primera vista. 
¿Cuál es su motivación? 

2. ¿Cuál es el significado geométrico de la multiplicación de un número complejo por /? 

3. Si se proporcionan |z| y are tan (y/x), ¿el número |z|e" está determinado de manera única? 

4. ¿Qué se entiende por el valor principal del argumento de un número complejo? 

5. ¿Cuál es la desigualdad del triángulo? ¿Qué significa geométricamente? 



! (y¡ 0 (ú f'< r 
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* 6. ¿Cuál es la fórmula de De Moivre y para qué es útil? 

7„ Escribir de memoria qué entiende por el hecho de que_/{z) es analítica en un dominio D., 
Por el hecho de que/(z) es analítica en un punto., ¿Qué es un dominio? 

8. ¿Son analíticas jr|, Rezelm z? Justificar las respuestas. 

9* ¿Cómo probaría el lector la analicitidad? 

10. La fórmula para la derivada se parece a la del cálculo, pero existe una gran diferencia. 
Explicar lo anterior.. 

11. ¿Es posible que una función sea diferenciable en un punto sin que sea analítica ahí? 

12. ¿Qué es una función entera? Proporcionar ejemplos y contraejemplos.. 

13. ¿Cómo se define e : l ¿Qué es una banda fundamental? 

14. ¿Cuáles propiedades de e 2 son semejantes a las de e*? ¿Cuál es diferente? 

15. ¿Cómo están relacionados eos z y sen z con e : l 

16. ¿Tiene soluciones la ecuación sen z = -100? 

17. ¿En qué sentido el logaritmo complejo es mucho más complicado que el logaritmo real? 

18. ¿Cómo se define Ln z? 

19. ¿Qué recuerda el lector sobre 1/7, /F, -/T? 

20. Si se conocen los valores de 8 /F» ¿cómo se obtienen a partir de ellos los valores de 8 /z 
para cualquier z? 


Calcular lo siguiente en la forma x + iy 


21. (-2 4- 6/) 2 
25. 

3 ~ i 

Calcular 


22. (1 + O 4 

202 


23. (6 + /)/(2 - 3;j 24 . 25/(3 + 41) 2 


23 + 2/ 


(1 - 0 ° 


(3 + 4/) 4 
(3 - 4/) 3 


34. r? 
z 


" 3 + 2/ 

I 13 - 17/ 1 
17 + 13/ 


Encontrar y graficar todos los valores de las raíces. 
37. V^7 38. V3 + 4/ 39. 

Representar en forma polar lo siguiente. 


41. -6 + 6/ 


42. 17 + 4/ 


(1 + O 6 


43. VIÓ/(3 + /) 44. 2.6 + 1.7/ 


Graficar las siguientes curvas o regiones en eiplano complejo, 

45. |z + 1 — 3i| = | 46. 2 < |z + r| < 3 

47. Re z a Im z 48. Re (z 2 ) S 1 

Encontrar una función analítica j\z) = u(x, y) + /v(x, y) tal que 

49. o = y/(x z + y 2 ) 50. u = eos 2xy 

51. u = eos x cosh y 52. u = x 2 - 2xy — y 2 

¿Son armónicas las siguientes funciones? En caso afirmativo, encontrar una armónica 
conjugada. 

53. x 2 y 2 


54. e I,z eos ¿y 


55. x 3 - 3xy 


56. senx cosh y 




216 


D .>, > la 


NÚMEROS COMPLEJOS. FUNCIONES ANALÍTICAS COMPLEJAS : 


Encontrar el valor de la derivada de 

57. 2/z 4 en 1 + i 
59. sen z en 3 + 2i 

Resumen del capítulo 12 
Números complejos 
Funciones analíticas complejas 


58. e llz en i 
60. cosh z en 4 


3 i 


Para operaciones aritméticas con números complejos 

(1) z = x + iy = re w = r(cos 8 + i sen 0), 


r - |z| = Jx 2 + y 2 ,9 = are tan (y/x), y para su representación en el plano comple¬ 
jo, ver las secciones 12.1 y 12,2. 

Una función compleja/fz) = u(x,y) + iv(x,y) es analítica en un dominio D 
si tiene derivada (sección 12.4) 


(2) 


f'{z) 


lím 

Az—O 


f(z + Az) - f(z) 
Az 


en cualquier punto de D. También, J(z) es analítica en un punto z = z 0 si tiene 
derivada en una vecindad de z 0 (no sólo en z Q mismo). 

Si/z) es analítica en D, entonces u(x,y) y v(x, y) satisfacen las (¡bastante 
importantes!) ecuaciones de Cauchy-Riemann (sección 12.5) 


( 3 ) 


du 

3x 


du 

dy 


du 

dy 


du 

dx 


en todos los puntos de D. Entonces u y v también satisfacen la ecuación de 
Laplace 


(4) 


+ u.. 


u + u 

xx yy 


en todos los puntos de D. Si u(x, y) y v(x, y ) son continuas y tienen derivadas 
parciales continuas en D que satisfacen (.3) en D, entonces_/(z) = u(x,y) + iv(x,y ) 
es analítica en D. Ver la sección 12,5. (En el capitulo 1 7 se volverá a la ecuación 
de Laplace y al análisis complejo.) 

La función exponencial compleja (sección 12.6) 


(5) 


exp z — e x (eos y + i sen y) 


es periódica con periodo 2ni, se reduce a e x si z = x (y = 0), y su derivada es er. 
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Las funciones trigonométricas son (sección 12.7) 


( 6 ) 


eos z 


(e iz + e lz ) = eos x cosh y — i sen x senh y 


sen z = — (e lz — e tz ) = sen x cosh y + i eos x senh y 


tan z = (sen z)/cos z, cot z = 1/tan z, etc. 

Las funciones hiperbólicas son (sección 12.7) 


(7) 


cosh z = (e z + e z ) = eos t'z, 


senh z = - (e z — e 


-1 sen iz, 


etc. Una función entera es una función que es analítica en todos los puntos del 
plano complejo. Las funciones en (5)-(7) son enteras. 

El logaritmo natural es (sección 12.8) 


( 8 ) 


ln z = In |z| + i arg z 

= ln [z| + i Arg z ± 2/j m 


(arg z = 8, z # 0) 
(« = 0, I, • • ■), 


en donde Arg z es el valor principal de arg z; es decir, -ti < Arg z < n.. 

Se observa que ln z posee una infinidad de valores. Al tomar n - 0 se 
obtiene el valor principal Ln z de ln .z; así 


( 8 *) 


Ln z = ln |z| + i Arg z. 


Las potencias generales se definen como (sección 12.8) 


(9) 


y c in 


(c complejo, z # 0). 


Una función compleja w =j(z) define un mapeo de su dominio de defini¬ 
ción en el plano z hacia el plano w. Los mapeos definidos por las funciones (5), 
(8) y algunos otros se analizaron en la sección 12.9. (En el capítulo 16 se volve¬ 
rá a los mapeos de funciones analíticas.) 
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L.a integración en el plano complejo es importante por dos razones: 

K En aplicaciones aparecen integrales reales que pueden evaluarse me¬ 
diante integración compleja, mientras que los métodos usuales de cálculo inte¬ 
gral real fracasan. 

2. Algunas propiedades básicas de las funciones analíticas pueden estable¬ 
cerse por integración, mientras que sería difícil demostrarlas aplicando otros 
métodos. La existencia de derivadas superiores de funciones analíticas es una 
sorprendente propiedad de este tipo. 1 

En este capítulo se definen y comentan las integrales complejas. El resulta¬ 
do más importante de todo el capítulo es el teorema de la integral de Cauchy 
(sección 13.3), que implica la importante fórmula de la integral de Cauchy (sec¬ 
ción 13.5). En la sección 13.6 se demostrará que si una función es analítica, 
entonces tiene derivadas de cualquier orden. Por tanto, en este sentido las fun¬ 
ciones analíticas complejas se comportan de manera mucho más sencilla que 
las funciones reales de variables reales. 

(La integración por medio de residuos y las aplicaciones a integrales reales 
se considerarán en el capítulo 15.) 


Prerrequtsito para este capitulo: Capítulo 12. 
Bibliografía: Apéndice 1, parte D. 

Respuestas a ios problemas: Apéndice 2. 


13.1 


INTEGRAL DE LÍNEA EN EL PLANO COMPLEJO 

Así como en cálculo real, se distingue entre integrales definidas e integrales indefini¬ 
das o antiderivadas. Una integral indefinida es una función cuya derivada es igual a 


Demostrado recientemente, en í 961, sin recurrir a métodos de integración o métodos equivalentes [por 
P, Porcelii y E. H. Conneli ( Bit/lelin of the American Malhemalical Society, vol. 67, págs I 77-181.). 
quienes aplicaron un teorema de topología de G T. Whybum], 
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una función analítica dada en una región. Si se invierten las fórmulas conocidas, de : 
derivación, pueden hallarse muchos tipos de integrales indefinidas, 

La definición de integrales definidas, o integrales de línea, de funciones compléA; 
jas f{z) d e z = x + iy requiere algo de información sobre curvas en el plano complejo, i 
que se proporciona a continuación. 

Trayectoria de integración. En el caso de una integral definida real , en cálculo se : 
integra sobre un intervalo (un segmento) de la recta real. En el caso de una integral 
definida compleja —una integral de línea— se integra a lo largo de una curva C en el 
plano complejo 3 , denominada trayectoria de integración. Esta curva puede repre¬ 
sentarse en la forma 


(1) 


z(t) = x(t) + iy(t) 


donde t es un parámetro real. Por ejemplo, 

z(0 = t + 3 i t 

representa una porción de la recta y= 3 x (¡graficarlal). 

z(r) = 4 eos t + 4/ sen t 


O 


(0 


(- 


2 )’ 


7T ) § 
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221 


define la circunferencia |z| = 4, etc. (A continuación se proporcionan más ejemplos.) | 
C se denomina curva suave si su derivada es continua y diferente de cero 


zU) 


dz 

di 


.v(t) + iy(t) 


V | ■_ 


en cada punto. Geométricamente, lo anterior significa que C tiene una tangente conti- ígfjf jgggí 
nua en cada uno de sus puntos, como se deduce directamente a partir de la definición 


zU) 


lím 
At—o 


z{t + Al) 


zU) 


At 



Figura 308. Vector tangente i (f) de una curva C en el plano complejo, 
dado por z(f). La flecha en la curva indica el sentido positivo 
(sentido de t creciente). 


(Figura 308). 

¿taSS ' 1 

•XI;*’-'Íír"“ 

’ftóñV í"- ; 


I 

'•rlr/ id- 

©litfc 

'dívLcj): 

ía.T.'fi'.H. 1 . 

airfr 


- En realidad, a menudo sólo a lo largo de una porción (un arco) de una curva, aunque en cualquier caso -|5||pp£- 
para facilitar las cosas se dirá “curva”. Quienes hayan estudiado la sección 9.1 observarán que este 


para I 
análisis es semejante. 


J > ) 


) ) 






Definición de la integral de línea compleja 

Esto es semejante al método aplicado en cálculo. En el plano complejo se consideran 
una curva suave C dada en la forma (!) y una función continua/[z) definida (por lo 
menos) en cada punto de C. Luego, el intervalo tfStí áen(l)se subdivide (se hace 
una “partición”) por los puntos 


r o a )> 


'»<= *> 


donde / 0 < / < ■ 
puntos 


K' A es ^ a partición corresponde una subdivisión de C por los 


Z„ (= Z) 


(Figura 309), 


en donde z. - z(r). Sobre cada porción de la subdivisión de C se elige un punto arbitra¬ 
rio, por ejemplo, un punto f, entre z 0 y z, (es decir, = z{t), en donde t satisface t a S t 
S f,), un punto tj 2 entre z } y z ? , etc. Luego se forma la sumatoria 1 


2 fí£J 

m-1 


donde 


A z_ 


Lo anterior se efectúa para todo n = 2, 3, - - - de manera completamente independiente, 
aunque de modo que el mayor \At m \ = — tienda a cero cuando n o»; esto implica 

que el mayor |Az J también tiende a cero porque no puede ser mayor que la longitud de 
arco de C desde z m _ t hasta z m> y z m tiende a cero, ya que la longitud de arco de la curva 
suave C es una función continua de /. El límite de la sucesión de números complejos 
S p ■ ■ ■ así obtenida se denomina integra! de línea (o simplemente integral) de/fz) sobre 
la curva orientada C (denominada trayectoria de integración), y se denota por 


(3) 




Figura 309. Integral de línea compleja. 
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Si C es una trayectoria cer rada (una cuyo punto terminal Z coincide con su puntoAs^&SjKTiL 
inicial z como en el caso de una circunferencia o una curva en forma de 8), entonces 

también se usa la notación (estándar) LíSjIíiilpjp 

'l'SMfí.Viw'.M, 


t 


f(z) dz. 


En la siguiente sección se proporcionan algunos ejemplos. 

Suposicióngeneraí. Todas la ir ay>ec i on as de integrac ión de integral es de línea com- sl 5 -:;!|í'¿ 


piejos son suaves por secciones; es decir, constan de un número finito de curvas 
suaves unidas extremo con extremo 

Existencia de la integral de línea compleja 3 



ír® 


Con base en las suposiciones de que/(z) es continua y C es suave por secciones, se 
concluye la existencia de ia integral de línea (3) De hecho, así como en el capitulo 


previo, se escribirá f{z) = u(x, y) + iv (x, y).. También se hace 

G = G + % y Az m = Ax m + i'Ay m . 
Así, (2) puede escribirse como 

(4) = E U< + íu)(Ax + í’Av ) 




\|J ’ 


•i 




■¿re- 

0; 

«: 

;Ét¡ 


■6 


en donde íí = u(§ ni , r) m ), v = v(i^, r¡ ) y se suma sobre m desde 1 hasta n. Ahora es 1 f 
posible dividir S en cuatro sumatorias: 3B!®I 

^ ^ r_ _ i »i 

S n = S « Ax m - E» Ay + i 


E “ Ay m + E ^ Ax 


GE; 


III 


Estas sumatorias son reales. Como /es continua, entonces u y v son continuas. Por Sp 
tanto, si se deja que n tienda a infinito de la manera ya mencionada, entonces ios 
mayores Ax y A y m tenderán a cero y cada sumatoria del miembro derecho se vuelve ,§§f| 
una integral de línea real: 




(5) lint S n = f{z) dz = f u dx — I u dy + i j u dy + í o dx 

n —»CO -'/-I "Vi "Vi "Vi -Vi 




m 


Lo anterior muestra que con las suposiciones establecidas (f continua y C suave j 


secciones) la integral de línea (3) existe y su valor es independiente de cómo se elijan :,í¡J§j 
las subdivisiones y los puntos intermedios £, * ■'lísi 


Tres propiedades básicas de las integrales de línea complejas 


■ i 

- ? j 




A continuación se mencionan tres propiedades de las integrales de linea comple- ,jj||S' 
jas bastante semejantes a las correspondientes a integrales definidas reales (y a |$¡|jg 

18» 

¡i p 




En cuso de no querer mencionar integrales de linea reales, la expresión (1) de la siguiente sección puede 
considerarse como ¡a deflnición de la integral de linea compleja aj-ñi 


■ó.«t 


.'■Ven 
■ -v..;a 


las integrales de línea reales), y que se concluyen inmediatamente a partir de )a 
definición. 


1. La integración es una operación lineal; es decir, una suma de dos (o más) 
funciones puede integrarse término a término, y es posible “sacar” de ia integral a los 
factores constantes: 


(6) f[k 1 f 1 (z) + k 2 f 2 (z)] dz = A, ff 1 (z) dz + k 2 ff 2 (z) dz. 

"c J c J c 

2. Ai descomponer C en dos sumandos Cj y C 2 (figura 3 10), se obtiene 


(7) 


Jf(z) dz = J f(z ) dz + J f(z) dz 


c 1 -c 2 

3. Al invertir el sentido de integración se obtiene el negativo del valor original: 

( 8 ) f f(z) dz = -j °f(z ) dz; 


por lo que la trayectoria C con puntos terminales z 0 y Z es la misma ; a la izquierda se 
integra desde z 0 hasta Z, y a ia derecha se integra desde Z hasta z 0 „ 

En la siguiente sección se presentan métodos de integración y ejemplos trabaja¬ 
dos de integrales, y en su parte final se presentan problemas. 


Figura 310. Subdivisión de una trayectoria fórmula (7) . 


13.2 


DOS MÉTODOS DE INTEGRACIÓN. EJEMPLOS 


La integración compleja es rica en métodos para evaluar integrales. A continuación se 
analizarán los dos primeros de tales métodos, y posteriormente, en este capítulo y en 
el capitulo 15, se proporcionarán otros. 


Primer método; Uso de una representación de la trayectoria 

Este método se aplica a cualquier función compleja continua. 


Teorema 1 (Integración mediante el empleo de la trayectoria) 

Sea C una trayectoria suave por secciones, representada por z = z(t), donde a ¿t <b. 
Seaf(z) una función continua sobre C. Entonces 


( 1 ) 


ff(z) dz = J f[z(0]z(t) dt 


dz 

dt 
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Demostración. El miembro izquierdo de (1) está dado por (5), sección 13.1, en térmi¬ 
nos de integrales de línea reales, y se demostrará que el miembro derecho de (1) 
también es igual a (5). Se tiene que z = x + iy, por lo que ¿ = x + iy Simplemente se 
escribe u por u[x(t), >>(/)] y v por v[x(í),y(r)]. También se tiene dx = x dty dy — ydt: 
Por consiguiente, en (1), 

r b r b . 

J fíz(t)]z{t) di = J (u + iu)(x + iy) dt 

[u dx — u dy + i{u dy + v dx)]. 


L 


La expresión en el último renglón es el miembro derecho de (5) en la sección 13. 
Esta era la afirmación, por lo que se ha completado la demostración. 

Pasos para la aplicación del teorema 1. 

(A) Representar la trayectoria C en la forma z{t) (a £ / < b). 

(B) Calcular la derivada ¿ (/) = dz/dt. 

(C) Sustituir z(/) por todo z en/r) (por tanto, x(t) porx y y(l) por y). 

(D) ¡ntegrar/[z(f)]¿ (t) sobre t desde a hasta b. 

EJEMPLO 1 Un resultado básico: la integral de 1/zalrededor de la circunferencia unitaria 

Demostrar que 



- lis® 


( 2 ) 


dz 

z 


2ttí 


M 


•A 

i if' 

'.V'nvKi- 




(C es la circunferencia unitaria, en sentido . 

contrario al movimiento de las manecillas 

del reloj). «$$| 

Mt§ 

Este es un resultado muy importante que será necesario muy a menudo 

Solución. La circunferencia unitaria C (ver la sección 12,3) puede representarse en la forma í|p||| 




zU) 


eos í + i sen t 


■itTttVVi 


de modo que la integración en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj corresponde a 
un incremento de t desde 0 hasta 2 k. Por diferenciación, 

z{t) — — sen t 4 / eos t 

También,y[z(r)] — l/z(/) Aflora, la fórmula (1) produce el resultado deseado 

’ dz f _ j 

o 


m 

Mm. 

ü 


f-/ 


eos t 4 / sen t 


■ ( — sen / 4 i eos t) dt 


r 2 " 

i J dt 


2m\ 


le- 

i® 


fe 


L.a fórmula de Euler (sección 12.6) es de utilidad para ahorrar esfuerzo de cómputo aí representar la ^0^ 
circunferencia unitaria simplemente como 

|pff : 

Ü 

(«tefe 

.«p 


zU) 


Entonces l/z(t) = e t£ , dz 


? ¡t dt. 


1 l ,"v 


)' 


] 4 4 


")■ J 


m 4 ■■), 44 nry) 
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Como antes, ahora se obtiene con más rapidez 
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, ¿V 2 tT 

tj) ~~ =x J e" it ie it dt ~ i J dt — 2 t, 


EJEMPLO 2 Integral de potencias enteras. 

Sea y(z) = (z — z,,)" en donde m es un entero y z ü es una constante Integrar en sentido contrario al 
movimiento de las manecillas de! reloj alrededor de la circunferencia C de radio p con centro en z n 
(figura 311) 

Solución. C puede representarse en la forma 


Entonces, se tiene 


zU) - z 0 4 p(cos / 4 i sen t) — z Q 4 pe lt 
(z - z 0 ) m = p m e iml t dz = ipe il dt 


(0 ^ t & 2t r). 


y se obtiene 


í f 2w • • r Zw 

fU~ z 0 ) m dz « j p m e imt ipe tt dt = ip m + 1 I e í(7n + 1)£ dt. 


Por la fórmula de Euler (5) en la sección 12.6, el miembro derecho es igual a 

2rr 2rr 


f r r 1 

+ 1 I eos (m 4 1)/ dt 4 / í sen (m 4 1 )t dt 
L J o ~o 


Si m = ~1, se tiene p m * 1 — 1, eos 0=1, sen 0 = 0 y así se obtiene 2 ni. Para enteros m # l, cada una de las 
dos integrales es cero porque se íntegra sobre un intervalo de longitud 2nr, igual a un periodo de! seno y de! 
coseno. Por tanto, el resultado es 


(3) 


(z - z 0 ) m dz 


2 tri (m = — 1 ), 

0 (m # — 1 y entero). 



Dependencia con respecto a la trayectoria. A continuación se presenta un hecho 
muy importante. S¡ una función dada /(z) se integra desde un punto z 0 hasta un punto 
z s a lo largo de trayectorias diferentes, entonces en general las integrales tendrán valo¬ 
res distintos. En otras palabras, una integral de linea compleja depende no sólo de 


')(vvDf J-'J, y y y . j 


A Á J, 


Á J. 
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/os punios terminales de la trayectoria, sino en general también depende de la tra¬ 
yectoria misma. Considerar ei siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 3 Integral de una función no analítica. Dependencia con respecto a la 
trayectoria. 

Integrar J[z) = Re z = x desde 0 hasta 1 + i (a) a lo largo de C en la figura 3 12, (b) a lo largo de C, que 
consta de C, y C, 

Solución, (a) C' puede representarse como z{r) = t + /'/ (0 < t j* 1)., Por tanto, 

¿(/) =1+/ y flzU)] = -*(/) = t (sobre C*), 




A continuación se calcula 

f Re z dz = f /(1 + /) clí = I + /).. 
c* *0 

(b) C, puede representarse como z(/) = / (0 < / g I).. Por tanto, 

Z(') = i y ñzun = x(r) = r 

C, puede representarse como z(0 =1 + it (0 < / £ I).. Por tanto, 

¿(0 = < y i U(0J = xu) = i 

Aplicando (7) de la sección 1.3 I, se calcula 

Ír e Z cfz = f Re z dz + f Re j rfz = f r di + f I i dt = i + i. 

J C 4 © i o 

Observar que este resultado difiere del resultado en el inciso (a) 


r 


L 

2 = 1 +t 

\ 

\ 

\ 

\ ° 
V 
\ 

\ 

\ 

,c 2 


(sobre Cj) 


(sobre C,) 


Figura 312. Trayectorias en el ejemplo 3. 

Segundo método: Integración indefinida 

En cálculo real, si para una función continua dadayfx) se conoce una F(x) tal que F'(x) 
= /(x). entonces por el primer teorema fundamental del cálculo integral se tiene que 


r° 

J f(x) dx = F(b) - F(a) 


[F'M = /(*)]. 


Este método se extiende a funciones analíticas complejas bajo las condiciones del 
siguiente teorema, y es mucho más sencillo que el método recientemente analizado, 


r© © ©. © © © © © © © ©; ©■■ © © © í‘ 
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una vez que se ha encontrado una F(z) cuya derivada F'(z) es Igual a la función j[¿) 
dada a integrar. Las fórmulas de diferenciación a menudo son de utilidad para deter¬ 
minar F(z), de modo que el método reviste gran importancia práctica. 

Teorema 2 (Integración indefinida de funciones analíticas). 

Sea ff,.) analítica en un dominio D simplemente conexo 4 , ¡entonces en ei dominio D 
existe una integral indefinida de f(z); es decir, una función analítica F(z) tai que 
F'(z) = f(z) en D, y para todas las trayectorias en D que unen dos puntos z D y z ¡ en 
D se tiene 


© 

J ñz) dz = FUy) - F(Z 0 ) 


[F'(z) = f(z)l. 


(Observar que es posible escribir z n y z ; en vez de D, ya que se obtiene el mismo valor 
para todos estos C desde z g hasta z .) 

La demostración de este teorema se proporciona en la sección 13.4 (usando el teore¬ 
ma de la integral de Cauchy, que se analizará en la siguiente sección). 

S¡./© es entera (sección 12.6), entonces para D es posible considerar el piano 
complejo (que ciertamente es simplemente conexo). 

EJEMPLO 4 


■ (I + <) 3 


2 2 
5 + © 


EJEMPLO 5 


eos z dz. = sen z 


— 2 sen. 7 tí = 2/senh rr = 23.097/ 


EJEMPLO 6 


O — OTTÍ 

f r ,a dz = 2c--' 2 


■5^,4 — 3771/2 _ ^,4 + ttí/2j _ q 


ya que tf es periódica con periodo 2kí. 


EJEMPLO 7 




Aquí D es e¡ plano complejo sin 0 y el eje real negativo (en donde Ln z no es analítica) y resulta evidente 
que es un dominio simplemente conexo i 


4 D se denomina , 1 simplemente conexo si toda curva simple cerrada (curva cerrada sin autointersecciones) 
en D contiene solamente puntos de D. 
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i 

EJEMPLO 8 La conexidad simple en el teorema 2 es esencial. o 

1 

Al aplicar la ecuación (4) con z, = z„ se obtiene F(z„) - FU,,)” 0: la integral sobre una trayectoria cerrada ■' 
es cero. Sin embargo (ver el ejemplo 1) ( 

j- j z (en sentido contrario al movimiento de las ,S 

J 7 = 2" manecillas del reloj sobre la circunferencia unitaria) ¡ 

aunque 1/z es analítica en la corona t <J< y ; este dominio no es simplemente conexo 8 ¡ 


Cotas para el valor absoluto de integrales 

Bastante a menudo es necesario calcular el valor absoluto de integrales de línea com¬ 
plejas. La fórmula fundamental es 


Jf(z) dz Si ML 


(Desigualdad MI.); 


L es la longitud de C y M es una constante tal que \f{z)\ < M en todos los puntos de C. • 

Demostración. Se considera Sj según se definió en (2) de la sección 13.1. Debido a la 
desigualdad del triángulo generalizada (6) de la sección 12.2, se obtiene 

|s»l = I i f(U AzJ s i |/(í m )| |AzJ s M £ |AzJ. 


Luego, |Aí | es la longitud de la cuerda cuyos puntos terminales son z m _, y z m (ver la 
figura 309 en la sección 13.1). Por tanto, la suma en el miembro derecho representa 
la longitud L' de la recta quebrada de cuerdas cuyos puntos terminales son z 0 , z p ■ • ■, 
z ; (= Z). Si n tiende a infinito, de modo que el mayor |AzJ tiende a cero como en la 
sección 13.1, entonces por la definición de longitud de una curva se tiene que L. 
tiende a la longitud L de la curva C. Con base en lo anterior se concluye la desigual¬ 
dad (5). 3 

A partir de (5) no es posible darse cuenta de qué tan próxima está la cota ML del 
verdadero valor absoluto de la integral, aunque esto no constituye ninguna desventaja 
en la aplicación de (5), como se verá más tarde. Por ahora se explicará el uso práctico 
de (.5) mediante un ejemplo sencillo. 


EJEMPLO 9 Cálculo de una integral. 

Enconlrar una cota superior deí valor absoluto de ia integral 


C es el segmento de recta que va de 0 a 1 + i 


3 3 >: 3. j) # 3 3 


3 1¡ 3 3. 3,3 33 313 3 3 'I 1 13 


St, %y- 

jr. ...' 
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Solución. Por (5). con L = Jl y l/(z)| = |z) < 2 en C se obtiene 
| Jr 2 Jz| S 2VÍ = 2 8284 

Ei valor absoluto de ia integral es |-2/3 + 2/3/j = 2/3 J 2 = 0.9428 (ver el ejemplo 4) 


Problemas de las secciones 13.1-13.2 

Encontrar una representación z = z(r) del segmento de recta con puntos terminales 

1. z = 0yz=l+2/ 2. z = — 3 + 2/ y z = -4 + 5/ 

3. z = 4 + 2¡ ; y z = 3 + 5/ 4. z = 0 y z = 5 + 10/ 

5. z = -Ai y z = -7 + 38/ 6. z = 1 - i y z - 9 — Si 


¿Qué curvas representan las siguientes funciones? 


7. (1 + 2¡)r, 0 S / S 3 

9. 1 - / - 2e u , 0 s / s rr 
11. t + 3/ 2 /, -1SIS2 
13. eos / + 2 i sen /, — -rr < t < ir 


8. 3 - it, - 1 3 = / S 1 
10. 2 + / + 3<? ¡t 0 S / < 2 rr 

12. t + 2// 3 , -2S/S2 

14. / + r l i, |S|S5 


Representar las siguientes curvas en la forma z = z(/) 

15. |z — 3 + 4/j = 4 16. |z — íj = 2 

17. y y 1/jr desde (1, I) hasta (3, 18. y = x 2 desde (0, 0) hasta (2, 4) 

19. x 2 + 4y 2 = 4 20. 4(x - l) 2 + 9(y + 2) 2 = 36 

Evaluar J" f{z)dz por el método del teorema 1 y comprobare] resultado aplicando el teorema 2. 

r 

21. j{z) = az + b, C el segmento de recta desde — 1 - i hasta 1 + A 

22. J{z) = e 2 -', C el segmento del problema l, 

23. j{z) — r\ C la semicircunferencia ¡z¡ = 2 desde —2 i hasta 2i en el semiplano derecho. 

24. J{z) = 5z 2 , C la frontera de! triángulo con vértices 0» 1, i (en el sentido del movi¬ 

miento de las manecillas del reloj).. 

I:,valuar j f(z)dz, en donde 
( 

25. /(z) = 2z* - z~\ C la circunferencia unitaria (en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj) 

26. J{z) = Re z, C la parábola y -x 2 desde 0 hasta ! + A 

27. J{z) — im z, C la circunferencia |z| — r (en sentido contrario al movimiento de las 

manecillas del reloj). 

28. J[ 2 ) = 4z - 3, C el segmenLo de recta desde i hasta 1 + i. 

29. J{z) = (z- ! ) _l + 2(z- 1 )~ 2 , C la circunferencia |z - 11 = 4 (en el sentido dei movimiento 
de las manecillas del reloj). 

30. J{z) = sen z, C el segmento de recta desde 0 hasta i 

31. J{z) = e 2z . C el segmento vertical desde m hasta 2 ni. 

32. J(z) = z coz z\ C cualquier trayectoria desde 0 hasta m\ 


h ID. 3 'j. 3 D 3 3 v J 3 3 3 3 3 3 3 j 3 3 3 '3 3 3 3 3 





r: r ; r 
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.33.. /(-) - cosh 3z, C cualquier trayectoria desde m/6 hasta 0 

.34. /(T) = ir, C la (romera del cuadrado con vértices 0, 1, t + i, i (en el sentido del 

movimiento de las manecillas del reloj) t-.l-ír. 

35. J{z) - Re (x 2 ), C el cuadrado del problema 34 

.36. J{z) ~ Im (z ? ), C e! cuadrado ue¡ prooiema 34, 

37. f{z) = 1 . C la parábola y = x 2 desde 0 hasta 1 +/. 

38. J[z) = (z - I)"' ™ (z - ] ) -2 , C la circunferencia |r - I¡ = y (en el sentido del movimiento 
de las manecillas del reloj) 

39. J[z) = sen 2 z, 

40. f{z) = sec 2 z, C cualquier trayectoria desde m/4 hasta nJA en el disco unitario 



C la semicircunferencia |z| = tí desde —m hasta m en e! semiplano derecho 




41. Evaluar [ Im (z 2 ) dz desde 0 hasta 2 + 4; a lo largo (a) del segmento de recta, (b) dej eje 


, |¡f 

x hasta 2 y luego vertical mente hasta 2 + 4/, (c) de la parábola y = x* 3íí. 

:!$§ 

:SÍ 

‘■.-¿■¡.i 


valuar ( 


42. Evaluar J (r -r r 3 ) dz desde 1 hasta — 1 a lo largo (a) del arco superior de la circunferencia 

í 

unitaria, (b) del arco inferior de la circunferencia unitaria 

43. Evaluar J" |z| dz 


Aplicando la desigualdad ML (5), encontrar cotas superiores para las siguientes integrales, 
donde C es el segmento de recta que va de 0 a 3 + Ai. 


48. 




U + 1) dz 


49, Je z dz 
c 


50. Encontrar una mejor cota en el problema 49 mediante la descomposición de C en dos 
arcos. 


TEOREMA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY 

Una integral de línea de una función/(r) depende no sólo de los puntos terminales de 
la^ trayectoria, sino también de la elección de la trayectoria misma (ver la sección 
13.2). Esta dependencia es inconveniente, por lo que se buscan situaciones en que no 
ocurra. La respuesta es sencilla: si/(r) es analítica en un dominio simplemente conexo 
(que se define a continuación). Este resultado (teorema 2) se deduce del teorema de la 


■íte' 

< '0$ : 
Jefe 


r desde A: z — 1 hasta B: z — i a lo largo (a) del segmento de recta AB, (b) 


fes? 

■ft 


*46 

kví.Ljí. 


de la circunferencia unitaria en ei semiplano izquierdo, (c) de la circunferencia unitaria en ~fpf| 
el semiplano derecho.. |l||j 

44. Demostrar la expresión (6) en la sección 13,1 >:IÜ 

45. Comprobar la expresión (6) de la sección 13., 1 para 4* fc 2 f^ ~ 3z — z 2 , donde C es la 

mitad superior de la circunferencia unitaria desde I hasta-]. ’ . : f®S 

46. Comprobar la expresión (7) de la sección 13.1 para/r)« 1 /z, donde Ces la circunferencia 11 
unitaria, C, es su mitad superior y C 2 es su mitad inferior. 

47. Comprobar ¡a expresión (S) de ¡a sección 13.1 para)),) = z 2 , donde C es el segmento de 
recta desde -1 - i hasta I + ¡. 




m 






.¡.VT: 
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No simple 

Figura 313. Trayectorias cerradas. 

integral de Cauchy, junto con otras consecuencias básicas que hacen del teorema de 
Cauchy el teorema más importante de este capítulo y el teorema fundamental en todo 
el análisis complejo. Para plantear el teorema de la integral de Cauchy se requieren 
los siguientes dos conceptos. 

1. Una trayectoria simple cerrada es una trayectoria cerrada (sección 13.1) sin 
autointersecciones y que no se toca a sí misma (figura 313). Por ejemplo, una circun¬ 
ferencia es simple, pero una curva en forma de 8 no lo es. 

2. Un dominio simplemente conexo D en el plano complejo es un dominio (sec¬ 
ción 12.3) tal que toda trayectoria simple cerrada en D contiene sólo puntos de D. Un 
dominio que no es simplemente conexo se denomina múltiplemente conexo. 

Por ejemplo, el interior de un círculo (“disco circular”), de una elipse o de un 
cuadrado es simplemente conexo. En términos más generales, el interior de una curva 
cerrada simple es simplemente conexo. Un anillo circular o corona (sección 12.3) es 
múltiplemente conexo (con mayor precisión, es doblemente conexo 5 ). En la figura 314 
se muestran más ejemplos. 

Si se recuerda que, por definición, una función es una relación con un sólo 
valor (ver la sección 12.4), ahora es posible plantear el teorema de la integral de 
Cauchy como sigue. Algunas veces, este teorema se denomina teorema de Cauchy- 
Goursat. 
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Simplemente 

conexo 


Simplemente 

conexo 


Doblemente 

conexo 


Triplemente 

conexo 


Figura 314. Dominios simple y múltiplemente conexos. 


5 ’ Un dominio acotado (es decir, un dominio que está completamente contenido en algún circulo alrede¬ 
dor del origen) es p veces conexo si su frontera consta de p conjuntos cerrados conexos sin puntos en 
común. Para la corona,/? ~ 2, porque la frontera consta de dos círculos que no tienen puntos en común. 
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EJEMPLO 5 


para integración en sentido contrario al movimiento de las manecillas dei reloj alrededor de la circunfe¬ 
rencia unitaria (ver la sección 13 .2) C está en la corona -j* c ¡r| < ^ donde 1/z es analítica, pero este 
dominio no es simplemente conexo, de modo que no es posible aplicar el teorema de Cauchy. Por tanto, la 
condición de que el dominio D sea simplemente conexo es esenciai 

En otras palabras, por el teorema de Cauchy, siyír) es analítica sobre una trayectoria simple cerrada C 
y en todas partes en C sin excepciones, ni siquiera en un solo punto, entonces (1) se cumple. El punto que 
provoca problemas aquí es z = 0 en donde l/z no es analítica H 

EJEMPLO 6 


(C es la circunferencia unitaria en sentido contrarió al movimiento de las manecillas del reloj) por 
reducción a fracciones parciales, el ejemplo I en la sección 13.2 y el teorema de Cauchy B 

Demostración de Cauchy bajo la condición de que f'(z) es continua. Por 

(5) en la sección 13.1 se tiene 

cj> í(z ) dz — <jí (u dx — u dy) + i (u dy + o dx). 


Debido a quey[.r) es analítica en D, entonces su derivada/’(z) existe en D. Como se 
supone qu ef(z) es continua, entonces (4) y (5) en la sección 12.5 implican que u y v 
tienen derivadas parciales continuas en D. Por tanto, es aplicable el teorema de Green 
(sección 9.4) (con ir y -v en lugar de F y Fj), con lo que se obtiene 


c|d (« dx 


en donde R es la región acotada por C. La segunda ecuación de Cauchy-Riemann 
(sección 12.5) muestra que el integrando del miembro derecho es idénticamente cero. 
Así, la integral del miembro izquierdo es cero. Aplicando la primera ecuación de 
Cauchy-Riemann, de la misma manera se concluye que la última integral de la fórmu¬ 
la anterior es cero. Con esto se completa ¡a demostración de Cauchy. B 

La demostración de Goursat sin la condición de que/Xz) es continua 0 es sustancial¬ 
mente más complicada. Se deja como lectura opcional y se presenta en el apéndice 4. 


6 ÉDOUARD GOURSAT (1858-1936), matemático francés Cauchy publicó el teorema en 1825, La 
eliminación de esta condición por Goursat (ver Transaciions Amen Math Soc , vol i, 1900) es bastante 
importante, por ejemplo, en relación con el hecho de que las derivadas de funciones analíticas también 
son analíticas, como se demostrará en breve, Goursat también efectuó contribuciones importantes a las 
ecuaciones diferenciales parciales. 
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Figura 315. Teorema de la integral de Cauchy. 

Teorema 1 Teorema de la integral de Cauchy 

Sif(z) es analítica en un dominio simplemente conexo D, entonces para toda trayec¬ 
toria simple cerrada C en D se cumple lo siguiente 


jí ,f(z) dz = 0 . 


Ver la figura 3 15„ 


Antes de demostrar el teorema se considerarán algunos ejemplos, a fin de com¬ 
prender realmente lo que sucede, Una trayectoria simple cerrada algunas veces se 
denomina contorno y una integra! sobre tal trayectoria se denomina integra! de con¬ 
torno. Así, (1) y los ejemplos presentados implican integrales de contorno. 


EJEMPLO 1 


f dz - 0, cb eos z dz = 0. £ z n dz = 0 (;t = 0, I. ) 

c J c t 

para cualquier trayectoria simple cerrada, ya que estas funciones son enteras (analíticas para todo z) 


EJEMPLO 2 


> sec z dz - 0, 


en donde C es la circunferencia unitaria, sec z = 1/cos s no es analítica enr-± 7t/2, *371/2, , sino que 

todos estos puntos están fuera de C; ninguno está en C o en el interior de C. Lo mismo es cierto para la 
segunda integral, cuyo integrando no es analítico en z = ±2 i fuera de C, I 

EJEMPLO 3 


(C es la circunferencia unitaria en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj) no contra¬ 
dice el teorema de Cauchy, porque j{z) = z no es analítica, de modo que el teorema no es aplicable 
(¡Comprobar este resultado!) g 

EJEMPLO 4 


donde Ces la circunferencia unitaria Este resultado no es una consecuencia del teorema de Cauchy, ya 
quey(-) = no es analítica en z - 0 Por tanto. la condición de que/sea analítica en D es sufic iente 
más que necesaria , para que (I) sea verdadera @ 


VA A >,■ a 'A. 


A) ~) : 9 9, 
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Independencia con respecto a la trayectoria, ; ¡ 

deformación de la trayectoria 

i 

Por la sección 13 1 se sabe que si una función /(z) se integra desde un punto z J hasta un i 
punto z 2 , enionces en general el resultado depende de la trayectoria de integración, no : 
sólo de z y z 2 Lo anterior es inconveniente, por lo que es deseable no encontrar esta i 
situación En consecuencia, la integra] de/(z) se denomina independiente de la tra¬ 
yecto ria en un dominio D si su valor depende sólo de z y z„ pero no de la elección : 
de la trayectoria C en D (de modo que con cualquier trayectoria C, en D desde z ¡ hasta 
z ; se obtenga el mismo valor de la integral que con cualquier otra trayectoria C 2 en D ■: 
desde z, hasta z 2 ) Se demostrará qué sucede si/fz) es analítica en D y D es sirnplemen- T 
te conexo .] 

Teorema 2 (Independencia con respecto a la trayectoria) 

Si f(z) es analítica en un dominio simplemente conexo D. entonces la integral de f(z) i 
es independiente de la ti ayectoria en D 

Demostración. Sean z, y z 2 dos puntos cualesquiera en D. Se consideran las dos tra-y 
yectorias C, y C 2 en D desde z, hasta z 2 sin ningún otro punto en común, como se 1 
muestra en la figura 3 1 óC denota la trayectoria C 2 con orientación invenida (figura y 
317) Se integra desde z sobre C hasta z 2 y sobrcC 2 *de regreso a z Esta es unaíi 
trayectoria simple cerrada, y el teorema de Cauchy se aplica bajo las hipótesis del /, 
teorema actual, con lo que se obtiene cero: ,i: 


por tanto, 


Sin embargo, el signo negativo del miembro derecho desaparece si se integra en di- : 
rección contraria, desde z, hasta z,, lo que demuestra que las integrales dey \z) sobre 
C y C, son iguales 


J* f(z) dz = J f(z ) dz 


(Figura 316).^! 


Lo anteiior demuestra el teorema para trayectorias que sólo tienen en común los pun- ¿§|| 
tos terminales. Para trayectorias que además de tener en común los puntos terminales jjfji 


Figura 317. Fórmula (2'). 


Figura 316. Fórmula (2), 
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Figura 318. Trayectorias con más Figura 319. Deformación continua 

puntos en común. de ia trayectoria. 


también tienen en común un número finito de puntos, este razonamiento se aplica a 
cada tramo” (porciones de C, y C 2 entre puntos consecutivos en común; cuatro en la 
figura 3 1 8). Para trayectorias que tienen una infinidad de puntos en común se requie¬ 
ren argumentos adicionales que no serán presentados en este libro. B 

Principio de deformación de la trayectoria. La siguiente ¡dea está relacionada con 
la independencia respecto a la trayectoria. Es posible imaginar que la trayectoria C 
en (2) se obtuvo a partir de C, por medio de una deformación continua. (En la figura 
j 9 se muestran dos de la infinidad de trayectorias intermedias.) Se concluye que 
para una integral dada de una función analítica es posible aplicar una deformación 
continua sobre la trayectoria de integración (manteniendo fijos a los puntos termina¬ 
les); en la medida en que la trayectoria de deformación jamás contenga ningún punto 
en e que/^) no sea analítica, e! valor de la integra! de línea permanecerá igual bajo la 
deformación. Lo anterior se denomina principio de deformación de la trayectoria. 

Teorema de Cauchy para dominios múltiplemente conexos 

El teorema de Cauchy se aplica a dominios múltiplemente conexos. Primero se expli¬ 
cara este hecho para un dominio doblemente conexo D con curva frontera exterior 
C, e interior C 2 (figura 320). Si una función./[z) es analítica en cualquier dominio D’ 
que contiene a D así como a sus curvas frontera, se afirma que 

^ J G) dz = J~ f(z) dz (Figura 320) 

Cj ©2 

ambas integrales se consideran en sentido contrario al movimiento de las manecillas 
del reloj (o al revés, y sin tomar en cuenta si todo el interior de C, pertenece o no a ZT), 



Figura 320. Trayectorias en (3). 
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Demostración. Mediante los cortes C, y C 2 (figura 321), D se divide en los dos 
dominios simplemente conexos £>, y £>„ en los cuales y sobre cuyas fronteras j{z) es 
analítica Por el teorema de Cauchy, la integral sobre toda la frontera de C, (tomada en 
el sentido de la flechas de la figura 321) es cero, como también es cero sobre la 
frontera de D , por lo que la suma de ambas integrales es cero.. En esta suma las 
integrales sobre los cortes C, y C, se cancelan porque s integra sobre ellos en ambas, 
direcciones —esta es la clave— y quedan las integrales sobre Cj (en sentido contrario 
al movimiento de las manecillas del reloj) y C 2 (en el sentido del movimiento de las 
manecillas del reloj; ver la figura 321); por tanto, al invertir la integración sobre C 2 (al 
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj), se tiene 

f / dz - f f dz = 0 
J c, J c 2 



Figura 321. Dominio 
doblemente conexo. 


Figura 322. Dominio 
triplemente conexo.. 


EJEMPLO 7 Un resultado fundamental: la integral de potencias enteras 
Con base en (3) y por el ejemplo 2 de la sección 13 2. ahora se concluye que 


3 (z - z 0 ) m dz 


(m = - I) 


- 1 y entero) 


¡¡¡i 

¡i 

mm 

M 


y se concluye (3). 

Para dominios de conexidad superioHa idea es la misma. Así, para un dominio 
triplemente conexo se usan tres cortes C,, C 2 y C 2 (figura 322). Al sumar las inte¬ 
grales corno antes, las integrales sobre los cortes se cancelan y la suma de las integra¬ 
les sobre C ¡ (en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj) y C 2 , C 2 
(en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj) es cero. Así, la integral 
sobre C, es igual a la suma de las integrales sobre C 2 y C y en donde ahora las tres se 
consideran en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, etc. 




para integración en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de cualquier 
trayectoria simple cerrada que contiene en su interior a z u 


Problemas de la sección 13.3 

1. Comprobar el teorema de la integral de Cauchy para la integral de z 1 tomada.en sentido 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj sobre la frontera del rectángulo con 
vértices en — 1, 1, I + i, — 1 + i 
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2. Comprobar el teorema 2 para la integral de sen z desde 0 hasta (! + Ore:(a) sobre el 
segmento de 0 a (1 + i)n, (b) sobre el eje x hasta ny luego verticalmente hacia arriba hasta 
(1 + i)tc. 

3. Comprobar el resultado del ejemplo 3. 

4. ¿Para qué contornos C a partir del teorema de Cauchy se concluye lo siguiente? 


(a) ~ = 0, (b) 


eos z 

J—2 dz = °- ( C > 


■ dz = 0? 


5. La integra! en el ejemplo 4 es cero„ ¿Es posible concluir a partir de lo anterior que es cero 
sobre el contorno del problema 1 ? 

6 . ¿A partir del ejemplo 2 es posible concluir que la integral de l/(z 2 + 4) tomada sobre (a) 

I- “ 2| = 2, (b) \z ” 2\ - 3 es cero? Justificar' las respuestas. 

Integrar^) en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj sobre la circunferen¬ 
cia unitaria e indique si e! teorema de Cauchy puede o no ser aplicado- 

7 - /(z) = W 8 . f{z) = t' ! 9. /(z) = Im z 

10. f(z) = l/(2z - 5) 11. f(z) = 1/z 12. f(z) = l/(n-z - 3) 

13. /(z) = tan Z 14. f(z) = z 15. f(z) = z 2 

16. f(z) = I/|z | 3 17. f(z) = l/(z 2 + 2) 18. f(z) = z 2 sec z 

Calcular las siguientes integrales {Sugerencia: En caso de ser necesario, representar el integrando en 
términos de fracciones parciales.) 

19 , X —íÍL- C la circunferencia |r| = 2 (en sentido contrario al movimiento 

-fc z ~~ 1 de las manecillas del reloj) 

Í cl 

- i C la circunferencia | z - — 7 c/|— \ en el sentido del movimiento 

u- sen z de las manecillas del reloj) 

Í cos z 

- dz , C consta de \z\ — 1 (en sentido contrario al movimiento de las manecillas 

u Z ^el reloj) y JrJ — 3 (en el sentido de! movimiento de las manecillas del reloj) 


C es el contorno en la figura 324 
C es el contorno en la figura 325 

C: (a) \z + /] = ! (b) |<: — /j = ] ( cn sent >do contrario al movimiento 

de las manecillas del reloj) 


19. 

4 dZ ., 

J C Z - 1 

20. 

efi * , 

J c senh z 

21. 

4 C0SZ dz. 
f c z 

22. 

4 dz 

J c z 2 - z 

23. 

I dz 
t z 2 - 1 • 

24. 

4 Re z dz. 


J c 

25. 

I d z 

X Z 2 4- i ’ 



_i 



L_ 

1 






Figura 323. Problema 22.. Figura 324. Problema 23.. Figura 325. Problema 24, 


1 'i ■), .) y 3 ü-: i> a a ^ a $ 
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Evaluar lo siguiente (continuación) 

C: |z 




Í sen Z , 

— dz. 


27. 

28. 


z + 3 i 
2 z + 1 


z l + z 
dz 


dz, 


1 + 3 ,| = I (en sentido contrario al movimiento 
de las manecillas del reloj) 

/ . - I__ : J „ rl,.í 

(cil Cl JLIIUUO 

C: (a) |zj = J, (b) |z - yl = f (c) |z| = 2 movimiento de las 

manecillas del reloj) 




-V^V; 


1 + z 3 


29 


ti 


3z + 1 


q. + ]| — ] (en el sentido del movimiento 
de las manecillas del reloj) 

2 (en sentido contrario al movimiento 
de las manecillas del reloj) 




C: (a) |z| = 1/2, (b) |z| 


30. <f Re (z z ) dz, 
J c 


C es la frontera de! triángulo con vértices en 0, 2 y 2 + / 

(en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj) 


Tfm 

Tl’ey 


13.4 EXISTENCIA DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 




En esta breve sección se aplicará ei teotema de la integial de Cauchy para establecer 
la existencia de una integral indefinida F(r) de una fimeión analittca/U)justtficando, 


■m 


as fia evaluación de integrales de linea mediante integración indefinida y sustitución 
de los limites de integración (ver la sección 13 2): 


0# 


(i) 


f/(z) dz = FU{) - F{Z 0 ) 


[F'(z) = /(?)], 


en donde F(i) es una integral indefinida de/■); es decit, F'(z) - JU), como se indica 
En casi todas las aplicaciones es posible encontrar una FU) asi a partir de foimulas e 
diferenciación. 


Teorema 1 (Existencia de una integral indefinida) 

S , /(;) ^ analítica en un dominio simplemente conexo D (ver la sección 13.3). 
entonces exiue una integi al indefinida F(z) de f(z) en D asi, F (-) - ff— que es 
analítica en D, y para todas las trayectorias en D que unen dos puntos cualesquie¬ 
ra z 0 y z,enD la integral defz ) desde z„ hasta z, puede evaluarse por medio de ¡a 

fórmula (1 )- 


mm 


v 

Sil 

a. r.t: 


yM 


Demostración. Se cumplen las condiciones del teorema de la integral de Cauchy. Por 
tanto, la integral de línea de/z) desde cualquier z 0 en D hasta cualquier z, en es 
independiente de la trayectoria en F(z). z„ se mantiene fijo. Asi, esta integra se vue 
una función de z, denominada F(z). 




F(z) 


r z 

/( z*) 

J 


dz* 


m 


yiíA 


0 Í 



Figura 326. Trayectoria de integración. 


_,e está deteiTninada de manera única. Se demostrará que esta F(z) es analítica en D 
y que F’(z) = fz). A continuación se presenta la ¡dea para efectuar lo anterior. Se 
forma el cociente de diferencias 


F{z + A z) - F(z) 


A z 


A z 


T 


fU*) dz* 


(3) 


Az 


20 

„z + Az 


f f(z*) dz* 


ti*** 

J fti*) dz*, 


fz) se resta de tal cociente y se demuestra que la expresión resultante tiende a cero 
cuando Az —> 0. Enseguida se presentan los detalles. 

z se mantiene fijo. Luego se elige z + Az en D de manera que todo el segmento 
con puntos terminales z y z + Az esté contenido en D (figura j 26). Lo anterior es 
posible ya que D es un dominio, por lo que contiene una vecindad de z. Este segmento 
se usa como la trayectoria de integración en (3). Luego se resta/(-)- El resultado es 
una constante porque r se mantiene fijo. Por tanto, es posible escribir 


z + Az z + Az i z + Az 

j fU) dz* = fU) J dz* = fU) Az. por tanto, f(z) = — J /(z) dz* 


Con base en la triquiñuela anterior y a partir de (3) se obtiene una integral simple: 


F(z + Az) - FU) 
Az 


1 r z *^ z 

J ífU*) - fU)) dz* 


fU) 


A 


Ya que fz) es analítica, entonces es continua. Dado un e> 0, entonces es posible 
encontrar un 8 > 0 tal que 


¡fU*) ~ f(z)| < e si \z* - z| < 5. 

Así, haciendo |Az| < 5, se observa que la desigualdad ML (sección 13.2) produce 

I FU + Az) - FU) 


Az 


■ fU) 


1 

I Az| 


z + Az 

J ÍfU*) -f(z))dz* 


>: 


7 <=|Az| 


( 2 ) 
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Por definición de límite y de derivada, lo anterior demuestra que 

F(z + Az) - FU) 
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S iite'- 

mmt 

Como r es cualquier punto en O, este hecho implica que F{z) es analítica en D y 
es una integral indefinida o antiderivada de J[z) en D, lo cual se escribe como l&é 


F'(z) 


lím 

Az—*0 


A z 


/(z). 


F(z) 


J /(z) 


dz. 


«I 
| II 


También, si G'(z)entonces F'{z) = G'(z) sOenO; por tanto, F (z) -- G (-) es unájg. 
constante en D (ver el problema 29 en los problemas de la sección 12.5). Es decir, 
integrales indefinidas de/(z) pueden diferir sólo por una constante. Esta constante 
cancela en (1). Por tanto, en (1) es posible usar cualquier integral indefinida de_/(z) (I ^-g t ! 
Esto demuestra el teorema. 

... ..... . |§g 

En la sección 13.2 se proporcionan ejemplos de integración indefinida y probfejg 
mas adicionales. I-..Í93 




taciones mediante series de Taylor (sección 14,4), etc. La fórmula de la integral de 
Cauchy y sus condiciones de validez pueden plantearse como sigue. 

Teorema 1 (Fórmula de la integral de Cauchy) 

Sea f{¿) analítica en un dominio simplemente conexo D. Entonces para cualquier 
punto z„ en Dy cualquier trayectoria simple cerrada C en D que contenga a z g (figura 
327) se cumple lo siguiente 


( 1 ) 


f(z) 


dz = 2 mf(z 0 ) 


(Fórmula de la integral de Cauchy), 


en donde la integración se toma en sentido contrario al movimiento de las maneci¬ 
llas del reloj. 

Demostración. Por adición y sustracción, J{z) = /(z 0 ) +[/[z) — J[zjj). Al insertar lo 
anterior en (1) en el miembro izquierdo y sacando de la integral el factor constante 
se obtiene 


( 2 ) 


f(z) 


dz = f(z 0 ) 


dz 


f(z) - f( z 0 ) 


dz. 


Problemas de la sección 13.4 
Evaluar las siguientes integrales. 


2 + ¡ 

1. J z dz 

"i 

,.1 + i 

z 2 dz 

3. 

4. I sen 2 z dz 

5. J 

3tt i 

e 2z dz 

6. 

r° 

7. j cosh 3z dz 

8 ■ J 

\ eos z dz 

9. 

7TÍ/G 

f” 

10. J sen 2z dz 

11. 

— iri 

[* z cosh z 2 dz 

12. 

13. f ze zl dz 

14. 

-1 

f z 3 e z ‘* dz 

15. 

J i 

_ 

1 +í 



I e 2 dz 
o 

J sen z dz 

— i 

I senh ttz dz 
"o 

r ° 

I z eos z dz 

- I) 3 dz 



pj.gv 

íiPP: 

WiS 


I 


FÓRMULA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY 

La consecuencia más importante del teorema de la integral de Cauchy es la fórmiri^ 
de la integral de Cauchy Esta fórmula es de utilidad para calcular integrales (a con.^; 
nuación se proporcionan algunos ejemplos). Igualmente importante es su rol P nm °ó| 
dial en la demostración del sorprendente hecho de que las funciones analíticas 
derivadas de todos los órdenes (sección 13 6), en el establecimiento de las iep re P/ripj,;;;:;} .T: 



)'. >. > 9 9 ' >■ 9 9. 9 


9 ':> 9 9‘ 



El primer término del miembro derecho es igual a j{zj) - 27ti (ver el ejemplo 7 en la sección 
13.3, con m =—1). Lo anterior demuestra el teorema, en el supuesto de que la segunda 
Integral del miembro derecho sea cero. Este hecho se demostrará a continuación. Su inte¬ 
grando es analítico, excepto en z 0 . Entonces, por el principio de deformación de la 
trayectoria (sección 13.3), es posible sustituir C por un pequeño circulo K de radio p 
y centro z 0 (figura 328) sin modificar el valor de la integral. Como J{zj) es analítica, 
entonces es continua. Así, dadoe> 0 existe un S > 0 tal que 

|/(z) ~ ,/(z 0 )| < e para todo z en el disco |z - z 0 | < 5. 

Al elegir el radio p de K menor que S, se tiene así la desigualdad 
I / (z) - f(Z ()) I ^ i 




Figura 327. Fórmula de la Integral 
de Cauchy 
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Figura 328. Demostración de la fórmula 
de la integral de Cauchy. 
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en todo punto de K. La longitud de K es 2 np. Entonces, por la desigualdad Mí, en la itáCiTí' i 
sección 13.2, se tiene que 


FÓRMULA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY 
y con (I) se obtiene 


1 ñz) - /(z n ) , . e „ , :Í1IÍ®»|Í 

t~T^~ dz < -^p = 2 ^- m0-:, 

fíPÉf W 1 f 

Como e(> 0) puede hacerse arbitrariamente pequeño, se concluye que e! valor de la 
última integral en (2) es cero, y de esta manera se ha demostrado el teorema. 

Ejemplo 1 Fórmula de la integral de Cauchy 

<£—dz — 2tt/> z Í = 2 Trie “ lí|^' 

C Z ~ 2 U-2 

para cualquier contorno que contiene a z u — 2 (ya que e 1 es entera), y es igual a cero para cualquier. Jp||| 
contorno tal qucz tl = 2 esté fuera (debido al teorema de la integral de Cauchy)., 6 

Ejemplo 2 Fórmula de la integral de Cauchy v-á|p|j |p|§ 

■ ' i'’"-' ■ 

3 ^ ^ ^ 3 I ' *'c¡ }f,* í^i 1 

f 2 z - i dZ = ¡f - J-í dz = 2m ' f ¿ z3 ~ 31 “ f “ 6m (z 0 = dentro de C) B ' L , Y 

C c ^ 2 ' 1 2 - i /2 8 |ÍpMs!jffiS¡ 

. . \tÍ$P3p! 

Ejemplo 3 Integración alrededor de contornos diferentes ¿«Iflj? W$$j¡ 

LATI 

I n tegrar 

,2 i t fÍSíí-S# 

*<*>-^7 f¡|j§ 

en sentido contrario ai movimiento de las manecillas del reloj alrededor de una circunferencia de radio 1 
y con centro en el punto $|l§? 

.SPifeif 


Viiilllit 


2 7Tp = 2 TTC.. 


Ejemplo 1 Fórmula de la integral de Cauchy 


Ejemplo 2 Fórmula de la integral de Cauchy 
r z 3 ~ 6 r i? 3 ~ 3 1 

f 2T^*“£T^* = 2m ' t * 13 - 31 


Ejemplo 3 Integración alrededor de contornos diferentes 
Integrar 


y con centro en el punto 

(a) z = I (b) z 


V‘U i = i to; z « £ (c) z « - i + ¿/ (d) z = /■ 

Solución. A fin de ver qué sucede, se localizan los puntos en que g(z) no es analítica y se trazan junto con 
los contornos (figura 329)., Estos puntos son - l y I. Debido ai principio de deformación de la trayectoria, 
se observa que con (b) se obtiene el mismo resultado que con (a). También, debido al teorema de la i 

integral de Cauchy, con (d) se obtiene cero.. Primero se considerará (a) y luego (c). 

(a) Aquí z 0 — 1, de modo que z - z 0 — z - 1 en (1). Asi, es necesario escribir 


z ¿ + 1 _1___ 

z + 1 z — I 


-fMW'- 

m'- 





(d) 


vbr 


( lj) X 


' * f 

'l,Í, 


É > 
i á 1 . 


2 mfU) = 2-rri ("í—Í—i"| = 2m. 

L z + i jj-i 


(c) g (z) es igual que antes. pero_/?z) cambia, porque ahora debe tomarse z - -3 'en 
anterior, en (1) se obliene un factor z-z a = z+ i. Por tanto ahoraernccés^io escribir 

, , z 2 + I i -2 J. I 

HU) _ j. _ i tt¡ — ¡' ; p° r ian to. /(z) = Vi 'y ■ 


_ j. _ j + | : por tanto, 

L.o anterior se compara con ia expresión previa y se prosigue: 

/ z 2 + 1 , r.z 

f - ' z_ [ dz = 2m/(- I) = 2vri — 


[v^L-, 


Ejemplo 4 Uso de fracciones parciales. 

Integrar g{z) = (z J - 1)*’ tan z alrededor del círculo C: jz| = 3/2 (en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj) 

Soluciórvjan z no es analítica en ± x/2, ±3^2, , sino que todos estos puntos están fiiera del contomo 

(r-l)'-l/( 2 -l){r+l) no es analítica en 1 y-1, A fin de obtener integrales de la forma (1) con sólo un 
punto dentro de C en que el integrando no sea analítico, se usan fracciones parciales 


0_ = !0J. 
- 1 .20- 


( 0 - 0 ) 


Con base en io anterior y (1) se obtiene 


1 f r tan z. , 

5L?z- i*0 

i . + - * 

2 tri 



lian I - tan f — 1 >J = 2 m tan I «= 9..785/.. 


Los dominios múltiplemente conexos puede manipularse como en la sección 13.3. 
Por ejemplo, si J{i) es analítica sobre C t y C, y en el dominio en forma de anillo 
acotado por Cj y C, (figura 330) y z 0 es cualquier punto en ese dominio, entonces 


fiz) , I 

-- d- + 

:. “ Z n 2 771 


en donde la integral exterior (sobre Cj) se toma en sentido contrar io ai movimiento de 
las manecillas del reloj, y la interior se toma en el sentido del movimiento de las 
manecillas de) reloj, como se indica en la figura 330. 






Figura 329. Ejemplo 3. 


Figura 330. Fórmula (3). 
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Problemas de la sección 13.5 

Integrar l/(+ - 1) en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor del, 
circulo 

, I. ;| - , 2. |z — 1| = 1 3- I?. + 11=1 4. |z + 3| = 1 


1. |z - <| = 1 


3. Iz + 1| = I 


Integrar (+- l)/(z 2 + 1) en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alr 
dor del circulo ':;í| 

5. |z -2i|-2 6- I* - <1 “ I 7 - W = i 8. |z + /| = I | 

Integrar las siguientes funciones en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj | 
alrededor del círculo unitario. ^ 


9. (eos z)/2z 
13. z 3 /(2z - /) 


10 . e ! /z 11. (z + 2)/(z — 2) 12 . (t’“ D/z 

14. (senz)/2z 15. (z - vr)- 1 eos z 16- e 3 ‘/Oz - 0 


Integrar la función proporcionada sobre el contorno C dado (en sentido contrario al movimien¬ 
to de las manecillas del reloj o como se indique) 

17 (+~ ,')/7cr, C es el circulo |z| = 3. 

18. e' 3 “7(2z + /), C es la frontera del triángulo con vértices-1. l,-i. 

19. (tan z)/(z - i), C es la frontera del triángulo con vértices -1.1, 2i. 

20. cosh (z 2 - 7 rí)/(z — tc i), C es cualquier elipse con focos 0 y ni. 

21. [Ln(z-/)]/(z-5), Cesel círculo |z-4| = 2. _ _ ( 

22. [Ln (z + l)]/(z 2 +1), C consta de la frontera del triángulo con verdees l-jJ> 
-1 - i, 2i (en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj) Y l z i T 
(en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj). 

23 e »/\(1 - 1 - ')-=], c consta de |z| = 3, (en sentido contrario al movimiento de las 

manecillas del reloj) y |z| = 1 (en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj). 

->4 ísen -V(4z 2 - 8/z) C consta de las fronteras de los cuadrados con vértices ±3, +3/ 

(en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj) y ±1, ±i (en el sentido del 
movimiento de las manecillas del reloj), ¡ 

25. Demostrar que £ (z - z,)"(z - z 2 )" dz = 0 para una trayectoria simple cerrada C que 
contiene az, y z 2> que son arbitrarios. 


'S'SíS ¡V' u 
«r is;®; 


mpg 

,,, i 

i,i -i 


¡í+tOlr»— 

t 

•V.-.'l.' 

V'ij 


13.6 DERIVADAS DE FUNCIONES ANALÍTICAS 


En esta sección se aplica la fórmula de la integral de Cauchy para demostrar el hecho 
fundamental de que las funciones analíticas complejas poseen derivadas de toáos los 
órdenes. Esto es muy sorprendente porque difiere bastante de lo que sucede en calcu¬ 
lo real. De hecho, si una función real es diferenciable una vez, nada puede concluirse 
acerca de la existencia de la segunda derivada o derivadas superiores. Asi en es e 
sentido las funciones analíticas complejas se comportan mucho mas sencillamente 
que las funciones reales que tienen primera derivada. 

Teorema 1 (Derivadas de una función analítica) 

Si fiz) es una función analítica en un dominio D, entonces tiene derivadas de 
todos ios órdenes en D, las cuales entonces también son funciones analíticas en 


> .) j 
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Figura 331, Teorema 1 y su demostración. 


D Los valores de estas derivadas en un punto z D en D están dados por las si¬ 
guientes fórmulas. 


d') 


/'(z 0 ) = 


1 

2771 


r fiz) 

% (z - z 0 ) 2 


dz. 


0 ") 


f"iz-o> 


2 ! 

2 rr¡ 


f fiz) 

J C (Z- Zq) 3 


dz. 


y en general 

( 1 ) 



aquí C es cualquier trayectoria simple cerrada que contiene a z 0 y cuyo interior 
pertenece por completo a D; la integración se efectúa en sentido contrario al movi¬ 
miento de las manecillas del reloj alrededor de C (figura 331). 


Comentario. Para memorizar (1), es de utilidad observar que estas fórmulas se obtie¬ 
nen formalmente derivando la fórmula de Cauchy (i), sección 13.5, bajo el signo 
integral con respecto a z Q . 

Demostración del teorema /. Se demostrará (l 1 ). Por definición. 



En el miembro derecho, ,fz 0 + Az) y f[z 0 ) se representan mediante la fórmula de la 
integral de Cauchy: 


fiz n + Az) 

Az 


fiz ) 

(z 0 + Az) 


J¡ a X ' ) X j 



> © B O O <?■ © © 


n o r 


r c:> © c; erre r r rncor r 
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¡p! ; 


Las dos integrales se escriben como una sola integral. Sacando el común denomir 

dor se obtiene el numerador, f{z){z - z 0 - [r - (z + Az)]} = /(z) Az, por lo que Az se = í 

= i; .. ■ jasa® -r yiÜTfeT 


elimina y se obtiene 

/U 0 + Az) 
A z 


fíz ) 

— A z){z 


Resulta evidente que ahora es posible establecer (1') demostrando que, cuando Az ■ 




la integral del miembro derecho tiende a la integra] en (l 1 ). Para lograr lo anterior,; = 

considerará la diferencia entre estas dos integrales. Esta diferencia puede escribi | 

como una sola integral obteniendo el común denominador y simplificando. Así, se . j_ 
firme 


JXz) _ 

- A z)(z 


.•«ir 

' 

© ;V ^ 


/(z)Az 
- Az)(z 


'•"tí ’Lí, 

rilas? a#' 

• F; 

1 ~ 

‘ 


absoluto; por ejemplo, [/[r)| < K Sea ¡fia distancia mínima dez 0 a los puntos de C(ver ©jC - 
la figura 33 1). Entonces para todo |r| en C se tiene que ij | 


J 2 fe d 2 , 


por tanto. 


Además, si |A z¡ < díl, entonces para todo z en C también se tiene que 


;'V; 


por tanto 


Sea L la longitud de C. Entonces por la desigualdad ML, si |Az| < d! 2, entonces 

c f - i™** - - d , s ATlAzI - - — 

Z(z - Zn - A Z)(z - z n ) 2 - A|Az| d d 2 • 


Esta expresión tiende a cero cuando Az —» 0. Se ha demostrado la fórmula (I'), 

Observe que se aplicó la fórmula de la integral de Cauchy (1), sección 13.5, pero 
s: todo lo que se hubiera sabido sobre_/(z 0 ) es el hecho de que puede representarse por 
(1), sección 13.5, entonces con el razonamiento seguido se hubiera establecido la 
existencia de la derivada f[z¡¡) deyXz). Esto es fundamenta] para la continuación y 
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completamiento de esta demostración, ya que implica que (1 ") puede demostrarse 
siguiendo un razonamiento semejante, con/sustituida por f, y que la fórmula general 
se concluye por inducción. . H 


Ejemplo 1 Evaluación de integrales de línea. 

A partir de (1 ), para cualquier contomo que contiene al pumo ni (en sentido contrario ai movimiento de 
las manecillas dei reloj), 

r eos z i 

j 2 = 27n (eos z) j = —27 tí sen ttí — 2 77 - senh 77 -., 8 

C t 2 = iri 

Ejemplo 2 A partir de (1"), para cualquier contorno que contiene al punto -i (en sentido contrario al 
movimiento de las manecillas dei reloj), 

X 2 4 “ 3* 2 + 6 , 

£. U + />3 - dz = - 3r 2 + 6)' | ^ = mll2z 2 - 6],. _ f = -ISrri. 0 

Ejemplo 3 Por (!'), para cualquier contorno para el que i esté dentro y ±2/ esté friera (en sentido 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj), 


l)Hz 2 + 4) 


dz = 2 777 


(X ) 

. e z (z 2 + 4) — e z 2z 

V 2 + 4) 

U 2 + 4) 2 


El teorema 1 también es importante para obtener resultados generales sobre fun- 
ciones analíticas. A continuación se presentará este hecho mediante la demostración 
de la conversa del teorema de la integral de Cauchy: 

Teorema de Morera 7 

SiJ[z) es continua en un dominio simplemente conexo D y si 

( 2 ) <ff(z) dz = 0 

J C 

para toda trayectoria cerrada en D, entonces j{z) es analítica en D. 

Demostración. En la sección 13.4 se demostró que si J(z) es analítica en D. entonces 

©z) = J f(z*) dz* 

*o 

es analítica enDy F'(z) —j{z). En la demostración solamente se aplicaron la continui¬ 
dad deyjz) y la propiedad de que su integr al alrededor de cualquier trayectoria cerrada 
en D es cero; con base en estas hipótesis se concluyó que F(z) es analítica. Por el 
teoiema 1, la derivada de F(z) es analítica; es decir, j{z) es analítica en D, con lo que 
se ha demostrado el teorema de Morera. B 


GIACJNTO MORERA (1856-1909), matemático italiano, quien trabajó en Génova y Turín 
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Desigualdad de Cauchy. El teorema 1 también conduce a una desigualdad funda¬ 
mental que tiene muchas aplicaciones. Para obtenerla, todo lo que es necesario hacer 
es elegir a C en (1) como un circulo de radio r y centro z Q y aplicar la desigualdad ML 
(sección 13.2); con [At)| S M sobre C, a partir de (I) se obtiene 
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|/ (n) (z 0 )| 


2ir 


/(z) 


c 


(z - z 0 ) 


TTT dz 


s — 1 M ■ 

2 j r 


2irr. 


Así se obtiene la desigualdad de Cauchy 
(3) 


!/ <n) (z 0 )l 


n\M 


A fin de adquirir una ¡dea sobre la importancia de esta desigualdad, a continua¬ 
ción se demostrará un famoso teorema sobre funciones enteras. (Cuya definición se 
proporcionó en la sección 12.6.) 

Teorema de Liouville 8 

Si una función entera fz) está acotada en valor absoluto para toda z, entonces fz) 
debe ser una constante 

Demostración. Por hipótesis, [/(z)| está acotada; por ejemplo, [/(r)| < K para todo z. 
Aplicando (3) se observa que |/’(z 0 )| < K/i: Comojiz ) es entera, lo anterior se cumple 
para todo r, de modo que es posible tomar a r tan grande como se quiera y concluir 
que/(i ) = 0. Dado que z a es arbitrario, entonces /(z 0 ) = 0 para todo z, y f{¿) es una 
constante (ver el problema 29 en los problemas de la sección 12.5). Así, se ha demos¬ 
trado el teorema. ® 

Aquí se termina el capítulo 13 sobre integración compleja, con el que se obtuvo 
una primera aproximación a los métodos que carecen de contraparte en el cálculo 
integral real. Se ha visto que estos métodos resultan directa o indirectamente del teo¬ 
rema de la integral de Cauchy (sección 13.3). En el capítulo 15 se presenta más mate¬ 
rial sobre integración, con base en el capítulo 14, 


Problemas de la sección 13.6 

Integrar las siguientes funciones en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj 
alrededor defcirculo |z| = 2, (n en los problemas 10 y 12-15 es un entero positivo, o en los 
problemas 12 y 16 es cualquier número.) 


1. z 4 /(z - 3/) 2 
5. (eos z)/z 2 
9. (<?' sen z)/z 2 
13. z"/(z + l) n + 1 


O 2 


2. z 2 /(z 
6. e^Ki 
10. e'¡z" 

14. (senz)/z 2n 


D 2 


l) 3 


3. e m lz 2 
7. z 3 /(z + 

11 . e^lz 3 
15. (eos z)/z 2n 


4. (eos z)/z 3 
8. (senrrz)/z 3 
12. e az /z n +1 
16. (senhaz)/z 4 


M Ver la nota de pie de página 16 de la sección 5 8 


i 


11 


Integra tj[z) alrededor del contorno C(en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
reloj o como se indique). 

17. J{z) = z- 1 tan 7tz, C es cualquier elipse con focos =fc/, 

18. J{z) = z~'er'-, C es el círculo |z - 1 - ij = 2 

19. J{z) = (z - -y 7t)' 2 cot z, C es la frontera del triángulo con vértices ±r y 2. 

20. J{z) = (z - 4) - - 1 Ln z, C es el círculo |z — 5| = 3 


yu) = 


C consta de la frontera del cuadrado con vértices ±3, ±3/ (en 

I (en el sentido del 


z(z-2i) 2 ’ 

sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj) y 
movimiento de las manecillas del reloj). 


22 . 

23. 


24. 


25. 


26. 


Af = 


Ln (z + 3) + eos ¡ 


C es la frontera del cuadrado con vértices ±2, ±2/. 


(z + ])- 

Si J[z) no es constante y es analítica para todo z (finito), y R y M son números reales 
positivos cualesquiera (sin importar cuán grandes), demostrar que existen valores de z 
para los cuales |z| > R y \f[z)\ > M. Sugerencia Aplicar el teorema de Liouville. 

Si J[z) es un polinomio de grado n > 0 y M es un número real positivo arbitrario (sin 
importar cuán grande), demostrar que existe un número real positivo R tal que |/(z)| > M 
para todo |z| > R. 

Demostrar que/(z) = e : posee la propiedad caracterizada en el problema 23, aunque carece 
de aquélla caracterizada en el problema 24. 

Demostrar el teorema fundamental de! álgebra: S¡y(z) es un polinomio en z, no una cons¬ 
tante. entonces/(z) = 0 para por lo menos un valor de z. Sugerencia Suponer queytz) -r 0 
para todo z y aplicar el resultado del problema 23 ag = Mf. 


Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 13 

1. Si una curva C se representa por z = z(t), ¿qué es geométricamente ¿ = dz/d/? 

2. A lo largo de este capítulo, ¿qué se supuso sobre las trayectorias de integración? 

3. ¿Qué se obtiene al integrar 1/z en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 

reloj alrededor de la circunferencia unitaria? (Este hecho es fundamental, por lo que debe 
memonzarlo,) ¿Y si se integra 1/z" (m = 2, 3, )? 

4. Hacer un listado de los métodos de integración presentados en este capítulo e ¡lustrar cada 
uno con un ejemplo simple 

5. ¿Qué métodos de integración presentados en este capítulo se aplican sólo a funciones 
analíticas y cuáles a funciones complejas continuas generales? 

6. ¿Qué teorema de este capitulo considera el lector como el más importante? ¿Por qué? 
Escribirlo de memoria, 

7. ¿Qué significa independencia de la trayectoria? 


1Ü. 


11 . 


¿Cuál es el principio de deformación de la trayectoria? Proporcionar un ejemplo 

¿Qué es un dominio doblemente conexo? ¿Cómo se manejó en relación con el teorema de 

Cauchy? 

"No confundir el teorema de Cauchy con la fórmula de Cauchy Escribir ambos ¿Cuál es 
una consecuencia del otro? 

Si la integral de una función /(z) sobre la circunferencia unitaria es igual a 2 y sobre la 
circunferencia |r| = 2 es igual a 1, ¿por qué)(z) no puede ser analítica en todos los puntos 
de la corona acotada por tales circunferencias? 
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I 2. Escribir la desigualdad con que se obtienen cotas superiores para e! valor absoluto de una 
integral ¿Es válida sólo para funciones analíticas o lo es de manera más general? /'i 
13. Una función analítica^::) en un dominio D es diferenciable en D ¿Posee derivadas supe- 
riores en DI Contestar la misma pregunta para una función reaiy(x) que es diferenciable \ 
sobre a! ,i, jn intervalo de la recta rea! V 


¿Es cierto que Re jf{z) dz — J Re f(z ) dzl 


15. Aplicat el teorema de L iouville para demostrar que e-‘ y cozz no están acotadas en el plano 
complejo 

Integrar las siguientes funciones: 

16. 3r- desde 3/ hasta 4 - / sobre cualquier trayectoria 

17. z + \lz en el sentido del movimiento cíe las manecillas del reloj alrededor de ia circunfe- 

■ I .V.- 

rcncia unitaria ■V^í' 

18. Im 2 en sentido contrario al movimiento de las manecillas de! reloj alrededor de |z| = r .••V'ipS 

19. |rj desde —/ hasta / sobre la circunferencia unitaria en el semiplano derecho 

20. (Ln r)/(r - 2/)*’ en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de ’Srh 
\= ~ 2/J = rJ2 

^ •.•'j.vyt-:' 

21. e~ desde 14 + .3 ttí hasta 14 - m a lo largo de cualquier trayectoria ÓT'il 

22. eVz 4 en sentido contrario al movimiento de las manecillas cel reloj alrededor de |z| = 1/4. :!&, 
2.3. r /|;¡ en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de |z¡ = 4 jv/S 
24 z/(z 3 + I) en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor de .- + rj = 1 ) 

25. z" 3 tan ' en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor de cualquier jlq?:* 

contorno que contenga a cero jij.j: - 

26. 5 eos i- a lo latgo del eje real desde -n hasta n ¡ft- 

27. cosh z desde 0 hasta i a lo largo del eje imaginario íjíi 

28. (z + i)~' u- tan z en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de íji? 


29. |r| + z en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor de la circunferen¬ 
cia unitaria 

30. (3z + 5)/(z 2 + z) en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor 
de la elipse con focos ±1 

.31. ir eos tu-') desde -ni hasta 2m a lo largo de cualquier trayectoria 

.32. rr/z en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de | —f = 1 y en 
el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor de |-| = 0 I 

.3.3. z eos r s desde 0 hasta ni sobre cualquier trayectoria 

.34. (2r - I )' J ( I -t- r) sen z en sentido contratio al movimiento de las manecillas del reloj 
alrededor de |r - rj = 2 

.35. l/(z 3 + 4) en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor de la elipse x‘ 

k 4 (y — 2)-’ = 4 

36. z -3 cosh z en sentido eonttario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de la 
circunferencia unitaria 

(2c 3 - 3)/[z(z - I - r) 2 ] en sentido contrario al movimiento de las manecillas de! reloj 
alrededor de |z¡ = 2 y en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor de 

.38. (r - i)' 3 (z 3 -t- sen z) en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor de 
cualquier elipse con focos ±2t 


r r í r / 
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.39. (tan rtz)/(z - I ) 2 en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor 
de la circunferencia |z — 1 j = 0.1 

40. (sen 27tz)/(z- 1 ) 3 en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor 
de l-rl = 2 


Resumen del capítulo 13 
Integración compleja 


La integral de línea compleja de una funciónyjz) tornada sobre una trayectoria 
C se denota por (sección 13.1) 

I f (z) dz o, si C está cerrada, también por cpf(z) dz- 

J C -fe 

Esta integral puede evaluarse aplicando la ecuación z = z(/) de C, en donde a¿!¿b 
(sección 13.2): 


f /U) dz = J f{z{t))z(!) dt 


Como otro método, siy(z) es analítica en un dominio simplemente conexo D 
(sección 13.3), entonces en D existe una F(z) tal que F'(z) = J{z) y para toda 
trayectoria C en D desde un punto r 0 hasta un punto z ¡ se tiene (secciones 13.2 
y 13.4) 


ff(z) dz = F(z x ) - F(z 0 ) ÍF'(z) = f(z)]. 


El teorema de la integral de Caueliy establece que si/(r) es analítica en un 
dominio simplemente conexo D, entonces para toda trayectoria cerrada C en D 
(sección 13.3) 

(3) £f(z) dz = 0. 


Con las mismas hipótesis y para cualquier r 0 en D y cualquier trayectoria cerra¬ 
da C en D que contenga a z 0 también se tiene la fórmula de la integral de 
Cauchy 


ft . v _ 1 X /(z) , 

J \Zq) — ~ dt 

2 777 Z — Zn 


(4) 







s ae layior, 


En ia sección i 4.1 se presentan el contenido básico y las pruebas de convergen¬ 
cia para las series complejas, que son semejantes a los de las series reales que 
suelen analizarse en cálculo. Los lectores que tengan conocimientos razonables 
sobre estas últimas pueden usar la sección 14.1 como referencia y empezar con 
la sección 14.2, en la que se presenta un análisis amplio de las series de poten¬ 
cias. 

Empezando en la sección 14.3 se explica por qué las series de potencias 
desempeñan un papel fundamental en análisis complejo y sus aplicaciones La 
razón es porque las series de potencias representan funciones analíticas (sec¬ 
ción 14.3, teorema 5) y, recíprocamente, toda función analítica puede represen¬ 
tarse mediante series de potencias, denominadas series de Taylor, semejantes a 
las del cálculo; ver la sección 14.4. En la sección 14 5 se abordan métodos 
prácticos para obtener series de Taylor. En la sección 14.6 se analiza la conver¬ 
gencia uniforme de series de potencias y otras series. 

Las series de Laurent (sección 14.7) son series de potencias enteras posi¬ 
tivas y negativas de i (o de z - z 0 )„ Estas series también pueden ser útiles para 
clasificar singularidades (sección 14.8) y conducen a un elegante método gene¬ 
ral de integración (“integración por residuos”, que se explicará en el capítulo 
siguiente.) 

Prerrequisitos para este capítulo'. Capítulos 12 y 13. 

Secciones que pueden omitirse en un curso más corto: Secciones 14,5, 
14,6 y 14.8 (y usar la sección 14.1 sólo como referencia):. 

Bibliografía: Apéndice 1, parte D. 

Respuestas a ¡osproblemas: Apéndice 2. 


'9 % ; ii 


■9 0 0 *9 







G fi cyc.r - i C ( r C ( í f c C C: 0 © G © G G © Q ©fy§| 

'jlpIS 

SERIES DE POTENCIAS, SERIES DE TAVLOR. SERIES DE LAURENT £, 


l. 1 SUCESIONES, SERIES Y PRUEBAS DE 


CONVERGENCIA 


En esta sección se definen las conceptos fundamentales para las sucesiones y series 
complejas , y se analizan pruebas pata convergencia y divergencia. Esto es bastánte-'^ffejf^ 
parecido a las sucesiones y senes realeo en cálculo Si el ieciu r iiene con fianza sobre í- 

esto último y desea dar por hecho que la prueba de la razón también se cumple en 
los complejos y puede omitir esta sección y proseguir con la sección Í4.2. '■ JVí-J 


Sucesiones 


Las definiciones básicas son como en cálculo Una sucesión infinita o, brevemente, ü© G'f 
una sucesión, se obtiene al asignar a cada entero positivo n un número z n denominado 
término de la sucesión, y se escribe 1 


•} o brevemente {z }. 


1 ambién es posible escr ibir z o , r p , o r,, r,, , o bien, empezar con algún otro , <. 

entero en caso de ser conveniente r'íTi'S ©Y? 

Una sucesión real es una sucesión cuyos términos son todos reales Gfí ©Y 


"‘i 


Convergencia. Una sucesión convergente ; 
límite c, lo que se escribe 


es una sucesión que tiene un 


lim ; n = c o simplemente z T > c. ■, 

'Sil© 

Por definición de límite, lo anterior significa que para todo £ > 0 es posible encontrar .l'jhSLfy. 
un /V tal que .ri©!©': 


para todo n > A'; UíSÍ © 


geométricamente, lodos los z n con n > N están en un disco abierto de radio £ y centro 
c (figura 332) y sólo un numero finito de ellos no están en ese disco. [Para una suce¬ 
sión >eal , (i) proporciona un intervalo abierto de longitud 2ey punto medio c sobre la 
recta real; ver la figura 333] 

Una sucesión divergente es una sucesión que no converge 



| . 

. =■: 

4íMd as 


Figura 332. Sucesión compleja 
convergente 


Figura 333 Sucesión real 
convergente. 
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Ejemplo 1 Sucesiones convergentes y divergentes, 

La sucesión ¡r/„) = (/.-I/2.-//3, 1/4, )es convergente con limite 0 La sucesión frl = (, -i , , 
es divergente, asi como {r } con z = (| + ’ ’ ’ ' *• ' ' 

u 

Ejemplo 2 Sucesión convéigenie. 

La sucesión {rj con z n = x n + iy n = 2 - ~ + , (i + -Lj cs 


1+3/", ¿r + 2/, 


§ + I'. I +1 


veria figura 334 Esta sucesión es convergente, con limite c = 2 + / De hecho, en (l)se tiene 


Is. - ‘1 = 


I 2/7 - 

1 . /7 + 2 

l 1 2/ | 

1 n 

' + ' n - < 2 + 

1 n n\ 


< e si n > • 


Además, se observa que la sucesión jx ) de las partes reales converge a 2 = Re c. y {v ) converge a 
im c Este hecho es típico, e ilustra el siguiente teorema, mediante el cual la convergencia de una 
sucesión compleja puede referirse a la convergencia de las dos sucesiones reate, de las panes retes" 
imaginarias.. 

E 

Teorema 1 (Sucesiones de las partes reales e imaginarias) 

Una sucesión z ( , z„ ' ', z , . . de números complejos z n =x + iy (en donde n= 1 2 ■ ■ -) 

converge a c~ a+ib si y sólo si la sucesión de las partes reales"x„ x ,. converge a a y 

a sucesión de las partes imaginar ias y f , y 2 , - • - converge a b 

Demostración. Si |z„ - c| <e , entonces r„ = x + ^ está dentro del círculo de ra¬ 
dio £ alrededor de c - a + ib, de modo que necesariamente (figura 335a) 

© ~ «I < e, |y n - b\ < e. 

Por tanto, la convergencia z -> c Implica las convergencias x a y y -> b. 

Reciprocamente, si x t ay y^ > b cuando n -* ~ entonces para un e > 0 dado 
es posible elegir N tan grande que, para toda n > N, 


K ~ o < 


Ó',, ~ b\< 


Las dos desigualdades anteriores implican que z, = x, + ¡y está en un cuadrado con 
centro en c y ladoe. Por tanto, z, debe estar dentro de un círculo de radio £ con centro 
c (figura 3356). 



0 1 2 i 

Figura 334. Ejemplo 2. 
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b — e f— 



1 ! 1 i i i 

I : i ! I i i 

a~z a a + ex / a \ 

a — — a + 

(«) 2 (b) 

Figura 335. Demostración del teorema 1. 
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Teorema 2 (Partes reales e Imaginarias) 

Una serie (3) con z m = x m + iy m converge con sumas s = u + iv si y sólo six + 
converge a la suma u y y t + y 2 + ■ - - converge a la suma v. 

Pruebas para la convergencia y la divergencia de series 

Las pruebas de convergencia en los complejos son prácticamente las mismas que en 
cálculo. Se aplican antes de usar una serie, a fin de asegurarse de que la serie converge. 
La divergencia puede a menudo demostrarse de manera muy simple como sigue. 

Teorema 3 (Divergencia) 

Si una serie + z 2 + ■ ■ converge, entonces lim z m — 0. Por tanto, si lo anterior no 
se cumple, entonces la serie diverge.. ” 

Demostración. Si z, + z 2 + • ■ • converge a la suma s, entonces como z m = s m - s , 
lím z m = lím (s m - s m _ x ) = lím s m - lím s rn _, = s - s = 0. ■ 

i Atención! z m 0 es necesaria para la convergencia, aunque no es suficiente , como 
se observa a partir de la serie armónica 1 + y + y -h -t- * • • s que satisface esta 
condición aunque diverge, como se demuestra en cálculo (ver, por ejemplo, la obra de 
referencia 12 descrita en el apéndice 1)„ 

La dificultad práctica para demostrar la convergencia es que en casi todos los 
casos se desconoce la suma de una serie., Cauchy resolvió este hecho al demostrar que 
una serie converge si y sólo si sus sumas parciales terminan por aproximarse entre si; 

Teorema 4 (Principio de convergencia de Cauchy para series) 

Una serie s x + z 2 + • * • converge si y sólo si para todo e > 0 dado (sin importar cuán 
pequeño sea) es posible encontrar una N (que en general depende de €) tal que 

(s ) I z n + 1 + z n + 2 + ' ■ ■ + ¿„ + pl < 6 para todo n > N y p = 1,2, - • - . 

La demostración, que es algo complicada, se deja como actividad opcional (ver 
el apéndice 4). 

Convergencia absoluta. Una serie z f + z 2 + ■ ■ ■ se denomina absolutamente conver¬ 
gente si la serie de los valores absolutos de ios términos 

oa 

2 \i m \ = kil + k 2 l + • • - 

771= 1 

es convergente* 

Si + • - • converge pero IrJ + |r 2 | + • • ■ diverge, entonces la serie z + r, + ■ ■ • 

se denomina, con más precisión, condicionalmente convergente. 


U) 'J ) .) J J J j .) J J J j > j J J' J J J J J J 
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Ejemplo 3 Una serie condiclonalmente convergente. | 

La serie. 1 - 4- + y - •j- 4- — converge pero sólo condicionalmcmc, porque la serie armónica diverge,-? 
como ya se mencionó (a continuación del teorema 3) ® 

. \ 

Si una serie es absolutamente convergente, entonces es convergente en el sentí- J 
do usual í 

Este hecho se concluye inmediatamente dei principio de Cauchy (problema 14). 
Este principio también conduce a la siguiente prueba general de convergencia, 

i 

Teorema S (Prueba de comparación) 

Si se tiene una serie z t + z 2 + - y es posible encontrar una serie convergente ó, + A, 

+ - - • con términos reales no negativos tales que i 



|z n | Si b n para n = 1, 2, • ■ • 
entonces la serie dada converge, incluso absolutamente. 


¡¡lili 

H Illll lPli 

¡SlBIl 

I ■' -j 

i» 

Leli lí 

Éllli 


jgga a 

.J 

Wm 




Demostración, Por el principio de Cauchy, como />, + b 2 + - - converge, entonces ; 
para cualquier 6 > 0 dado es posible encontrar una N tal que 


m 


© + 1 + 


¿ n + p < 6 


para todo n> N y p = 1, 2, ■ • • . 


Con base en lo anterior y como |z,| < 6 ,, |i,| S b 2 , ■ ■ - se concluye que para estos ny p 
se tiene 


lili 


v Mi 
Ehk pS SI 

m 


Z n + ll + l^n + pl 


+ b n + p < e ’ 


i 1 

... » 


Así, una vez más por el principio de Cauchy, |z,| + \z 2 \ + ■ * ' converge, de modo que z, |p| 
+ 2 + - - - es absolutamente convergente. * Tíj §8 


- r©?'©: 

Una buena serie de comparación es la serie geométrica, que se comporta como sigue, 


Teorema 6 (Serie geométrica) 
La serie geométrica 


2 q m = I + q + q 2 + 


converge a la suma 1/(1 — q ) si \q\ < 1 y diverge si \q\ 5 1 . 


Demostración. Si \q\ £ 1, entonces £ 1 y el teorema 3 implica divergencia. 
Luego, sea |gj < 1. L,a n-ésima suma parcial es 


A partir de lo anterior, 


s = 1 + a + ■ - - 4- q n , 
n 1 * 


i i „n i „n+1 

q + .... + q> 4- q 


fe © ©i ©■ p r r.' í- © © o © r 
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Al efectuar la resta, casi todos los términos del miembro derecho se cancelan por 
pares, por lo que se queda con 

•*„ - tjs n = 0 - q)s n = 1 - q ú + l - 

Luego, I -q# 0, ya que q 1, y entonces es posible despejar s n , con lo que se obtiene 


(6) Sn 1 - q \ - q \ - q 

Como \q\ < I, entonces el último término tiende a cero cuando n -» ~. Por tanto, la 
serie es convergente y su suma es 1/(1- q). Así se completa la demostración. B 


Prueba de la razón 

Esta es la prueba más importante en lo que resta del libro. Se obtiene tomando la serie 
geométrica como la serie de comparación b ¡ + b 2 + - - ■ en el teorema 5: 

Teorema 7 (Prueba de la razón) 

Si una serie z, + z 3 + ■ • - con z _ =¡¿ 0 (n = 1,2,.) tiene la propiedad de que para toda 

n mayor que alguna N , 

(7) |©±i| zs q < 1 (n > N) 


(en donde q < I es fija), entonces esta serie converge absolutamente. Si para toda 
n> N, 

( 8 ) I —I = 1 (« > N) ’ 


la serie diverge 

Demostración. Si ( 8 ) se cumple, entonces |z iM | £ \z} para estas n , de modo que la 
divergencia de la serle se concluye por el teorema 3. 

Si (7) se cumple, entonces |z n J 5 |zj<? para n > N , en particular 

|z w + 2 | S k N + 1 k. k w + 3 l = kw + zk S k N + ikP etc., 

y en general, |z„ J < |z„ ,| 7 "- 1 .. Por tanto 

|Zm + iI + l z N + 2 l + l z /v + 3l + ''' = l z /v + il U + q + © + ')■ 


La convergencia absoluta de z, + z 3 + - - - se concluye ahora por la prueba de compa¬ 
ración y la serie geométrica, ya que q < 1 (teoremas 5 y 6 ). ■ 
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igualdad (7) implica |z n+| /zj< 1, pero esto no implica convergí i 

•va en la serie armónica, que satisface z n+¡ /z n — n/(n + 1) < 1 parEj|í^®pj^p^ 


¡Atención! La des 
cía, como se observa 
toda n, pero diverge. 

Si la sucesión de las razones (7) y (8) converge, se obtiene el más convenier 
Teorema a (Prueba de la razón) 

Si una serie z + z + • ■ • con z i* 0 (n = 1, 2, ■ - - ) es tai que 


Bit® 


(9) lím I —-1 — L, 

n-*“ 

entonces se tiene lo siguiente. 

(a) Si L < 1, la serie converge absolutamente 

(b) Si L > 1, diverge. 

(c) Si L — 1, ia prueba fracasa; es decir, no puede concluirse nada. 

Demostración, (a) En (9) se escribe k n = |z, , ,/zJ Sea L = 1 - b < 1. Entonces, por 1^ 
definición de límite, las k n terminarán por aproximarse a 1 - ó, por ejemplo, k n S q =g| 
1 _ \b < 1 para toda n mayor que alguna N. La convergencia de z, + z, + • • ■ sq; 
conciuye ahora a partir del teorema 7. 

(b) De manera semejante, para L— 1 + c > 1, se tiene > 1 + y c > 1 para todá 
n > N' (suficientemente grande), lo que implica la divergencia de z t + z 2 + ■ • 
debido al teorema 7. 

(c) La serie armónica cumple z +) !z= n/(n + 1), por lo que L = 1 y diverge. La seriejí 


111 1 , 

i _L. — -f- — -f- —- -f- — H~ ' 

4 9 16 25 


cumple 


z n (n + l) 2 ’ 

también tiene L = 1, aunque converge. La convergencia se concluye de (figura 336) !| 


1 + U 


1 


1 + 


í 


dx 


de modo que j + z 2 ,+. es una sucesión acotada y es monótona creciente (ya que 

todos los términos de la serie son positivos); ambas propiedades son suficientes para ;;ggg| | 


la convergencia de la sucesión real s„ s , 



I 'íSfítt 

l¡®ít 
f#T] 

ll gl 

fggk 

sSÉá 

.TJp|ÍfL| 

I I 

- 
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Ejemplo 4 Prueba de la razón. 

La siguiente serie, ¿converge o diverge? (Primero adivine; luego calcule.) 

” (100 + 75/) n I 

2 --—- = I + (100 + 75 /) + — (100 + 75/) 2 + 

„',n n - 2! 


Solución, Por el teorema 8, la serie es convergente, ya que 

Ifn+il _ i 100 + 75i\ n+1 !{n + Q! |I00 + 75/| 


\ Z n \ 1100 + 75/| n ln\ n + 1 

Ejemplo 5 El teorema 7 es más general que el teorema 8. 
La siguiente serie, ¿converge o diverge? 


125 
n 4- I 


03 

y (— + —!_'i = 

•Z-'ü \ 2 2 3n + 1 ) 


1 i I 

/+- + - + — 

2 8 16 


64 128 


Solución . Las razones de los valores absolutos de términos consecutivos son -j-, ~, y, ~ , ■ Por 
tanto, la convergencia se concluye del teorema 7 Como ia sucesión de estas razones no tiene límite, 
entonces no es apiicable el teorema 8 § 

Prueba de la razón 

Las dos pruebas prácticamente más importantes son ia prueba de la razón y la prueba de la 
raíz. La prueba de la razón suele ser más simple; la prueba de la raíz es algo más general. 


Teorema 9 (Prueba de la raíz) 

Si una serie z ] + z 2 + * " - es lal que para toda n mayor que alguna N 


( 10 ) 


q < 1 


(n > N ) 


(en donde q < 1 es fija), entonces esta serie converge absolutamente. Si para una 
infinidad de n se tiene que 


(ID 

entonces la serie diverge. 


1 . 


Demostración. Si (10) se cumple, entonces |z | < q" < 1 para toda n> N. Por tanto, la 
serie |zj + |z 2 | + ■ - - converge por comparación con la serie geométrica, de modo que 
z, + z 2 + converge absolutamente. Si (1 i) se cumple, entonces |zj > 1 para una Infini¬ 
dad de n. La divergencia de z p + z 2 + • ■ • se concluye ahora con base en el teorema 3. B 

¡Atención! La ecuación (10) Implica ^/¡zjf < 1, pero no implica convergencia, como 
se ve en la serie armónica, que cumple '¡jt/ÍT < I, pero diverge. 

Si la sucesión de las raíces en (10) y (11) converge, se tiene de manera más 
conveniente el 


) "D "D !) '■)"") ) y* "j j ) ) V® ® ;r ) f) \) D '1 fin ■% '% f) 't? -i ••§ t H is> ; í¡) ; i ■•S f), %!? ' r H>. :: D -s) § :; Í3 
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Teorema 10 {Prueba de la raíz) 

Si una serie i { + z 2 + . es tal que 




lim "v'TIj = L, 


entonces se tiene lo siguiente. 


(a) Si L < I, la serie converge absolutamente. 

(b) Si L> I, diverge. 

(c) Si L = ], la prueba fracasa, es decir, no puede concluirse nada. 

Demostración. La demostración es paralela a la del teorema 8 . 

(a) Sea L. = 1 — a < 1 Entonces por la definición de límite se tiené ^/|z„| < 9=1 
■ ¡ a < I P ara toc ia n mayor que alguna N ’ (suficientemente grande). Por tanto, |zj < 
q" < 1 para toda n > N La convergencia absoluta de la serie z + z 2 + • • • se concluye 
ahora de la comparación con la serie geométrica. 

(b) Si L > 1, también ^|r„| > 1 para toda n suficientemente grande. Por tanto, |r | 
> 1 para estas n. Ahora, el teorema 3 implica qué z, + z + ■ ■ • diverge. 

(c) Tanto la serie armónica divergente cómo la Serié convergente 1 + 7 + 7 + -¡ 7 - + 
_L + . . . proporcionan L - 1. Lo anterior puede observarse a partir de (In n)/n —» 0 y 


1 j ? 


/ i’Y ||" II' 

' ■* 

1 >’ J 2 

/ 'tf 

v ':l 


1 1 


- 2 /n ,( 2 /n)ln n 


Ejemplo 6 Prueba de la razón,. 

La siguiente serie, ¿es convergente o divergente? 


~ 1 1 


B ? 0 ^ i r3 <4 ‘ ,) ’ , = í-^ (4 - , ' , + ^ (4 - ,)a 


Solución, Por el teorema 10, la serie diverge, ya que 

”/ l(4 - /)”| = |4 - /| = Vr7 

v 2 2 " + 3 ,v :t - . : .2 v/ctr— 


v 77 

L “ T > L 


Aquí termina el análisis de los conceptos y hechos básicos sobre series complejas 
y pruebas de divergencia. En la siguiente sección se inicia el trabajo verdadero. 


Problemas de la sección 14.1 
Sucesiones 

Las siguientes sucesiones, ¿están acotadas? ¿Son convergentes? Determinar sus puntos límite. 
L z„ = (-D" + 2Í 2, z n = e™ 12 3. z n = (— 1 ) n /(/i + i) 

- (3 + 4i) n /n\ 5. (3 /) T1 ~ (1 + /)" 6 . z u — 'k'rr + e'^^ímr 

7 ' A = O" + Un 8 . z„ = mr/(\ + 2in) 9. z = i n eos mr 


i;' í : f ( i 
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10. (Unicidad del límite). Demostrar que si una sucesión converge, entonces su limite e- 
único. 

11. S¡z,+z 2 +.converge al límite ly z* + z 2 * + .converge al limite ¿(demostrar quez 

+ z t *, z 2 + z 2 *, ■ converge al limite / •+■ /*„ 

12. Demostrar que con las hipótesis dei problema 11 ia sucesión z,z *, z z *, . converce al 

límite//*. ” 2 2 ’ ’ 

13. Demostrar que una sucesión compleja z, + z 2 + - - está acotada si y sólo si las dos 

sucesiones correspondientes de las partes reales e imaginarias están acotadas 

Series 

14. (Convergencia absoluta). Demostrar que si una serie converge absolutamente, entonces 
es convergente. 


L.as siguientes series, ¿son convergentes o divergentes? 


15. 2 


(100 + 200 /)" 


16. 2 


3/i + 2/ 


18. 2 


21 . 2 


1 + i\ n 


i9. i (f ) n «« 

n = 0 V / 

~ (10 + 70 a 

¿lj n «ii 


;n 

17. 2 - 


20 . 2 


24. Suponer que |z n ,/zJ < q < 1, de modo que ia serie z ¡ + z 2 +.converge por la prueba de 

la razón (teorema 7). Demostrar que el residuo 7? o = z n ,, + z„, 2 + ■ - • satisface \R | g \ z | 
/(I - q). (Sugerencia Aplicar el hecho de que la prueba de la razón es una comparación dé 
la serie z + z 2 + • ■ ■ con la serie geométrica ) 

25. Usar el problema 24 para encontrar cuántos términos bastan para calcular la suma s de la 
serie en el problema 23 con un error inferior a 0.05, y calcular j con esta exactitud. 

14.2 SERIES DE POTENCIAS 

Las series de potencias constituyen las series más importantes en análisis complejo, 
como se mencionó al inicio del capítulo y como se verá a continuación en detalle. 

Una serie de potencias en potencias de z - z 0 es una serie de la forma 


( 1 ) 2 a n - Z 0 ) n = a Q + a lí z - z 0 > + a 2 ^ - z 0 ) 2 + ■ - - 

71 = 0 

en donde z es una variable, o 0 , a t , .son constantes, denominadas coeficientes de ia 

serie, y r 0 es una constante, denominada centro de la serte. 

Si z 0 = 0, se obtiene un caso particular de una serie de potencias en potencias de z: 


2 a n Z - n = °0 + a l z + a 2 z2 + ■ 


( 2 ) 
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Comportamiento de las series de potencias 
en cuanto a convergencia 

En la última sección se presentó la definición para series de términos constantes. Si 
los términos de una serie son variables , como funciones de una variable z (por ejem¬ 
plo, potencias de r, como en una serie de potencias), entonces asumen valores defini¬ 
dos si se fija z, y así se aplican todas aquellas definiciones Resulta evidente que para 
una serie de funciones de z, las sumas parciales, los residuos y la suma son funciones 
de z En términos generales, una serie así converge para alguna z, por ejemplo, a lo 
largo de toda una región, y diverge para oirá z. En general, tal región puede ser com¬ 
plicada Para una serie de potencias es simple. De hecho, se verá (en el teorema 1, que 
se presenta a continuación), que (1) converge a lo largo de todo un disco con centro en 
z 0 —este es el caso general— o en todo el plano complejo; o bien, converge sólo en el 
centro z 0 , en [cuyo caso (1) es prácticamente inútil]. Primero se ilustrarán estas tres 1 
posibilidades con tres ejemplos típicos 

Ejemplo 1 Convergencia en un disco. Serie geométrica. 

La sene geométrica 

2*, z" = 1 + z + z 2 + • 

n = 0 

converge absolutamente si |^( < I y diverge si |z| ^ 1 (ver el teorema 6 en la sección 14 1) § 

Ejemplo 2 Convergencia para todo z. 

La serie de potencias 

CO O O 

Z 


í ilfi 




n = 0 


] + _ + 


z n + 1 /{n + i)! 
z n /n! 


n + I 


—> 0 cuando n —* eo. 


Ejemplo 3 Convergencia sólo en e! centro,, (Serie inútil). 
La serie de potencias 


2 ni ¡ 

n = 0 


1 + z + 2z 2 + 6z 3 + 


converge sólo en e = 0, pero diverge para lodoz^ 0 De hecho, a partir de la prueba de la razón se tiene que 
|(/i + I)!z nTl | 

- j-pp - = {n + l)|z| — , co cuando n — » co (z fijo y 0) El 

Toda serie de potencias (1) converge en el centro porque para z = z 0 la serie se 
reduce al único término a Q . Si este no es el único punto de convergencia, de modo que 
(1) también converge para alguna z ¡ z 0 , entonces (1) converge para toda z que esté 
más próxima a z 0 que a z,: 




Pi 




es absolutamente convergente para toda r De hecho, por la prueba de la razón, para cualquier z fija se 
tiene que 


m 


• Div. 

/fco'ny/H z i \ . .... >. 

y’-.»;*:jt O Z") : ■ 


Figura 337. Teorema 1. 

Teorema 1 (Convergencia de una serie de potencias) 

Sí la serie de potencias (1) converge en un punto z = z & z 0 , entonces converge 
absolutamente para todo z que esté más próximo a z 0 que a z ;l es decir, ¡z — z 0 | < jz ; 
— z„¡. Ver la figura 337 

Si (1) diverge en un z — z 2 , entonces diverge para todo z que esté más lejos de z 0 
que de z . Ver la figura 337. 

Demostración. Como la serie (1) converge para z , al aplicar el teorema 3 de la sec¬ 
ción 14.1 se obtiene 

a„(Zj — c 0 ) n —> 0 cuando n co. 

Lo anterior implica que para z = z, los términos de la serie (1) están acotados, por 
ejemplo, 

| t¡ n (z 1 — Z 0 ) n | < M para todo n — 0, 1, ■ • . 

Al multiplicar y dividir entre (z, — z 0 )", a partir de lo anterior se obtiene 


(3) |a n (z - Z 0 ) n | = 
Ahora la hipótesis |z - zj < 
< 1. 




) T 


(z - z„y 

5 

Vil 

z - z 0 

N 

1 

ÍM 

O 


O 

N 

1 

f'T 


! — 2 \ implica que 
Por tanto, la serie 


M 2 

n = 0 


Z - Z n 


es una serie geométrica convergente (ver el teorema 6 en la sección 14.1). La conver¬ 
gencia de (I) cuando |z - z 0 | < Ir, - zj se concluye ahora a partir de (3) y de la prueba 
de comparación en la sección 14.1. 

Si la segunda afirmación del teorema fuese falsa, entonces se tendría convergen¬ 
cia en un z J tal que |z 3 - zj > |z, - zj , lo que implica convergencia en z, por la afirma¬ 
ción recientemente demostrada, lo cual contradice la divergencia asumida en z,. B 

Radio de convergencia de una serie de potencias 

Los ejemplos 2 y 3 ilustran que una serie de potencias puede converger para todo z o 
sólo para z = z . Ambos casos se excluirán por el momento. Entonces, si se tiene una 


: ) j j 


). ) 


■j ) 5 : i 


;) 3 


; 7 > ) j j O y j :) ) 


) : :) 


3 j ) j ']) j J : j v. 
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' Divergente 


'/■-.'Conviii 
■ ¡' ■ á<, 


/ 

©Ü © 

>ssí@s*s3@af 

i. 


Figura 338. Círculo de convergencia. ©¡Spfíffi. 

‘'r_|ííSv| 

serie de potencias (1), es posible considerar todos los puntos z en el plano complejo i - 
para los cuales la serie converge. Sea R tal que la distancia de cada uno de estos ííf||| ífe| 
puntos al centro z 0 es menor o igual que R, y se supondrá que R es el menor número fMíll 
posible con esta propiedad; en otras palabras, R es el radio del menor círculo con í||s| i§|8f 
centro en z 0 que contiene a todos los puntos en los cuales la serie converge. Entonces, 
el teorema 1 implica convergencia para todo z dentro de tal círculo; es decir, para todo IÉÜ Ü§ 
z para el que fc» 

,•- 
( 1 ,r 

(4) Iz - z„| < R, M 


Y como R es lo más pequeño posible, entonces la serie diverge para toda z para la que 

• 

Iz ~ 7r. I > R 7 : 7 ék Stiijí 


El círculo 


se denomina círculo de convergencia, y su radio R es el radio de convergencia de 
(1).. Ver la figura 338. 

Para incluir los dos casos excluidos en la notación, se escribe 

R = ~ si la serie (1) converge para todo z (corno en el ejemplo 2). 

R = 0 si (1) converge sólo en el centro r = z 0 (como en el ejemplo 3). 

Lo anterior es una notación conveniente, pero nada más. 

Para una serie de potencias real (1) en potencias de x — x 0 con coeficientes y 
centro reales, (4) proporciona ei intervalo de convergencia ¡x — x 0 | < R de longitud 
2R sobre la recta real. 

Para evitar malentendidos: no es posible hacer ninguna afirmación general acer¬ 
ca de la convergencia de una serie de potencias (1) sobre el círculo de convergencia 
mismo. La serie (1) puede converger en alguno o en ninguno de estos puntos. Los 
detalles carecen de importancia en este texto; por tanto, un simple ejemplo basta para 
darse una idea. 


; 
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Ejemplo 4 Comportamiento sobre el círculo de convergencia 

Sobre el círculo de convergencia (radio R = 1 en todas las tres series), 

Ez"//?* 1 converge en todas partes, ya que IA/n 2 converge 

Zs"/n converge en (por la prueba de Leibnitz), pero diverge en !. 

£z" diverge en todas partes. 

Ei radio de convergencia R de la serie de potencias (1) puede determinarse a 
partir de los coeficientes de la serie como se muestra a continuación. 

Teorema 2 (Radio de convergencia R) 

Supongo que la sucesión |¿7 n+¡ /aJ, «“1,2,***, converge con límite L Si L = 0, 
entonces R — es decir, la serie de potencias (I) converge para todo z, SIL, 0, (por 
tanto L > 0), entonces 

^ R = jy. (Fórmula de Cauchy-Hadamard’). 

Si k + |/*J °°» entonces R — 0 ( convergencia sólo en el centro z )„ 

Demostración. La serie (i) tiene los términos Z n — a n (.z — z 0 ) n . Por tanto, en la prueba 
de la razón (teorema 8 de la sección 14.1), 


L — lím 


7 n ( r _ „ \n-fl 

— _ lím - ... _ ■■ 

■mi £n/ 


es decir, 


Si L - 0, entonces L — 0 para todo z, y la prueba de la razón proporciona convergencia 
para todo z, como se afirmó. Sea V > 0. Si |z - zj < ]/¿\ entonces L = L" |z - z„| < 1, 
y (1) converge por la prueba de la razón. Si |z -zj > 1 /¿\ entonces L > 1, y (1) diverge 
por la prueba de la razón. Por definición, lo anterior muestra que I//," es el radio de 
convergencia R de (1) y demuestra (5).. Si |a„ +| /oJ -> entonces |Z t| /ZJ £ 1 para to¬ 
do z * z 0 y toda n suficientemente grande, de modo que la divergencia de (1) para todo 
z * z 0 ahora se concluye con base en el teorema 7 de la sección 14.i, 8 

Comentario. Si L' = lím |a nH /aJ 0, entonces con (5) se obtiene 
(6) R = lím . 


°n 


ü n +1 



Denominada asi en honor de ios matemáticos franceses A L CAUCHY (ver la nota de pie de página 
de la sección 2.6) y JAQUES HADAMARD (1865-1963) Madamard realizó contribuciones funda¬ 
mentales a la teoría de la serie de potencias y dedicó su obra a las ecuaciones diferenciales parciales. 




I 


SERIES DE POTENCIAS, SERIES DE TAYLOR, SERIES DE LAURENTó 

Lo anterior es plausible, ya que si a n —> 0 rápidamente, entonces |a/a„J es grande en 
promedio (¿por qué?) y la serie converge en un gran disco. Si a n —» 0 lentamente, ¡ 
entonces \aja n ^\ es relativamente pequeño y la serie converge en un disco relativa¬ 
mente pequeño. . ¡/.jís 

Las fórmulas (5) y (6) no son de utilidad si L' no existe, aunque siguen siendo j| 1 
posibles extensiones del teorema 2, como se analizará a continuación en el ejemplo 6. 

Ejemplo 5 Radio de convergencia. 

Determinar el radio de convergencia R de la serie de potencias 

i 7TTT2 <* - 3Í >" 


Solución. Por (5). 

(2 n + 2)!/fín + l)!] 2 v (2 n + 2)(2 n + I) 

L ’ - hm - üSmS? = 


n _oo (n + l ) 2 


4, R = 


La serie converge en e! disco abierto \z — 3/J < 1/4 de radio 1/4 y centro 3/. 

Ejemplo 6 Extensión del teorema 2 

Determinar el radio de convergencia R de la serie de potencias 


5) I + (-1)” + z” = 


3 + 2~'z + (2 + 2“ z )z 2 + 2- 3 z 3 + (2 + 2-“)z 4 


Solución. Debido que la sucesión de las razones 1/6, 2(2 + 2' 1 ), M2 y {2 + 2“-), no converge, entonces 
el teorema 2 no es de utilidad Es posible demostrar que 

( 5 »¡ R = l/Z, Z = lím 

Lo anterior sigue no siendo de utilidad en esle caso, ya que j $ZÍ ¡ no converge porque por inspección se 
demuestra que tiene dos puntos limite: 1/2 y I Además, es posible demostrar que 

(5**) R = 1/7, 7 es ei mayor punto limite de la sucesión 

Aquí / = 1, de modo que R = I Respuesta. La serie converge para |z| < I . ® 

Resumen. Las series de potencias convergen en un disco circular abierto o algunas 
incluso para todo z (o algunas sólo en el centro, aunque no son de utilidad); para el 
radio de convergencia, ver (5), (6) o el ejemplo 6. 

Las series de potencias, excepto por las que no son de utilidad, poseen sumas que 
son funciones analíticas (como se demostrará en la siguiente sección); este hecho 
explica su importancia. 

Problemas de la sección 14.2 

Encontrar el centro y el radio de convergencia de las siguientes serles de potencias. 


1. 2 U + 4/)* 


2. 2 r>TT n (z - /)" 


5. 2 

n =0 J 


6. 2 £ 
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7. 2 ~~~r (z + o" 


8- 2 « n (z + i)" 


9. 2 (3z - 2/)" 


10 . 2 


13. 2 


2 2n (/i!) 2 ' 


(2 n + 1)! 


ii. 2 — í — Z 2n 

2 n 

n = 0 


^ O n)\ t 

12 • 2 7^73 + ™) T 

n»0 K 


14. 2 


(z - l) r 


15. 2 


(ti + 1 )(n + 2) 


16- 2 -i (z + 2)” 

nal n 


i7. 2 ——— Z 2 

n = 1 1 


18. 2 “7 (z ” U 2 


19. Demostrar que si una serie de potencias Xaz" tiene radio de convergencia R (que se 
supone finito), entonces X az 1 " tiene el radio de convergencia JR.. 

20. ¿Existe una serie de potencias en potencias de z que converja en z — 30 + 10/ y diverja en 
z = 3 1 - 6r? (Justificar la respuesta ) 


14.3 FUNCIONES DADAS POR SERIES DE POTENCIAS 

El objetivo principal de esta sección es demostrar que las series de potencias repre¬ 
sentan funciones analíticas (teorema 5). En el proceso para lograr tal objetivo se 
verá que las series de potencias tienen un “buen” comportamiento bajo la suma, 
multiplicación, diferenciación e integración, lo cual las hace bastante útiles en aná¬ 
lisis complejo. 

Para simplificar las fórmulas de esta sección, se toma 2 0 = 0 y se escribe 

<» ¿ 


Lo anterior no es una restricción, ya que en una serie en potencias dez*-r con 
cualquier centro z Q siempre es posible escribir z — z Q ~ z para reduciría a la forma (1). 

Si una serie de potencias (1) arbitraria tiene un radio de convergencia diferente 
de cero, entonces su sumatoria es una función de z, por ejemplo,j/(z), Así, se escribe 


2 * n z" 


Gn + a,z + a 0 z 2 + 


Se dice quejar) está representada por la serie de potencias o que está desarrollada 
en la serie de potencias. Por ejemplo, la serie geométrica representa la función f{z) = 
1/(1 — r) en el interior del círculo unitario |r| = E (Ver el ejemplo I en la sección 14,2.) 

El primer objetivo es demostrar la unicidad de tal representación; es decir, una 
función fz) no puede representarse por dos series de potencias diferentes con el 
mismo centro . Si fz) puede desarrollarse en una serie de potencias con centro z , 
entonces el desarrollo es único. Este hecho importante suele usarse frecuentemente en 
análisis complejo y real. Este resultado (teorema 2, que se enuncia a continuación) es 
una consecuencia del 
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Teorema 1 (Continuidad de la suma de una serie de potencias) 

La función fiz) en (2) con R > 2 es continua en r = 0 í£;’f¡ 

Demostración. Por la definición de continuidad, debe demostrarse que 

m 

J>m J(z) = /(O) = a gSsí 

r-0 

'Ayír 

es decir, es necesario demostrar que para un e > 0 dado existe un 5>0 tal que |z| < 8 
implica (jj>) - aj < e . Luego, por el teorema 1 en la sección 14.2, (2) converge abso¬ 
lutamente para |r| < r < R. Por tanto, la serie ' ;§¡§!; 


2 Kl/-"" 1 - Klr» 


(r > 0) 


converge. Sea S su suma. Entonces, para 0 < |z| < r, 


l/U) - «„l = 2 *„*" § |*| 2 \a n \ \z\ n - 


W 2 Kk" -1 = |z|j. 


Lo anterior es menor que € para [z| < 5, en donde 5> 0 es menor que r y que e/S. B 

Con base en este teorema ahora ya es fácil establecer el teorema de unicidad 
deseado (una vez más suponiendo z 0 = 0 sin pérdida de generalidad): 

Teorema 2 (Teorema de identidad para series de potencias) 

Suponer que las series de potencias 


convergen para |z| < R, en donde r es positivo, y que tienen la misma suma para todos 
estos i Entonces estas series son idénticas; es decir , 

a n = b n para todo n = 0, 1, - - • , 


Demostración. Se procederá por inducción. Por hipótesis, 


b 0 + b 1 z + b 2 z 2 + 


(|*| < R). 


Por el teorema I, las sumas de estas dos series de potencias son continuas en z = 0. 
' 4lSI ’ a <¡ ~ ¿V J a afirmación es cierta para n = 0. Luego, se supone que o, = b para n - 


r c c í ■ r r r r < 


0; (f f r- : f ( , (f : ( Q (; ff (■) (? 
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0, I, ■ , m Entonces es posible omitir en ambos miembros los términos iguales y 

dividir el resultado entre i"'* 1 (^ 0); asi se obtiene 

a m+l + a m + 2 Z + fl m+3 r + = h -1 + ‘^m + 2 z + ¿’„,* r! Z 2 + ' ' . 

P° r el teorema I, cada una de estas series de potencias representa una función que es 
continua en z = 0 Por tanto, = b mtl . Asi se completa la demostración B 

Las series.de potencias representan funciones analíticas 

Este hecho se demostrará como el objetivo más importante de esta sección, luego de 
una breve preparación. En ia siguiente sección se verá que, recíprocamente, toda 
función analítica puede representarse mediante series de potencias (denominadas se¬ 
ríes de Tcrylor ). Este hecho es bastante sorprendente y explica la gran importancia de 
las series de potencias en análisis complejo. 

La suma o resta término a término de dos series de potencias con radios de conver¬ 
gencia R t y R 2 produce una serie de potencias con radio de convergencia por lo menos 
igual al menor de R t y /?,. Demostración . Las sumas parciales s y s* se suman (restan) 
término a término y se usa lím (s n ± s*) = lím s ± lím s*. 

La multiplicación término a término de dos series de potencias 

/(*) = 2 a )f k = a„ + OjZ + - • • 

k = 0 

y 

g(z) = 2 b rn z m = b 0 + b x z + • • - , 

m = 0 

significa la multiplicación de cada término de la primera serie por cada término de la 
segunda serie y el agrupamiento de los términos que tienen la misma potencia de z. 
Con lo anterior se obtiene una serie de potencias, denominada producto de Cauchy 
de las dos series, y que está dada por 

a 0 b 0 + {a Q b l + a 1 b Q )z + (a 0 b 2 + a l b l + a. ¿ b Q )z z + . 

= 2 («o b „ + «A-i + . + 

71 = 0 

Sin demostración, se afirma que esta serie de potencias converge absolutamente para 
todo z dentro del círculo de convergencia de cada una de las dos series dadas, y que su 
suma es s(z) =J[z)g(z). Para una demostración de lo anterior, ver [D7] mencionada en 
el apéndice 1. 


La diferenciación e integración término a término de una serie de potencias es 
permisible, como se mostrará a continuación La serie de potencias que se obtiene al 
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derivar término a término (1) se denomina serie derivada de la serie de potenciasí 
(1); es decir, T 


2 na n z r 


a, + 2 a 0 z + 3a, z 2 


Teorema 3 (Diferenciación término a término de una serie de potencias) T 

La serie derivada de una serie de potencias tiene el mismo /adío de convergencia 
que la serie original- í; 

Demostración. Este hecho es una conclusión de (5) en la sección 14.2 porque y 

(n + l)a n+1 n + 1 ,. a n +1 a n +1 ':í 

lim - = hm - lim - — lim \¿j 

n >ca M n—►«> ^ n n—* 00 7j 

I 

o, en caso de que el último límite no exista, a partir de (5") en la sección 14.2, obser-'í 
vando que “fñ —> 1 cuando n —> °° ;| 

I 

Ejemplo 1 Una aplicación del teorema 3. -Ai 

: :;v 

Encontrar e! radio de convergencia R de la siguiente serie, aplicando el teorema 3 j. 


^ ^ z n = z 2 + 3z 3 + 6z 4 + lOz 5 + 


Solución. La serie geométrica se deriva dos veces termino a término y el resultado se multiplica por z-/2.' 
Con lo anterior se obtiene ¡a serie dada Por tanto, /? — I debido al teorema 3 Sj 

• x 1 

Teorema 4 (Integración término a término de una serie de potencias) 

La serie de potencias \ 


J n _n+l _ n 4. 7 

Z Üq-c -r - Z 


"1,2 7 ,3 


que se obtiene al integrar término a término la serie a 0 + a ( z + a,z 2 + tiene el ' 
mismo radio de convergencia que la sene original 

L a demostración es semejante a la del teorema 3 

Con el teorema 3 como henamienta, ahora ya es fácil establecer el resultado 
principal de esta sección: ,] 

-1 

Teorema 5 (Funciones analíticas. Sus derivadas) -A 

Una serie de potencias con radio de convergencia R diferente de cero representa una j 
función analítica en todo punto interior de su círculo de convergencia Las derivadas 
de esta función se obtienen por diferenciación término a término de la sene origina!. 


■") n (*) H ñ ^ ^ ^ 


'") ) ) ") ■') U : Ü "i '■) ") ')■">") ) ") '''Y 
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Todas las series así obtenidas tienen el mismo radio de convergencia que la serie 
original Por tanto, en virtud de. la primera afirmación, cada una de ellas representa 
una función analítica. 

Demostración, (a) Se considerará cualquier serie de potencias (1) con radio de con¬ 
vergencia positivo R. Sean fz) su suma y f(z) la suma de su serie derivada; por tanto, 


2 ° n Z r 


.2 


Se demostrará quey[z) es analítica y que su derivada es/,(z) en el interior del círculo 
de convergencia. Lo anterior se efectuará probando que para cualquier z fijo con |z| < 
R y Az —> 0, el cociente de diferencias \fz + Az) -fz)]!Az tiende a f{z). Al sumar 
término a término, por (4) primero se tiene que 


f(z + Az) 


2 

n = 2 L 


(z + A Z) n 
Az 


Observe que la sumatoria empieza con 2, ya que el término constante se elimina al 
tomar la diferencia^ + Ay el término lineal también se elimina cuando/j(z) 
se resta del cociente de diferencias, 

(b) Se afirma que la serie en (5) puede escribirse como 

(6) 2 a n Az[U + Az) n ~ 2 + 2z(z + Az) n ~ 3 +■■• + («- l)z n ~ 2 ]. 


La demostración, algo técnica, se proporciona en el apéndice 4. 

(c) Se considerará (6). Los corchetes contienen n - 1 términos, y el coeficiente 
más grande es n - 1. Como (n - 1 ) 2 < n(n - 1), se observa que para |z| ¿ R 0 y |z + Az\ 
S R 0 , R 0 < R , ei valor absoluto de esta serie no puede exceder 

|Az| 2 K\n(n - 1 )Rf~ 2 . 


Esta serie con a n en vez de |aj es la segunda serie derivada de (2) en z = R 0 y converge 
absolutamente debido al teorema 3 y por el teorema 1 de la sección 14.2. Por tanto, la 
serie actual converge. Sea K'.(R 0 ) su suma.. Entonces el resultado anterior puede escri¬ 
birse como 


f(z + Az) 
Az 


|Az| K(R 0 ), 


Ai hacer que Az —> 0 y observando que R 0 (< R) es arbitrario, se concluye que/[z) es 
analítica en cualquier punto interior del círculo de convergencia y que su derivada 
está representada por la serie derivada. A partir de este hecho, la afirmación sobre las 
derivadas superiores se concluye por inducción. H 


7 -■) 3 . ') 7 


7 7 , 7 7 7 , % 


7 : % 3 , % % 
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Resumen. Los resultados presentados en esta sección muestran que las series de poT 
tencias son tan “bondadosas” corno era de esperar; es posible diferenciarlas e inte-; 
grarlas término a término (teoremas 3 y 4). El teorema 5 explica la gran importancia- 
de las series de potencias en análisis complejo; la suma de tales series (con radio de; 
convergencia positivo) es una función analítica y tiene derivadas de todos los órde¬ 
nes, que por tanto son funciones analíticas. Sin embargo, ésta es sólo una parte de la" 
historia. En la siguiente sección se demostrará que, recíprocamente, toda función ana¬ 
lítica dadayXr) puede representarse por series de potencias. 

Problemas de la sección 14.3 

Encontrar el radio de convergencia de las siguientes series de dos maneras: (a) direc¬ 
tamente aplicando la fórmula de Cauchy-Hadamard (sección 14.2) y (b) aplicando el . 
teorema 3 o el teorema 4 y una serie con coeficientes más simples. 


i - 


", n(n + I)(/r + 2) 


2 ' ^TTTj 

s. i 

71 = 1 ' 

s. s rr * /c )~^ 1 ^ nH ■ , 

n = o L \ n / J 


3. 2 jt; (r+ ¡) 2n 


9 . y — t*úl— z n 
n y o ('I + 1 )(/7!) 2 


13. S\J{z) en (1) es par, demostrar que a n = 0 para n impar. (Aplicar el teorema 2.) 

14. (Números de Fibonacer) Los números de Fibonacci se definen de manera recurrente como 

°i> ~ a , = i, o n ~ o n _ 2 + a i-( si n > 2., Demostrar que si una serie de potencias < 2 (l + a x z +. 

representa aj{z) = l/( I -z~r 2 ), entonces sus coeficientes deben ser tales números y recípro¬ 
camente. Sugerencia Empezar a partir de j{z){ 1 -z-z 2 )~ ! y aplicar el teorema 2. 

15. Escribir la demostración de la suma y la resta término a término de una serie de potencias 
indicadas en el texto. 


'i p|$|s ’l : 

%4 ji . 

-fV¡ 

lili 

’ 'y r i v 

''"i* 

f j V ” 

i . 


10. En la demostración del teorema 3 se afirmó que '[fñ —> I cuando n —» Demostrar este 

hecho. Sugerencia. Sea "Jn = 1 + c n , donde c n > 0, y demostrar que c n —» 0 cuando n ©o. 
ÍL Demostrar que (1 - z)~ 2 = X n 0 (n + 1 )z" (a) usando el producto de Cauchy y (b) diferen¬ 
ciando una serie idónea. 

12„ Aplicando e! teorema 2 a (1 + zY( I +z)v~( 1 + z)' í4 ' ,/ (p y enteros positivos), demostrar que 


1 * 

’ ’ * y* ■ 'i - 


14.4 


SERIES DE TAYLOR 


La suma de cualquier serie de potencias (con radio de convergencia positivo) es una 
función analítica, como acaba de verse (teorema 5, sección 14.3). A continuación se 


LEONARDO DE PISA, llamado FIBONACCI (- hijo de Bonaccio), ca I! 80-1250. matemático italia¬ 
no a quien se atribuye el primer renacimiento de las matemáticas en territorio cristiano 
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Al aplicar (3) con q = (z - z 0 )/(z - z) al miembro derecho de (2) sé obtiene 

2 / , _ „ \ 


1 


1 


1 + 


4* 


-o 


í£- 


c 0 


+ 
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Resulta evidente que la serie (7) converge y representa a f[z) si y sólo si 




i! 

La expresión anterior se jnserta en (1). Las potencias de z — z 0 no dependen de la||g 
variable de integración z , de modo que es posible sacarlas del signo de la integral; |pf¡ 


cotí lo que se obtiene 

i r fu*) 


fU) 


(4) 


2 m 




dz* + 


+ 




/(z*) 


(z 


c 

5b>" 


; (Z*. “ Z' ó )' 


dz* + • 


íst¡¡§ 

II 




as 


2tt/ 


fít*) - : ; $S§ 

• n.Cjdz* + R„U) 


, (Z* - Zn) 


en donde el último término está dado por la fórmula 

(5) R n U) 


(Z - Z 0 ) n + 1 £ f(z*) 


c 


(z* 


0 ) n + 1 (z* - z) 


Usando las fórmulas de las integrales (1) en la sección 13.6 para las derivadas se 
obtiene Mís 


m 


( 6 ) 


/(Z) = /(Zn) + 


1! 


^ /'(z 0 ) + - 


2 ! ' 0 
(z - Zp) 


+ 


f"(z n ) + ■ • • 

/ (n, (z 0 ) + R n (z). 


: 

; A” J Í4 ! 
'tes: 1 , i 


Esta representación se denomina fórmula de Taylor 3 , R n U) se denomina residuo. Igg: 
Como la función analítica/(z) tiene derivadas de todos los órdenes, entonces n en (6) •-■■Jili' 

puede tomarse tan grande como se quieta Si se deja que n tienda a infinito, a partir de 
(6) se obtiene la serie de potencias 




(7) 


ñz) = ¿ (z 

n m ! 

m = 0 


z n v 


Esta serie se denomina serie de Taylor defz) con centro z 0 . El caso particular de (7) 
con centro z = 0 se denomina serie de Maclaurin" de J[z). 


lili 

i# 


1 BROOK TAYLOR (1685-1 731), matemático ingles que introdujo esta fórmula para funciones de una 
variable real 

4 COLIN MACIAURIN (1698-1746), matemático escocés, profesor en Edimburgo 


( 8 ) 


lím R n {z) 

«.—*•03 


0. 


Para demostrar (8), se considera (5). Como z' está sobre C mientras z está en el inte¬ 
rior de C (figura 339), se tiene |z' -z| > O, Con base en esta expresión y en la analiticidad 
deyj» dentro y sobre Cse concluye que el valor absoluto de./(z')/(z'-z) está acotado, 
por ejemplo, 


f(z*) 


z* 


M 


para toda z' sobre C. También, |z‘ - z 0 | = r, el radio de C, y la longitud de C es 2 nr. Por 
tanto, al aplicar la desigualdad ML (sección 13.2) a (5) se obtiene 


I R. 


¿ol 


I 


fu*) 


,(z* 


z 0 ) n + 1 (z* - z) 


dz * 


Z - 


M ■ 


2 irr 


Mr 


_£o 


En el miembro de la derecha, |z-z D | < r, ya que z está en el interior del circulo C. Así, 
\z - z \ Ir < I, de modo que el miembro derecho tiende a cero cuando n —> “. Esto 
demuestra (8) para toda z en el interior de C. Por el teorema 2 de la última sección, la 
representación de/(z) en la forma (7) es única en el sentido de que (7) es la única serie 
de potencias con centro en z 0 que representa la funcióny^z) dada. Por tanto, es posible 
agregar el resultado como sigue. 

Teorema 1 (Teorema de Taylor) 

Sea/U) analítica en un dominio D, y sea z = z (J cualquier punto en D. Entonces existe 
exactamente una serie de potencias con centro en z„ que representa afU)- E- Sta seris 
es de la forma 


(9) 


fU) = 2 a rS- z - *o) n en donde a -n 

71 = 0 


,f M U 0 ) 


Esta representación es válida en el mayor disco abierto con centro z 0 contenido en D. 
Los residuos R (z) de (9) pueden representarse en la forma (5). Estos coeficientes 
satisfacen la desigualdad 


( 10 ) 


M 

r n 


! donde M es el máximo de [/(z)| sobre la circunferencia |z - z„| - r 


■') )■')■ 


J J ¡ 


i. j 


J I: 


■> v 






2 f : :2 


J :> 


■J J 
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La desigualdad (10) se concluye de la desigualdad de Cauchy (3) en la sección^^^; ^fPJ§K' 
)., Con la fórmula (!) de la sección i3.,6 también se obtienen los coeficientes en (9YÉSÍf- 


1J - D - '- UI1 lurmuia (1 / oe ia sección i J.,o también se obtienen los coeficientes en (9)^$^ 

Ir f (¿) j 

i O -t ; l (7 — - Cn - dv I '''.Óféfeé Í/W. 1 ''.?:: 

w ' n 2ttíJ c (z - z 0 ) n + L " j 

.. "". v.:; .'V L: 

en donde se inlegra en sentido contrai¡o al movimiento de las manecillas del reloj©© ©feot’ 
alrededor de una trayectoria simple cenada que contiene en su interior a s f . ¿s¡$| í:L/;íj 

Prácticamente, (8) significa que para todo s para el que (9) converge, la n-ésimaViS© 0::'ií 
suma parcial (9) tenderá a J[¿) con la exactitud que se quiera; basta elegir a n suficien-0fiv S© 
temen te grande liijif® £j'0 

©tff 00 

Los puntos singulares de una función anal¡tica/ís) son puntos en los queyfr) deja de 
ser analítica Más precisamente, :~cse denomina punto singular de /(r) si /(e) no es 1 '©: frL 
difeicnciablc en: = c, aunque todo disco con centro en c contiene puntos en los que ©I; 0-'-' 
/(r) es diferenciahle También se dice que J[z) tiene una singularidad en z = c. Ejem- ©0 ijS'f 
píos: 1/(1 -r)en:= i, tan r en ± rt/2, ±3 ti/ 2, etc, ■ 0:3 

Usando este concepto, es posible afirmar que existe por lo menos un punto singu¬ 
lar de f[z) sobre el circulo de convergencia 5 del desarrollo (9) i 


Importantes series deTaylor especiales 

Son como en cálculo, con x sustituida por el complejo z. ¿Puede ver por qué? ( Res¬ 
puesta Las fórmulas de los coeficientes son las mismas ) 

Ejemplo 1 Series geométricas 

jea /ír)- 1/(1 - ~) Entonces se iiene/' ,, (c) = n\/{ I - r)"* 1 . /'"(O) = /;! Por tanto, el desarrollo de Maclaurin 
de [/(i - z) es la serie geométrica 




= 2 = ! + 


(Id < i) 0|:f 

>. i 


Ji~) es singular en z — 1; este punto se encuentra sobre el circulo de convergencia 
Ejemplo 2 La función exponencial. 

Se sabe que la /unción exponencial e* (sección 12.5) es analítica para toda z , y {<**)’— er Asi, a partir de (9) 
con z tl = 0 se obtiene la serie de Maclaurin 




— 1 + z 


Esta serie también se obtiene si x se sustituye por z en la conocida serie de Maclaurin de e*. 


En general, el radio de convergencia de (9) es igual a la distancia de z fí al punto singular más próximo de 
J{z), aunque puede ser mayor; por ejemplo, Ln z es singular a lo largo del eje rea! negativo y la distancia 
de z 0 ] + i a ese eje es igual a I, pero la serie de Taylor de Ln z con centro en z ~—1 + i tiene radio de 
convergencia igual a 2. 
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Relación con la última sección 

El análisis presentado en la última sección puede relacionarse de manera elegante coi:, 
esta sección: jjj 

Teorema 2 Toda serie de potencias con radio de convergencia diferente de cero es /a| 
serie de Taylorde la función representada por esa serie de potencias (más brevemente: je| 
trata de la serie de Taylor de su suma). ::| 

Demostración. Considerar cualquier serie de potencias con radio de convergencia;! 
positivo R y sea J{¿) su suma; así, 

f{z) = a Q + a ^ z _ + a ^ z _ j . q )2 + . . . . | 

Con base en el teorema 5 de la última sección se concluye que 

, i 

f ( z) = a 1 + 2 a 2 iz ~ z 0 ) + ■ - - ■% 

i\ 

y más generalmente, ) 

J 

/ <n, (z) = n\a n + (n + 1 )n • - ■ 3 ■ 2 a n+l (z - z 0 ) + ■ • ■ ; ! 

todas estas series convergen en el disco |z —z 0 | < Ry representan funciones analíticas, 
Por tanto, debido al teorema 1 de la última sección estas funciones son continuas en 
z = z 0 . Si se hace z = z 0 , entonces se obtiene 

f{z 0 ) = a Q . f'(z 0 ) = a t , - - - , ,/ (n) (z 0 ) = n\a n , ■ ■ • . 

Como estas fórmulas son idénticas a las del teorema de Taylor, la demostración está 
completa. g 

Comentario. Comparación con funciones reales. 

Una propiedad sorprendente de las funciones analíticas complejas es que poseen de^ 
rivadas de todos los órdenes, y ahora se ha descubierto la otra propiedad sorprendente 
de que siempre pueden representarse por series de potencias de la forma (9). En gene¬ 
ral, este hecho no es cierto para las funciones reales ; existen funciones reales que 
tienen derivadas de todos los órdenes, pero no es posible representarlas por una serie 
de potencias. (Ejemplo: fx) = exp (-1/x 2 ) sii#0 y J{0) = 0; esta función no puede 
representarse por una serie de Maclaurin, ya que todas sus derivadas son 0 en cero.) 

Problemas de la sección 14.4 


Encontrar la serie de Taylor de la función dada con el punto dado como centro y determinar el 
radio de convergencia, (Más problemas de este tipo se presentan en la siguiente sección, luego 
del análisis de los métodos prácticos.) 


1. 

e~\ 0 


2. 

£>“, 2 i 

3. 

sen ttz , 0 

4. 

eos z. - zr/2 


5. 

sen z, tt/2 

6. 

1/z, 1 

7. 

1/(1 - z), - 


8. 

1/(1 - Z), / 

9. 

L.n z, 1 

10. 

senh (z — 2/), 

2/ 

11. 

z 5 , - 1 

12. 

z 4 - Z 2 + 1, 1 

13. 

sen 2 z, 0 


14. 

eos 2 z, 0 

15. 

eos (z — zr/2), 77-/2 

'1 "1 'I 1 1 

"I 1 
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^ Los problemas del 16 al 26 ilustran cómo es posible obtener propiedades de funciones a partir 

M de su serie de Maclaurin. 

ff 16. Usando (12), demostrar que (e*)’ “ r‘. 

ü 17. Deducir (14) y (15) a partir de (12). Obtener (16) a partir del teorema de Taylor. 

'■i 18. Usando (14), demostrar que eos z es par y que sen z es impar 

19. Usando (15), demostrar que cosh z * 0 para todos ios reales z = x. 

• 20. Usando (14), demostrar que sen z ^ 0 para todos los imaginarios puros z = iy & 0. 

21. Usando (14), demostrar que (sen z)' = eos z y (eos z)' = —sen z. 

22. Usando (14), demostrar que eos z + i sen z produce la serie de Maclaurin para e l! , y 
demostrar así la fórmula de Euler para el complejo z. 

23. fz) - (sen z)/z está indefinida en z = 0. Definir/fO) de modo que J[z) se vuelva entera. 
(Justificar la respuesta.) 

24. Encontrar la derivada de Ln (1 + z) mediante la diferenciación de (1 6). 

25. Deducir las relaciones (14) y (15), sección 12 7, entre el seno y el coseno trigonométricos 
e hiperbólicos a partir de las expresiones actuales (14) y (15) 

26. A partir del problema 14, obtener la serie de Maclaurin de cosh 2 z. 


Los problemas del 27 al'30 abordan la función error fer z (que está relacionada con la distri¬ 
bución normal de los capítulos 23 y 24), la integral del seno Si(z), y las Integrales de Fresnef' 
S(z) y C(z), Estas funciones especiales no elementales están definidas por integrales que no 
pueden evaluarse aplicando ios métodos acostumbrados del cálculo, lo cual es bueno saber 
porque se presentan algunas veces en aplicaciones. Encontrar su serie de Maclaurin por inte¬ 
gración término a término de la serie de Maclaurin del integrando. 


27. fer z = 


29. S(z) 


, f sen t , 

28. Is (z) = J —— dt 
C(z) = J eos t 2 dt 


14.5 SERIES DE POTENCIAS: MÉTODOS PRÁCTICOS 

En la mayor parte de los casos puede ser complicado o consumir mucho tiempo determi¬ 
nar los coeficientes de la serie de Taylor a partir de la fórmula en el teorema de Taylor, y 
existen formas mejores y más rápidas para efectuar lo anterior, como se ilustrará en térmi¬ 
nos de ejemplos típicos. Sin importar el método usado, se obtiene el mismo resultado, 
como se concluye a partir del teorema de unicidad (teorema 2 de la sección 14.3). 


Ejemplo 1 Sustitución. 

Encontrar la serie de Maclaurin deyfz) = 1/(1 + z 2 ) 

Solución. Al sustituir-z 2 por z en (11), sección 14 4, se obtiene 


v (-z 2 )" = 2 (-1) 


(Id <n B 


"AUGUST1N FRESNEL (1788-1827), físico francés, conocido por su trabajo en óptica 


t'D, ■%. 




j .) j j. 


) j . j 
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Ejemplo 2 Integración. 

Encontrar la serie de Maclaurin de_/(r) = tan* 1 z. 


Solución.. Se tiene/Xz) = 1/(1 ■+ z 2 ) Ai integrar (1) término a término y usando,/{0) = 0, se obtiene 

“ í_h" ,3 ,5 líSMfSífeSS^ 


, , .n ■? <í SejíisiBiito; iRJSjiiííinjÚ'- 

f — I í n 7° 7 a fcllaMartó dxiSMiKivi,. 

lan í= S 0 ©T7 Z + + " ( W <I ©Üfl|l| 

n m 0 ©'Ílils^pllípjf' 

í' ‘i-:,, 

esta serie representa el valor principal de w-u + iv— tan" 1 r, definido como el valor para el que |«¡ < 7i/2 . | ivÉf^Sr 

;I : ||S|S W|Íf 

Ejemplo 3 Desarrollo usando la serie geométrica. 

Desarrollar I /(c ~ bz) en potencias de z - a , en donde c - ab s* 0 y b ** 0.. ■jjÉéII 

ip üi 

Solución . Para obtener potencias de z - cr, se aplica álgebra simple: ;í .fiíp^ 




1 _ i _ 1 ’ ‘ 

c - bz c - ab - b{z - a) ~ , ,, f, bU - o)l ‘ -íMUs 8 ñf 

' c - ab) V--r^>\ ;^.|g 

,i VfSíJyíi. 

A la última expresión se aplica (11) de la sección 14.4, con z sustituido por b(z~ a)/{c- ab), con lo que se ;pM|: 

encuentra Éin§S;- 

_J_I “ [ b{z - a ) l n “ f," ln 

c “ fe c - ab L c - ab J B t 0 Ce - a ¿)” + > (Z 0> f|||§§ 

— + -- -3 (z — a) + -- —3 (z — a ) 2 + ■ ■ • . dH? 

c — ab (c ~ ah) ¿ (c — ab) á *tote íftits. 


c — bz c — ab 


-*p bU - a ) " 77 
n-0 L C - ab J 


(c — fl¿>) 1 


2 - 

„to Ce - «»" 


b(z ~ a) 


I b b 2 rj 

- + -— (z - <*) + ;- —3 (z - a) 2 + 

c - ab (c - (c ~ ab) á 


Esta serie converge para 


b(z - a) ' . . , , c - ab 

-—. < ¡, es decir. z — «a < -— 

c — ab b 


Ejemplo 4 Serie binomia!, reducción por fracciones parciales. 
Encontrar la serie de Taylor de la siguiente función con centro en z () — 1, 


!t ir^. 

- 

' f'¿¡£li Ir; i’ 

j$gg¡ M 

ti 

. .‘-TÚ T 


2z 2 + 9z + 5 
J[Z) " z 3 + z 2 ~ 8 z - 12 

Solución. Dada una función racional, primero es aconsejable representarla como una suma de fracciones 
parciales y luego aplicar la serie binomial 


m{m + I) 9 m(m + 1 )(m + 2) , 

= I ~ mz + - ^7 -- — . . z á + 


Como la función del miembro izquierdo es singular en z = - I, entonces la serie converge en el disco \z\ < í., 
En este caso primero se tiene 


f (Z) — ~ T~ñ + 
<z + 2) 2 


3 [3 + (z ~ l )} 2 2 - (z - 1) 
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en potencias de r Por el teorema 2 en la sección 14 3, el coeficiente de cada potencia de z es el mismo en £ 
ambos miembros Lo anterior conduce a 


3! 


- + « 3 , 


J_«1 _ «3 

5! “ 4! 2! 


Ifc 


Convergencia uniforme 

í r.¡ ' 27. Usando (1), (2) de la sección 12.7. y (5), demostrar que 

2/ 4 i 
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(7) tan z 


Por tanto, a ¡ - I, a y — y , a 1 — 33 -, etc , como antes 


Problemas de la sección 14.5 




Encontrar la serie de Maclaurin de las siguientes funciones y determinar el radio de converge 

te 


1 + z 4 

2 - . - z 5 

3. 

. 4-3 z 

(1 - z ) 2 

5. sen 2z 2 

6 . 

„ - i 

_r 


7 - z 3 

00 

1 

¡¡Y 

9. 

Encontrar la serie de Taylor de la función dada con 

el punto dado co 

radio de convergencia., 

10 . 7 , i 

11 . - , 1 + i 

12 . 



13. z 5 + z 3 — z, í 

14. (z + f) 3 , 1 ■ 

- / 15. 

16, e z , — rri 

17. cosh z, tt¡/2 

18. 


z + 2 


I 


(2 + 3 - 4 /) 2 

2z 2 + 15z + 34 
(z + 4) 2 {z - 2) 


11 


I 


-2 i 



(z + O 2 ’ 

1 + z — sen (z + 1 ) 

(z + O 3 

sen ttz , 1/2 yrrr; 

& 

Encontrar los tres primeros términos diferentes de cero de la serie de Taylor con el punto dado ' ; W¡ 

fi¥ 
te 

20 . , 0 


como centro y determinar el radio de convergencia. 
19. sen z 2 . 0 


1 - 4z 2 


22. <? z 7cos z, 0 


23. eos 


- z 

25. (Números de Euler) La serie de Maclaurin 


21 . tan z, 
24. 


4 

4 - 6 z 


P 


2 z 2 — 3z + 1 


jt 
1 !§ 


(4) 


E 2 e , 

sec z = E 0 — z 2 + -~ z 4 — + 


define los números de Euler E ln . Demostrar que 7 E u — I, E 1 = — I, E x = :5, = —61. 

26. (Números de Bernoulli) La serie de Maclaurin 


(5) 


7 = 1 + B , z + — z 2 + •— z 3 + 
i 1 2! 31 


define los números de Bernoulli B n „ Usando coeficientes indeterminados, demostrar que 7 


(6) B, = - i , B 2 = i , ¿, 3 = 0 , 


30 • Y °- B s 42 


Respecto a tablas, ver la referencia I, pág. 8 1 0, en el apéndice 1 


- i - y' (_ ])n-l 2 2 ’ 1 (2 271 -0 2n-l 

4 “ - 1 ~ 1 1; ( 2 ,,)! 2nZ 

n = 1 


ÍSYV 

28. 

mi 

iil 

■m. 


i|ií 

29. 

|||M; 

30. 

Pl) 



28. Desarrollar 1 / V1 - 2z e integrar para demostrar que 

, /1\ Z 3 , (\ ■ 3\ z 5 (\ • 3 • 5\ z 7 

SCn Z Z + ( 2 ) 3 + V 2 • 4/ 5 + (2 4 • ó) 7 


(|z| < D- 


Demostrar que esta serie representa al valor principal de sen”' z (definido en ei problema 
45 de la sección 12.8). 

A partir de la forma de la función dada, ¿el radio de convergencia en el ejemplo 3 era de 
esperar? 

Encontrar una serie de Maclaurin para la cual la función correspondiente tenga más de 
una singularidad sobre el círculo de convergencia 

14.6 CONVERGENCIA UNIFORME 

Se sabe que las series de potencias son absolutamente convergentes (sección 14.2, 
teorema 1 ), y, como otra propiedad básica, a continuación se demostrará que son 
uniformemente convergentes. Debido a que la convergencia uniforme es de gran im¬ 
portancia general, por ejemplo en relación con la Integración término a término de 
series, se analizará con bastante detalle 

Para definir la convergencia uniforme, se considerará una serie cuyos términos 
son funciones de/(z),/(r), • : 


( 1 ) 


2 / m (z) = f 0 U) + ffz) + / 2 (z) + ' 

m = 0 


(Para ei especial /j u (z) = a m (z -z 0 )"', se trata de una serie de potencias.) Se supone que 
esta serie converge para todo z en alguna región G. Su suma se denomina s(z) y su 
n-ésima suma parcial se denomina s„(z); así 

s n (z) = f 0 (z) + ,f 1 (z) + - • - + f n (z). 

Convergencia en G significa lo siguiente. Si se elige un z = z, en G, entonces, por la 
definición de convergencia en z r para e > 0 dado es posible encontrar un /V,(£) tal que 

IíUj) - < e para todo n > N j(e). 

SI se elige un z = z, en G, manteniendo a £ como antes, es posible encontrar un /V 2 (£) 
tal que 


|í(z 2 ) - tetel < e 


para todo n > M,(e), 


etcétera. Por tanto, dado un £ > 0, a cada z en G corresponde un número /V.(£) Este 
número establece cuántos términos son necesarios (qué s n se requiere) en una z a fin 
de obtener |.s(z) - s (z)| más pequeño que e. Mide la rapidez de convergencia. 


Y ) Y Y Y 1 . '? ") ') 1 1 1 Y "VI 


V) ^ y f V ^ y Y Y Y Y.te4v¥ Y, Y 'Y Y 1 1 3 ) ; 1 Y ) 1 V J J J Y 1 i. -1 Y Y Y 





{ 
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Un A'.(e) pequeño significa convergencia rápida; un N_{ e ) grande, convergencia 
lenta Luego, si es posible encontrar un /V(e) más grande que lodos estos rV (e), se dice 
que la convergencia de la serie (1) en G es un fot me: 

Definición (convergencia uniforme) 

Una serie (1) con suma s(z) se denomina uniformemente convergente en una región 
G si para todo e > 0 es posible encontrar un N = N(t ), no dependiente de z, tal que 

|s(r) - j n (z)| < e para todo n > N{e) y pura todo z en G. 

L.a uniformidad de la convergencia es entonces una propiedad que siempre se 
refiere a un conjunto infinito en el plano z. 

Ejemplo 1 Serie geométrica. 

Demostrar que ¡a serie geométrica I -r r -r- R -t- es {n> unlformemenie convergente en cualquier disco 
cerrado E¡ ¿r < I, (b) no uniformemente convergente en todo su disco de convergencia |z¡ < I 

Solución, (ti) Para z en este disco cerrado se tiene |l-e| a I -/(dibújelo) Lo anterior Implica que l/|i-;| 
<1/(1 —/■O Por tamo (recuerde (3') o (3) en la sección 1 4.4 con q — z) 

I 00 I I ,n + 1 I -n+ 1 

|r(j) - J n (<;)| = 2 t m = t— 



‘ t Y , i ; ¡ , ■ • i ’ 
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éf Demostración. Para \z - zj <r y enteros positivos n y p cualesquiera se tiene 


© © 


_ I M ~ Z| ~ I - r 

Como r < !, el miembro derecho puede hacerse tan pequeño como se quiera, eligiendo un n suficiente¬ 
mente grande, y como el miembro derecho no depende de z (en el disco cerrado considerado), entonces lo 
anterior significa convergencia uniforme 

(b) Para un K real dado (sin importar cuán grande sea) y n , siempre es posible encontrar un 2 en e! 
disco }—¡ < 1 tal que 

l©lil _ Izl "* 1 _ „ 


, ; 

©v© ■ 

:(Íl: 


hÁ 


0 


M “ z\ |1 - zl ' 

simplemente lomando e suficientemente próximo a I Por tanto, ningún A''(c) basta para hacer |.s(i)-.i i (e)| 
menor que un e > 0 dado en todo el disco Por definición, lo anterior muestra que la convergencia de la 
serie geométrica en jr| < I es no uniforme fi 

Este ejemplo sugiere que para una serie de potencias, la uniformidad de conver¬ 
gencia puede cuando mucho ser perturbada cerca del círculo de convergencia. Este 
hecho es cierto: 


Teorema 1 (Convergencia uniforme de series de potencias) 
Una serie de potencias 


ii\f 

'©© ; , 


( 2 ) 


2 a m (z - z 0 ) T ' 


con radio de convergencia R diferente de cero es uniformemente convergente en iodo 
disco circular \z - z | < r dé radio r < R. 


■ tVJ 


(3) 


K + © - z o) n+1 + • • • + a n + p (z 


)7l + p| 


n + p\^- 

a n + 1 ¡r‘ 11 + 


+ l a n + p© 


Luego, (2) converge absolutamente si |z - z 0 | = r < R (por el teorema 1 en la sección 
14.2). Así, por el principio de convergencia de Cauchy (sección 14.1) se concluye 
que, dado 6 > 0, es posible encontrar un N(e ) tal que 

|a n + 1 |r n + 1 + • - • + | a rl + p |'" n + p < e para n > N(e) y p = 1, 2, • ■ • . 
A partir de lo anterior y por (3) se obtiene 

K + © - © n+1 + ■ ■ ■ + « n+p u - © n+p I < e 

para todo z en el disco \z — zj S r, todo n > N(e) y todo p = 1, 2, - - ■ . Como N(e) es 
independiente de z, lo anterior muestra convergencia uniforme, y así se ha demostra¬ 
do el teorema. B 

El teorema 1 satisface la necesidad e interés inmediatos, que son las series de 
potencias. El resto de esta sección debe proporcionar un conocimiento más profundo 
sobre el concepto de convergencia uniforme. 

Propiedades de las series uniformemente convergentes 
( Opcional) 

La convergencia uniforme obtiene su importancia primordial de dos hechos: 

1. Si. una serie de términos continuos es uniformemente convergente, entonces su 
suma también es continua (teorema 2 , que se enuncia a continuación). 

2. Con las mismas hipótesis, la integración término a término es permisible (teo¬ 
rema 3). 

Lo anterior plantea tres preguntas: 

1. ¿Cómo es posible que una serie convergente de términos continuos tenga una 
suma discontinua? (Ejemplo 2), y 

.2. ¿Cómo es posible que haya algo erróneo en la integración término a término? 
(Ejemplo 3). 

3. ¿Cuál es la relación entre convergencia absoluta y convergencia uniforme? La 
respuesta sorprendente: Ninguna. (Ejemplo 4) 

Si se suma una cantidad finita de funciones continuas, se obtiene una función 
continua. El ejemplo 2 demostrará que este hecho deja de ser verdadero para una serie 
infinita, inclusive si converge absolutamente. Sin embargo, si converge uniforme¬ 
mente, lo anterior no puede suceder, como se muestra en seguida. 
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Teorema 2 (Continuidad de la suma) 
Sea la serie 


2 / m (z) = / 0 (z) + /i(z) + 


uniformemente convergente en una región G. Sea F(z) su suma. Entonces si cadá^^'f Pf 
término fjz) es continuo en un puntó z t en G , la función F(z) es continua en z v |$^i| 

Demostración. Sea sjz) la n-ésima suma parcial de la serie y sea Rff) el residucifjpl 
correspondiente: .;Íf|flfÉ§ltff 


S n f 0 + f 1 + ■ ■ - + í n , R n — fn + 1 + fn + 2 + ' ' ' - ■ 

Como la serie converge uniformemente, entonces para un 6 > 0 dado es posible en- Vr 
contrar un n = N(e ) tal que , .jp||s| i|||§| 


|/? N (z)| < - para todo z en G - 

Como í„(z) es una suma de un número finito de funciones que son continuas en z,, esta , 
suma es continua en z r Por consiguiente, es posible encontrar un 8 > 0 tal que ipp§| 

|j n (z) — s N ( Zl )\ < — para todo z en G para el cual | z — Zj| < jÉS 

Usando F = s N + R N y la desigualdad del triángulo (sección 12.2), entonces para estoá;§|l|p |áf| 

z se obtiene -ísfjl 

\F{z) - F( Zl )| = |í w (z) + R n {z) - U N (Zj) +..R n (z 1 )}\ |¡¡§¡§ 

s k N (z) - s N ( Zl ) | + |/? N (z)| + |f? N (z x )| <1 + 1 + 1 = e. :|g||f 

Lo anterior implica que F(z) es continua en z„ y se ha demostrado el teorema. I -M0 t 
Ejemplo 2 Seríes de términos continuos con una suma discontinua. -ps® 


Considerar la serie 


2 o 2 ~ 

x 2 + —-—- + -——— + - - —— + - - • (x real). Jj?p • 

l + x 2 (1 + a ,2 )“ (1 + A' 2 ) 3 1 

.p§l i 

Usando la fórmula (3’) de !a sección 14 :4 para una suma geométrica finita con q = 1/(1 + jc j ), asi 1/(1 -~q) ;iÉf| | 
~ (1 t x z )/x 2 , para la /7-ésíma suma parcial, se obtiene que ’r«níM 

{f 

i ff®| 

n (•“) ~ ^ X 2 ~ ——— ’kcffi ¡é. 

■W-uíí:! 5 


'3' .) J ) j "> 


j j ): y. 


)■ J J ): j 


y >0:^7 O 
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Demostración. Por el teorema 2 se concluye que F(z) es continua Sean r ,(r) la o-ésima 
suma parcial de la serie dada y R n (z) el residuo correspondiente. Entonces F = s, + 0 
'■ y por integración, 

Íf(z) dz = fsjz) dz + í0U) 

J c J c c 

Sea ¿ la longitud de C Como la serie dada converge uniformemente, entonces para 
todo 6 > 0 dado es posible encontrar un número N tal que 

|/? n (í)| < j para todo n > N y todo z en G 

Al aplicar la desigualdad ML. (sección 13 2), entonces se obtiene 

ÍR n (z)dz <yL = e para todo n > N. 

J c 

Como R" = F-S", esto significa que 

f F(z) dz - f s n (z) dz < e para todo n > N. 

c J c 

Entonces, la serie (4) converge y su suma es la indicada en el teorema. Así se comple¬ 
ta la demostración. 

Los teoremas 2 y 3 caracterizan las dos propiedades más importantes de las se¬ 
ries uniformemente convergentes. 

Por supuesto, dado que la diferenciación y la integración son procesos inversos, 
entonces a partir del teorema 3 se concluye fácilmente que una serie convergente 
puede diferenciarse término a término, en el supuesto de que los términos de la serie 
dada tengan derivadas continuas y la serie resultante sea uniformemente convergente, 
más precisamente, 

Teorema 4 (Diferenciación término a término) 

Sea la serie f(~) + f (z) + f (z) + - • convergente en una región G,y sea F{z) su suma. 

Ji'lxi* m *AV, » ='*- 

sus términos son continuos en G. Entonces 

F’(z) = f 0 (z) + 0U) + /g(z) + • • - para todo z en G. 

La sencilla demostración se deja para el estudiante (problema 18). 

Prueba para convergencia uniforme ( Opcional) 

La convergencia uniforme suele demostrarse aplicando la siguiente prueba de compa- 

ración. 
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Teorema 5 (Prueba M de Weierstrass 0 para convergencia uniforme) j|í 

Considerar una serie de la forma (1) en una región G del plano z. Suponer que es] 
posible encentrar una serie convergente de términos constantes, f 

(5) IVIq -f- A7 j + Id 2 "h ' * ‘ , vj 

tal que \fj.z)\ S pora todo z en Gy todo m = 0, Entonces (1) es uniforme 

mente convergente en G. .?■ 

La sencilla demostración se deja para el estudiante (problema 17). ,i!j 


Ejemplo 4 Prueba M de Weierstrass.. 

¿La siguiente serie converge uniformemente en el disco |.r| á 1? 


m 2 + cosh mkl :S 

m -- 0 * 1 

Solución. La convc-gcncia uniforme se concluye inmediatamente por la prueba A/de Weierstrass y por la 
convergencia de X.!/m : (ver la sección 14 1. en la demostración del teorema 8 ) porque 

i z m + i \ ur + i , 2 a 

\rn 2 + cosh miel — m 2 ~ m 2 ' 


Inexistencia de relación entre convergencia absoluta ) 

y convergencia uniforme ( Opcional) ¡j¡. 

l-or último, se demostrará el sorprendente hecho de que existen series que convergen;;: 
absolutamente aunque no uniformemente, y otras que convergen uniformemente aun-;! 
que no absolutamente, de modo que no existe ninguna relación entre estos dos con -':J 
ceptos. i 

i 

Ejemplo 5 Inexistencia de relación entre convergencia absoluta y convergencia 
uniforme. 

La serie del ejemplo 2 converge absolutamente pero no uniformemente, como ya se demostró Por otra 
parte, la serie 

•y í~ ])m _ 1 _ _!_ _ _!_ + -!- + . .. . (jf r eal) : 

jn ^ 1 x 2 ■+ m x 2 + I x 2 + 2 x 2 + 3 

converge uniformemente sobre toda la recta real, pero no absolutamente 


8 KARL WEIERSTRASS (1815-1897), gran matemático alemán cuya obra fue el desarrollo del análisis 
complejo basado en el concepto de series de potencias (ver la nota de pie de página de la sección 12 5) 
También efectuó contribuciones fundaméntale;* al cálcu-o, al cálculo de variaciones, a la teoría de la 
aproximación y a la geometría diferencial Obtuvo el concepto de convergencia uniforme en 1841 (pu¬ 
blicado en 1894); las primeras publicaciones sobre este concepto fueron hechas por G G STOKES (ver 
la sección 9 9) en 1847 y por PHILIPP LUDWIG VON SEIDEL (1821 -1896), en 1848 
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21 . Determinar el menor entero n tal que |/?J <0 01 en el ejemplo I, si z = x = 0 5, 0 6, 0 

0 8,0 9 ¿Qué significa el resultado desde el pumo de visla de calcular 1/(1 - x) con un Q 

error absoluto menor que 0 01 mediante la serie geométrica? 

22. Demostrar que ,v-i. m _ i ( 1 - jr J ) " = I si jr ¡¿ 0 y 0 si jr = 0 Comprobar por cálculo que las'. : §fí¡4fc 

sumas parciales s ( , ^ «¡e ven corno se muestra cr. ¡a ímura 3-4 ! \ calcular * ~raf»cúi v 

s e 5 r. 4 


1 

, ,y 

s 








Figura 341. Suma 5 y sumas parciales en el problema 22. 

Ecuación de! calor. Demostrar que (10), sección 115, con coeficientes (1 1) es una solución ': 
de la ecuación del calor para / > 0, suponiendo quc_/(A) es continua en el intervalo 0 <í x < L .■ 
y que tiene derivadas unilaterales en todos los puntos interiores de tal intervalo Proceder ' 
como sigue 

23. Demostrar que \B n \ está acotado, por ejemplo. \B n \ < K para toda n Concluir que 
Kl < Ke-*** si / — /q > 0 

y, por ía prueba de Weicrstiass, la serie (IÜ) converge uniformemente con respecto a* y t ■ 
para / > t u , 0 <x < ¿. Aplicando el teorema 2, demostrar que u(x, t) es continua para t > / 
y que entonces satisface las condiciones en la frontera (2) para t>t u " 

~4. Demostrar que \dujdi\< X*Ke~ kn si t > t (i y que la serie de las expresiones dei miembro 
derecho converge, aplicando la prueba de la razón. Con base en lo anterior, en la prueba de 
Weíerstrass y en c! teorema 4, concluir que la serie (10) puede diferenciarse temí i no a termi¬ 
no con respecto a /, y que la suma de la serie resultante es du/dí. Demostrar que (10) puede 
diferenciarse dos veces con respecto a jty que la suma de la serie resultante csdhi/dx 2 . Con 
base en lo anterior y en el resultado del problema 23, concluir que (10) es una solución de la 
ecuación del calor para lodo f / (| . (La demostiaeión de que (10) satisface la condición 
inicial dada puede encontrarse en la referencia [CI2) que se presenta en el apéndice I . ) 
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SERIES DE LAURENT 


En aplicaciones, a menudo es necesario desarrollar una funcióny(T) alrededor de pun¬ 
tos en los cuales ya no es analítica, sino singular (según se definió en la sección 14.4), 
Así, el teorema de Taylor deja de ser api ¡cable, por lo que se requiere un nuevo tipo de 
series, denominadas series de Laurent , que constan de potencias enteras positivas y 
negativas dez-z 0 y que son convergentes en alguna corona (acotada por dos círculos 
con centro en z 0 ) en donde_/(z) es analítica J{z) puede tener puntos singulares no sólo 
fuera del círculo más grande (como en las series de Taylor), sino también dentro del 
círculo más pequeño, lo cual es una nueva característica. 
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En el importante caso especial en que i lt es el único punto singular de j{z) dentro;^ 
de C y este círculo puede reducirse hasta el punto z if con lo que se obtiene convergen 
cia en un disco, excepto en el centro |£|§ 

Él 

Comentario. Resulta evidente que en vez de (1) y (2) es posible escribir (denotandogr 

®í 

'81 


a b n por a J) 

d') 


fiz) 


2 a n (z - z 0 ) r 


en donde 


( 2 ') 


1 d 

C /(z * ) d-* 

n 2tri íl 

c (z* - z 0 ) n + 1 ' 


Demostración del teorema de l.aurent Sea z cualquier punto en la corona dada. LLjA 
Entonces por la fórmula de la integral de Cauchy [(3) en la sección 1 3.5], se conclU'<|^^ 


¡1 


ye que 


( 3 ") 


fiz) = 


2- j c t ? 


fiz*) 


1 

2 7 ri 


fiz*) 


dz *, 


c 2 


en donde se integra en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj ;j| 
sobre C, y también sobre C r Cada una de las integrales anteriores se trasforma como ’ " 
se hizo en la sección 14.4. La primera integral es precisamente como en la sección 
14.4, por lo que se obtiene exactamente el mismo resultado 




( 4 ) 


1 

2777 


f ? 


fiz*) 


dz* 


S d n {z - z 0 ) r 

n = 0 


con coeficientes [ver (9") en la sección 14.4, integración en sentido contrario al movi¬ 
miento de las manecillas del reloj] 


( 5 ) 


fiz*) 


2777 J Ci ÍZ* 


z 0 ) n + 1 


dz* 


Aquí es posible sustituir C, por C (ver la figura 342), debido al principio de deforma- 
ción de la trayectoria, ya que r 0 , el punto en donde el integrando de (5) no es analítico, Si, 
no es un punto de la corona. Lo anterior demuestra la fórmula para la a n en (2). ífjt]' 

Ahora se considerará la segunda integral en (3) y a partir de ella se obtendrá una i||| 
fórmula para la b n . Como z pertenece a la corona, entonces est á fiera de la trayectoria |§|| 


C,. Por tanto, la situación difiere de la que se encontró con la primera integral. La 
cuestión esencial es que en vez de (2’) en la sección 14.4 ahora se tiene 


( 6 ) 


< i; 


por consiguiente, es necesario desarrollar l/(z‘ - z) en el integrando en potencias de 
(>- _ z 0 )/iz - z 0 ) [en vez del recíproco de esto] a fin de obtener una serie convergente. 
Se encuentra 


z 0 “ (z - z 0 ) 


(z ~ z 0 ) ( 1 


Esta expresión se compara con (2) en la sección 14.4 para comprender realmente la 
diferencia. Luego, se aplica la fórmula (3), sección 14.4, para una suma geométrica 
finita, a fin de obtener 


1 1 , + ^-ZJÍQ + 

Z 7q 

1 


+ 

z - z 0 J 

n +1 


z 0 


z- z* \ z- z 0 , 

Al multiplicar por ~/[z')/2n/ e integrar sobre C, en ambos miembros, ahora se obtiene 


1 


27 tí J„ z* 
c 2 


f< 7*) 

.- dz* 


2iri 


. |-1- Á f( z *) dz* + - ---72 <£ (z* - Z 0 )/Cz*) dz* 

'1z-z 0 T 2 (z-z 0 ) 2 ^ 2 

(z _ ’ U* --z fí rfiz*)dz*J + **U) 


“0 J Cz 


c 0 ' -'c 2 

en donde el último término del miembro derecho está dado por 


( 7 ) 


KM = 


(z* ~ z 0 ) 

2t diz - z Q ) n+1 T, z - z* 


n+ 1 


fiz*) dz*. 


Como antes, en las integrales del miembro derecho es posible integrar sobre C en vez 
de sobre C r Se observa que en el miembro derecho la potencia l/(z - £„)" está multi¬ 
plicada por b n , según está dado en (2). Así se establece el teorema de Laurent, en el 
supuesto de que 


( 8 ) 


lfm R*iz) = 0. 

n—*•“ 


3. ") i) 


> ) 


d 


) ) j d ^ M ^ ^ ’ j -3 ■% : j O ^ -y : j .) d y. d > j ? J "0 J 





! 
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A continuación se demostrará (S). La expresión yfcr‘)/(z - z') en (7) está acot 1 

en valor absoluto, por ejemplo, como 

j Z~l_ j < M P ara to d° r ’ en | 


debido a que J(z’) es analítica en la corona y sobre C,, y z' está sobre C,yi está fuera, v j - 
de modo que z — z’ A 0. Con base en este hecho y por ía desigualdad ML (sección 13.2)||¡j[gHjfifg$ 
aplicada a (7) se obtiene (L = longitud de CJ que 0 | 




j 0 l n + 1 ML = - 


ML U* - ZqI 




Con base en (6) se observa que la expresión de la derecha tiende a cero cuando n ; 
tiende a infinito. Esto demuestra (S) La representación (1) con coeficientes (2) se.' 
establece ahora en la corona dada 

Por ultimo, se demostrará la convergencia en (1) en la corona abierta caracteriza¬ 
da al final del teorema 

Las sumas de las dos series en (I) se denotan por g(z) y /r(z), y los radios de Cj y 
C, por / , y / r respectivamente. As¡,/ = g + h La pi ¡mera serie es una serie de poten¬ 
cias Como converge en la corona, debe converger en todo el disco acotado por Cj, y 
g es analítica en ese disco 

Si se hace Z = 1 /(z - z 0 ), entonces la ultima serie se vuelve una serie de potencias 
en Z La cotona < \z - z 0 ¡ < r t corresponde entonces a la corona 1/r, < |Z| < I//•„ la 
nueva serie converge en esta corona y, por consiguiente, en todo el disco |Z| < I//-, 
Como este disco corresponde a |r - z o [ > el exterior de Cj, entonces la serie dada 
converge para lodo z en el exterior de C, y h es analítica pata todos estos z. 

Como/= g + h, se concluye que g debe ser singular en todos estos puntos fuera 
de Cj en donde/es singular, y que h debe ser singular en todos estos puntos dentro de 
Cj, en donde /es singular En consecuencia, la primera serie converge para toda z 
dentro del circulo alrededor de z 0 cuyo radio es Igual a la distancia de tal singularidad 
de/fuera de Cj que esta más próxima a z 0 De manera semejante, la segunda serie 
converge para todo z fuera del circulo alrededor de z 0 cuyo radio es igual a la distancia 
máxima de las singularidades de/dentro de Cj. El dominio común a estos dos domi¬ 
nios de convergencia es la corona abierta caracterizada cerca del final del teorema, y 
la demostración del teorema de Laurent ya está completa. i 


Unicidad. La .serie de Laurent de una función analítica dada f (z)en su corona de 
convergencia es única (ver el problema 35). Sin embargo, f (z)puede tener diferentes 
series de Laurent en dos coronas con el mismo centro ; ver los ejemplos que se mues¬ 
tran a continuación. La unicidad es esencial. Así como para las series de Taylor, para 
obtener los coeficientes de las series de Laurent en términos generales no se utilizan 
las fórmulas de Integración (2), sino varios otros métodos, algunos de los cuales se 
¡lustrarán con ejemplos. Si mediante un procedimiento así se encuentra una serie de 
Laurent, entonces la unicidad garantiza que debe ser la serie de Laurent de la función 
dada en la corona dada. 
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delaurent 


Si/(z) en el teorema de Laurent es analítica dentro de C 2 , entonces los coeficien¬ 
tes b en (2) son cero por el teorema de la integral de Cauchy, de modo que la serie de 
Laurent se reduce a una serie de Taylor. Los ejemplos 3(a) y 5(1) ilustran este hecho. 


Problemas de la sección 14.7 

Desarrollar cada una de las siguientes funciones en una serie de Laurent que converja para 
0 < |z| < R y determinar la región de convergencia precisa. 

e z „ sen 4z „ cosh 2z 

Z 2 z< 3 ‘ z 

1 1 8 - 2z 

4- z 3 (l — z) ’ z(l + z 2 ) 4z - z 3 

1 e -l/r= 1 

7. Z eos - 8. -g— 9. —j ¡——;- 

Z Z 5 Z 6 (l + zr 

Desarrollar cada una de las siguientes funciones en una serie de Laurent que converja para 
0 < |z - z | < R y determinar la región de convergencia precisa 


eos z 

13 ‘ (z - rr) 3 ' Z ° 


z 2 + 1 ’ Z ° ' 


77 M ' (z + 2i) 2 ’ Z ° 


(Z - ^rr) 3 ’ i0 4 


(z + i) 2 - (z + i) 


12. z 2 senh - , z 0 = 0 


z - 1 

, Z 0 = -i 


18. j _ ,4 ’ z o 1 

Encontrar la serie de Taylor o la serie de Laurent de 1/(1 - z 3 ) en la región 

19. 0 =g |z| < 1 20. |z¡ >1 21. 0 < |z - 1| < 2 

Usar fracciones parciales para encontrar la serie de Laurent de (3r J - 6z + 2)/(z 3 - 3z 3 + 2z) en 
la región 

22. 0 < |z| < 1 23. 1 < |z| < 2 24. |z| > 2 


Encontrar todas las series de Taylor o las series de Laurent con centro z - z 0 y determinar la 
región de convergencia precisa., 

25. y-^3 . Z 0 = 0 26. . Z 0 = 1 27 ' • z o = 0 


7,1 Sen * _ 

31* i i * 

Z ~r 2 77 ’ 


29.~. Z 0 = 1 

1 „ z 3 - 2/z 2 

2 (z - O 2 


„„ senh z . 

3 (z - l) 2 ’ Z ° ~ 


34. ¿tan (1 /-) tiene una serie de Laurent convergente en una región 0 < jzj < /?? 

35. Demostrar que el desarrollo de Laurent de una función analítica dada en una corona dada 
es único. 


fí*. 


U X X X X. 




j ; j. -j. 


j J 4 






o O O o r c- r re ©■ r r r r ■ r. n n o c- © o © © o © ('©©Ipil© 


SERIES DE POTENCIAS, SERIES DE TAYLOR, SERIES DE LAURENT. 


74 .a SINGULARIDADES 


Y CEROS. INFINITO 


bn términos generales, una singular idad de una función anallticayjz) cs un z en donde 1 
j\z) deja de ser analítica, y un ceta es un z en donde J{z) = 0 A continuación se! 
proporcionan definiciones piecisas Las singuiaridades pueden analizarse y clasificarse-' 
por medio de Jas series de Laurcnt Esto es lo que se liará en primer lugar. Luego se : 
demostrará que los ceros pueden analizarse por medio de las series de Taylor. 

Se dice que una función" f[z) es singular o tiene una singularidad en un punto, 
2 = r „ s f/( z ) no es analítica (y quizá ni siquiera esté definida) en z = z 0 , aunque toda ! 
vecindad de z = r 0 contiene puntos en los cuales/(z) es analítica. 

2 = z 0 se denomina singularidad aislada de/fz) si z = z 0 tiene una vecindad sin 
ninguna otra singularidad de f{z) Ejemplo', tan z tiene singularidades aisladas en ±n/2, 
=■=371/2, etc ; tan (1 /z) tiene una singularidad no aislada en 0 (¡ Expl¡car poi qué!). Las 
singularidades aisladas de/(r) en z = z J pueden clasificarse mediante la serie de Laurent 


í~ 






nz) = 2 ojz - ío) " + 2 


(Ser. 14.7) 


válida en la vecindad inmediata del punto singular . 
decir, en una región de la forma 


z 0 , excepto en z D mismo; es 


0 < k - Z 0 \ < R.. 

L a suma de la primera serie es analítica en z = z 0 , como se sabe por la última sección. 
La segunda serie, que contiene las potencias negativas, se denomina parte principal 
de (1). Si sólo contiene un número finito de términos, entonces es de la forma 


(z “ z n ) r 


(b 0 ). 


Entonces, la singularidad de/(z) en z - r 0 se denomina polo, y m se denomina su 
orden Los polos de primer orden también se denominan polos simples. 

Si la parte principal de (1) tiene una infinidad de términos, entonces se dice que 
./© tiene una singularidad esencial aislada en z = z 

Las singularidades no aisladas se dejarán a un lado (ver el ejemplo anterior). 

Ejemplo 1 Polos, Singularidades esenciales. 


z<z - 2) 5 (z - 2 ) 2 


Recuerde que, por definición, una función es una relación de un solo valor (uniforme también 
umvaluada) (Ver la sección 12 4:) 


© © © © © © O ©: © r¡f; f c: 
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tiene un polo simple en: = 0y un polo de quinto orden en r = 2 Algunos ejemplos de funciones que tienen 
una singularidad esencial aislada cn:=0 son 

oo 

c l/; = £ —!— = i + - + -© + 

__ n n! i" z 2! z ¿ 


sen - *= 2 


(2 n + I)! z 2n + 1 z 3! z 3 5! z 5 


En la sección 14,7, se proporcionan más ejemplos. Asi, el ejemplo I muestra que z" 5 sen z tiene un 
polo de cuarto orden en 0 Ei ejemplo 4 muestra que l/(z* — r^) tiene un polo de tercer orden en 0 y una 
serie de Laurent con uná infinidad de potencias negativas. Lo anterior no es una contradicción, ya que 
esta serie es válida para jz| > 1; simplemente establece que cs bastante importante considerar ia sciie de 
Laurent válida en la vecindad inmediata de una singularidad £3 

La clasificación de las singularidades en polos y singularidades esenciales no es 
una mera cuestión formal, ya que el comportamiento de una función analítica en una 
vecindad de una singularidad esencial es completamente diferente del que tiene en la 
vecindad de un polo,. 

Ejemplo 2 Comportamiento cerca de tih polo. 

La funcionar) — 1/z 2 tiene un polo en z — 0, y |/fr)| —> °° cuando s —» 0 de cualquier manera.. B 
Este ejemplo ilustra el 
Teorema 1 (Polos) 

Si /(z) es analítica y tiene im polo en z = z 0 , entonces [/(z)| —4 cuando z —» z Q de 
cualquier manera. (Ver e! problema 16.,) 

Ejemplo 3 Comportamiento cerca de una singularidad esencial. 

L.a función/(z) = e u¡ tiene una singularidad esencial en z — 0. No tiene límite cuando tiende a lo largo del 
eje imaginario; se vuelve infinito si z 0 a lo largo de valores reales positivos, pero tiende a cero si z —> 0 a 
lo largo de valores reales negativos. Asume cualquier valor dado c - c u e ,u # 0 en una vecindad arbitraria¬ 
mente pequeña de z - 0. De hecho, al dejar z = re" 1 , es necesario resolver la ecuación 

„Uz _ «{eos fl-isenej/r _ . rt ia 
ti - c 0 c 

para r y 6. Ai igualar los valores absolutos y los argumentos se obtiene e' an = c n : es decir, 

eos 6 = r ln c 0 . 


Con base en estas dos ecuaciones y la identidad eos 2 Q + sen 2 6 = 1 se obtienen las fórmulas 


.2 _ 
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Por tanto, r puede hacerse arbitrariamente pequeño sumando múltiplos de 2rt a ce, dejando sin modi-:|| 
ficar a c„ 

Este ejemplo ilustra el siguiente famoso teorema. ' j|| 

Teorema 2 {Teorema de Picard 12 ) m 

Sí fz) es analítica y tiene una singularidad esencial aislada en un punto z a entonces ¿á 
asume todos los valores, con cuando mucho un valor excepcional, en una vecindad jk 
arbitrariamente pequeña de z Q . ® 

En el ejemplo 3, el valor excepcional es z = 0, La demostración del teorema de :| 
Picard es algo complicada; puede encontrarse en la referencia [DIO], ví| 

Singularidades removibles. Se dice que una función J[z~) tiene una singularidad : j|i 
removible en 2 “z p siyjz) no es analítica en z — z 0 , aunque puede hacerse analítica ahí 
mediante la asignación de un valor idóneo Xz 0 )- Tales singularidades carecen de inte- É 
rés, ya que pueden eliminarse como acaba de describirse. Ejemplo: f[z) - (sen z)/z se ¡| 
vuelve analítica en z = 0 si se define /(O) = 1.. -I 


Ceros de funciones analíticas 

Se dice que una funciónyTz) que es analítica en algún dominio D tiene un cero en un 
punto z = z 0 en D si j{zj) = 0. También se dice que este cero es de orden n si no sólo 
/sino también todas las derivadas f,f \ - - • son iguales a cero en z = z 0 pero 
^ 0 . 

Un cero de primer orden también se denomina cero simple ; para éste, j[zj) - 0 
pero./(r 0 ) 0. Para un cero de segundo orden, j{zj) = 0 ,f(z 0 ) = 0 pero/"(z 0 ) & 0, etc. 


Ejemplo 4 Ceros» 

L.a función I + z 2 tiene ceros simples en ±i La función (1 -r 4 ) 2 tiene ceros de segundo orden en ±1 y±/ La 
función (r - a) y tiene un cero de tercer orden en z~ a La función e‘ no tiene ceros (ver la sección 12 6) 
La función sen r tiene ceros simples en 0, ±7t , ±2n, ■ - , y sen 2 z tiene ceros de segundo orden en estos 
puntos. La función 1 — eos z tiene ceros de segundo orden en 0, ±2rc, ±47r, - ■ y (1 — eos z)- tiene ceros de 
cuarto orden en estos puntos. ® 

La serie de Taylor en un cero. Por definición, en un cero de /?~ésimo orden z-z Q de^/fc), 
las derivadas f(z Q ),•■ • - ,/'’“ l> O 0 ) son cero» Así, los primeros coeficientes a Q ,' ■ -, a n _ x de 


12 Ver la nota de pie de página en la"sección 1 i 0. 
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la serie de Taylor (9), sección 14.4, también son cero en tanto a 0, de modo que la serie 
asume la forma 


fíz) = a n (z ~ Z 0 ) n + a n&1 (z ~ Z 0 ) n + 1 + - • - 

= (Z - Z 0 ) n K + « n+ lU - Z 0 ) + f 'n + 2^ - ? 0 ) 2 + ■ ■ ■] 


# 0 ). 


Lo anterior es característico de un cero así, porque si J[z) posee tal serie de Taylor, 
entonces tiene un cero de n-ésimo orden en z = z , como se concluye por diferencia¬ 
ción. 

Aunque es posible que ocurran singularidades no aisladas, para los ceros se tiene 


Teorema 3 (Ceros) 

Los ceros de una función analítica fz') (d 0) son aislados; es decir , cada uno de ellos 
tiene una vecindad que no contiene ceros adicionales de J[z)„ 

Demostración. En (3), el factor (z - z 0 )" es cero sólo en z = z 0 . La serie de potencias 
entre corchetes representa una función analítica (por el teorema 5 de la sección 14.3) 
que se denominará g(z). Así, g(z a ) = a n * 0, ya que una función analítica es continua, 
debido a esta continuidad también se tiene que g(z) & 0 en alguna vecindad de z = z 0 . 
Así, lo mismo se cumple para fz). B 

Este teorema se ¡lustra con las funciones del ejemplo 4. 

Los polos a menudo son provocados por ceros en el denominador. ( Ejemplo: tan 
z tiene polos donde eos z es cero.) Esta es una de las razones primordiales que expli¬ 
can la importancia de los ceros. La clave de la relación es el 

Teorema 4 (Polos y ceros) 

Sea f[z) analítica en z — z 0 tal que tiene un cero de n-ésimo orden en z = z 0 . Entonces 
1 í/[z) tiene un cero de n-ésimo orden en z = z a . 

Lo mismo se cumple para h(z)/j[z) si h{z) es analítica en z = z 0 y h(z 0 ) 0. 

La demostración se concluye a partir de (3) (ver el problema 27). 


Esfera de números de Riemann. Infinito 

El estudio del comportamiento de las funciones anal ¡ticas/fr) para |z| grande es una 
tarea natural de Importancia práctica. Cuando |z| es grande, el plano complejo se 
vuelve algo inconveniente de utilizar. En este caso, es preferible usar una represen¬ 
tación de los números complejos en una esfera sugerida por Riemann y que se ob¬ 
tiene como sigue. 

Sea S una esfera de diámetro I que toca el plano complejo z en el origen (figura 345). 
Sea N el “polo norte” de 5 (el punto diametralmente opuesto al punto de contacto entre la 
esfera y el plano). Sea P cualquier punto en el plano complejo. Entonces el segmento de 
recta con puntos terminales P y N corta a S en un punto P\ Se hace que P y P’ correspon¬ 


dí t ^ t í) ^ 
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N 



Figura 345. Esfera de números de Riemann, 


dan entre sí. De esta manera se obtiene un mapeo del plano complejo en la esfera S, y 
P‘ es el punto imagen de P con respecto a este mapeo. Los números complejos, prime¬ 
ro representados en el plano, ahora se representan por puntos sobre S. A cada s corres¬ 
ponde un punto en S. 

Recíprocamente, cada punto en S representa un números complejo z, excepto por el 
punto N, que no corresponde a ningún punto en el plano complejo. Lo anterior sugiere 
la introducción de un punto adicional, denominado punto en el infinito y denotado por 
el símbolo «= {infinitó). El plano complejo junto con el punto <*> se denomina piano 
complejo extendido. El plano complejo sin el punto <*= suele denominarse plano com¬ 
plejo finito, para distinguirlo, o simplemente plano complejo, como antes. 

Por supuesto, ahora se hace que el punto r = «■ corresponda a N. Así, el mapeo se 
vuelve una transformación uno a uno del plano complejo extendido sobre S. La esfera 
S se denomina esfera de números de Riemann. El mapeo particular que se ha utili¬ 
zado se denomina proyección estereográfica. 

Resulta evidente que el círculo unitario es mapeado sobre el “ecuador” de S. El 
interior del circulo unitario corresponde al “hemisferio sur” y el exterior, al “hemisfe¬ 
rio norte”. Los números z cuyos valores absolutos son grandes están próximos al polo 
norte N. Los ejes x y y (y, de manera más general, todas las rectas que pasan por el 
origen) son mapeadas sobre los “mer idianos”, mientras que los círculos con centro en 
el origen son transformados sobre los “paralelos”. Es posible demostrar que cualquier 
círculo o recta en el plano z es mapeado sobre un círculo sobre 5. 

Analítica o singular en el infinito 

Si se desea analizar una función fz) para |z| grande, ahora es necesario hacer z = \lw 
e invest¡gar/(z) =/( 1 Av) = g-(w) en una vecindad de w = O./fz) se define como analíti¬ 
ca o singular en el infinito si g(w) es analítica o singular, respectivamente, en iv = 0. 
También se define 

(4) *(0) = lím g{w) 

lO—rQ 

si este límite existe. 

Además, se dice que/fr) tiene un cero de n-ésimo orden en el infinito siyf I !w ) tiene 
tal cero en rv = 0. Lo anterior es semejante para los polos y las singularidades esenciales. 
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Ejemplo 5 Funciones analíticas o singulares en el infinito. 

La función/!*) = l/z- es analítica en el infinito porque g(w) =J[ l/u-) = es analítica en ir = 0 y J{z) tiene 
un cero de segundo orden en °° La función/D) = c' es singular en °° y tiene un polo de tercer orden, ya que 
g{w) = l/ir' tiene tal polo en w = 0 La función e= tiene una singularidad esencial en ya que e l,,r 

tiene ía! Singularidad en *.*"= 0 De manera semejante, eos 2 y sen z i ¡crien una singuiaridad esencia i en «=«. 

Recuerde que una función entera es aquella que es analítica en todas partes en el plano complejo 
(finito) El teorema de Liouvillc (sección 13 6) establece que las únicas funciones enteras acoladas son 
las constantes, por lo que cualquier función entera no constante no está acotada. Asi, tiene una singulari¬ 
dad en °o, un polo si se traía de un polinomio, o una singuiaridad esencial en caso contrario Las funciones 
recientemente consideradas son típicas en este sentido H 

Una función meroforma es una función analítica cuyas únicas singularidades en 
el plano finito son polos. 

Ejemplo 6 Funciones meroformas. 

Las funciones racionales con denominador no constante, tan *, cot z, sec r y esc z son funciones 
meroformas E3 

Aquí termina el capítulo 14 en que se estudian series de potencias, principalmen¬ 
te las series de Taylor (que desempeñan un rol aun más importante aquí que en cálcu¬ 
lo) y las series de Laurent. Suficientemente interesantes, las segundas constituyen 
otro poderoso método de integración que será abordado en el siguiente capitulo. 


Problemas de la sección 14.8 

Singularidades. Determinar la ubicación y el tipo de las singularidades de las siguientes fun¬ 
ciones. incluyendo aquéllas en el infinito. (En el caso de polos, también especificar el orden ) 

1. cot z 2. I/(Z + c/) 4 3. z + l/z 

4 3_1_2_ . eos 4z sen 2 z 

Z Z 2 Z 3 ^ (z 4 - I) 3 ’■ z 4 eos 2z 

7. <?"/(z 2 - iz + 2) 2 8. e‘ ,<z + il + Z z 9. (<?•- - 1 - z)/z 3 

10. cosh [l/(z 2 + U] 11. tan l/z 12. (eos z - sen zr 1 

13. eos z - sen z 14. l/senhjz 1S. e 1,u ~ i) /(e ! - 1) 


16, Comprobar el teorema I paray^z) = 


Demostrar ei teorema I, 


Ceros. Determinar la ubicación y el orden de los ceros de las siguientes funciones., 


17. (z 4 - 16) 2 18. (z 

20. e* ~ e 2z 21. f 

23. (3z 2 — \)Hz 2 ~ 2iz + 3} 2 24. (z 


19. z sen 2 ttz 
22. cosh 2 z 
25. (J - eos z) 2 


26* Si J[z) tiene un cero de orden n en z = r H , demostrar que/^z) tiene un cero de orden 2 n, y 
que la derivada/Xz) tiene un cero de orden n — i en z ~ z l( (en el supuesto de que n > I), 

27. Demostrar el teorema 4. 

28. Si/¡(z) y f 2 {z) son analíticas en un dominio Dy son iguales en una sucesión de puntos x n en 
D que converge en £>, demostrar que/¡(r) s/.(z) en D 

29. Demostrar que los puntos en los cuales una función analítica no constante yfc) asume un 
valor dado k son aislados. 
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SERIES DE POTENCIAS, SERIES DE TAYLOR, SERIES DE LAURENfi'fejK 

,1 

Esfera de números de Ricmann. bn el supuesto de que la imagen del eje x sean los meridianos,'?;; 

0 o y I S0°, describir y trazar las imágenes de las siguientes regiones sobre la esfera de núm j 

de Ricmann 

30. |s| S I 31. El primer cuadrante. 32. El segundo cuadrante, fgjg 

33. |s| > 100 34. El semiplano inferior 35. y á |z| á 2 |p 


Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 14 

1. ¿Qué es una serie de potencias? ¿Por qué estas series son tan importantes en análisis^ 
complejo? 

2. Escribir de memoria la prueba de la razón, la prueba de la raíz y la fórmula de Cauchy 
Hadamard para el radio de convergencia 

3. ¿Qué es la convergencia absoluta? ¿La convergencia condicional? ¿La convergencia uni 

forme? _ igs$y 

¿Qué sabe acerca de la convergencia de una serie de potencias? 

¿Es permisible la diferenciación término a término de una serie de potencias? ¿Y la intc- .TTTí 
gración término a término? r’Jf"' 

¿Qué es una serie de Taylor? ¿Cuál fue la idea para obtenerla a partir de la fórmula de la” 
integral de Cauchy? 'íii'l; 

Escribir la serle de Maclaurin de ir. eos z, sen z. cosh z. senh z 

¿Ln ; tiene una serie de Maclaurin? Explicar la respuesta ¡. 

Si jt se sustituye por z en la serle de Maclaurin de una función real J{z). ¿se obtiene una 
función analítica? 

Proporcionar ejemplos que ¡lustren los métodos prácticos para obtener una serie de Taylor .-gSs 
¿Qué es una serie de Laurcnt? ¿Qué sabe acerca de su convergencia? 

12 ¿Es única la serie de Taylor de una función dada con un centro dado 9 Contestar la misma 


4. 

5. 

6 . 

7. 

8. 

9. 

10 . 

11 



pregunta para una serie de Laurcnt .íspé? 

>3. ¿Qué es una singularidad? ¿Qué rol juega en relación con la convergencia de las series 

í 


14. 

15. 

16. 


1 

t$£? 

1 ! 


Taylor y de L.aurent? 

¿Cómo se aplican las series de Lauteni en la clasificación de las singularidades? 

¿Que es un polo? ¿Y una singularidad esencia! aislada? 

¿Una función entera tiene polos? ¿Y singularidades esenciales? (Piense el lector en ejem- ^¿ji¬ 
píos típicos) 

17. ¿Qué es un cero de una función analítica 9 ¿Qué sabe acerca de los ceros de las funciones 

analíticas? lSj|fc 

18. ¿Conoce el lector alguna función analítica no constante sin ceros? 

19. ¿Qué es una función meroforma? Proporcionar ejemplos. 

¿Qué es la esfera de números de Riemann? ¿Cuándo debe usarse? 


20 , 


!7f¿¿ 


Encontrar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias. ¿Puede el lector i den- ||||| 
tificar la suma como una función conocida en algunos de los problemas? 


21. 2 7 T .~~ T 7í (z - 2) 2n + 1 


24- 2 : 

71 = 0 

27- 2 1 

71 = 0 


, ( 2 /j + 1 )! 

D 

- (z 
D" 


22. 2 


2 n + 1 


23. 


v” ( — 2 )" + 1 „ 

2 —t-— z" 


1 + 2 /)" 


2 ;? 100 z 
71 = 1 

28- 2 rr n (z 

n = 0 


2/) 2 


26. 2 


29. 2 


(z - 0’ 1 
(3 + 4í) n 


( 2 /i)! 


wm 

Ü 

1 

fgi 

m 

ii 


;) i 


'■! -) :> 


i) V 


'). ) -i o 


•J. > 0 , 
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Encontrar la serie de Taylor de las siguientes funciones con el punto dado como centro y 
determinar el radio de convergencia. 


30. e z , ir: 

33. —1— , - 

1 - z 

36. sen irz 2 , 0 



31. e~ 2 *, 0 

34. 

1 

--, ~ 1 


2 z ~ i 

37. 

--- 3 , 0 


(1 - Z ) 3 


32. Ln z, 2 


35. 


38. 


i 


2 + 3/ 


3z ’ 


1 + i 


.Desarrollar las funciones dadas en una serie de Laurent que converge para 0 < |z -z u | < R y 
determinar la región de convergencia precisa, así corno el tipo de singularidad de la función 
en z„. 


39. 


41. 


eos z 
(z - ¿ir ) 3 
1 

~4 -5 * 

Z <. 

1 


7T 

Z ° = 2 
= 0 


43. z 3 cosh - , z 0 


45. (z - 1) 3 Ln z, z 0 = 1 


47. 


49. 




1 


40. 

42. 

44. 

46. 

48. 


1 


Z 4 ’ 

e z 

z o - 

(Z - D 2 

' ^0 ' 

z + 1 + 

/ 

(z + i) 2 

’ ¿ ( 

~ sen 2z 2 
z 4 ' 

• Zo 

senh z + 

sen z 


(Z - O 5 


50. (z + i) 3 sen 


2z + 2/ 


Resumen del capítulo 14 

Series de potencias, series de Taylor y series de Laurent 


Las sucesiones, series y pruebas de convergencia se analizaron en la sección 
14.1. Una serie de potencias es de la forma (sección 14.2) 

(i) 2 a nS z ~ z o! n = a o + a i( z - V + - V 2 + ' ' • ; 

n = 0 

z 0 es su centro. La serie (1) converge para |z -zj < R y diverge para ¡z - z 0 | > R. 
Algunas series de potencias convergen para todo z (entonces se escribe R = ■»), 
R es el radio de convergencia. También, R = lím | a Ja | si este límite existe. La 
serie (1) converge absolutamente (sección 14.2) y uniformemente (sección 
14.6) en todo disco cerrado |z - z 0 | ¿ r < R. Si R > 0, entonces representa una 
función analitica_/(z) para |z -z 0 | < R. Las derivadas/'Ofb./’Xz), - se obtienen 
por diferenciación término a término de ( 1 ), y estas series tienen el mismo radio 
de convergencia R que (1). Ver la sección 14.3. 


9. 9 9, 
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O -y y y) -y y ■ j 






G G © © ® © C 


g p. rj-\ g c- g g © g © n©i 
.Gg! 


SERIES DE POTENCIAS, SERIES DE TAYLOR, SERIES DE LADREN 


Recíprocamente, toda función analítica/(z) puede representarse por series 
de potencias. Estas series de Taylor de/(r) son de ia forma (sección 14,4) 


fU) = 2 ~ f <n> (z 0 )(z - Z 0 ) n 


Zol < *). 


como en cálculo. Convergen para todo z siy(r) es entera (= analítica para todo 
z) o en el disco abierto con centro en z 0 y radio igual a la distancia de z 0 a la 
singularidad más próxima de/[z) (= punto en el que/z) deja de ser analítica; 
ver la sección 14.8). Las funciones e-', eos z, sen z, etc. tienen series de Taylor y 
de Maclaurin semejantes a las del cálculo (sección 14.4). 

Una serie de Laurent es de la forma (sección 14.7) 


2 a n (z - Z Q ) n + 2 


o, escrito más brevemente [¡aunque significa lo mismo que (3)!] 


í(z*) 

{Z* - z n ) n + 1 


Esta serie converge en una corona (anillo) abierta(o) A con centro en z 0 En A, la 
función fz) es analítica. Un punto que no está en A puede tener singularidades. 
La primera serie en (3) es una serie de potencias. La segunda serie se denomina 
parte principal de ia serie de Laurent. En una corona dada, una serie de Laurent 
áe,J[z) es única, pero/[z) puede tener una serie de Laurent diferente en coronas 
diferentes con el mismo centro. 

S¡./G tiene una singularidad aislada (sección 14.8) en z = r 0 , entonces la 
serie de Laurent de fz) que converge para 0 < |z - rj < R (R idóneo) puede 
usarse para clasificar esta singularidad, que se denomina polo si la parte princi¬ 
pal de esta serie de Laurent es una suma finita, y en caso contrario se denomina 
singularidad esencial (aislada). 

Se dice que un polo es de orden n si l/(z — r 0 )" es la máxima potencia 
negativa de la parte principal en (3). Un polo de primer orden también se deno¬ 
mina polo simple 

De manera semejante, la serie de Taylor (2) puede usarse para clasificar los 
ceros deyjz). La funcióny^z) definida por (2) tiene un cero de /i-ésimo orden en 
z 0 si /y toc I a 5 sus derivadas/',/ 1 ', - - - son cero en z 0 , en tanto_/">(z 0 ) 0. Un 

cero de primer orden también se denomina cero simple . Ver la sección 14,8, 

En la sección 14.8 también se incluye un análisis del plano complejo ex¬ 
tendido, que se obtiene a partir del plano complejo a! agregar el punto impro¬ 
pio {“infinito"). 
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Capítulo 



Integración por 
el método de residuos 


Debido a que existen varios métodos para determinar los coeficientes de una 
serie de Laurent (1), sección 14,7, sin usar las fórmulas integrales (2), sección 
14.7, es posible utilizar la fórmula para b a fin de evaluar integrales complejas 
de manera muy elegante y simple. b se denominará residuo d efz) en z — z Q . 
Este poderoso método también puede aplicarse para evaluar ciertas integrales 
reales, como se verá en las secciones 15.3 y 15.4. 

Prerrequisitos para este capítulo . Capítulos del 12 al 14. 

Bibliógrafo: Apéndice 1, parte D. 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 


15.1 RESIDUOS 


Primero se explicará qué es un residuo y cómo puede usarse para evaluar integrales 


j3 f(z) dz. 


Estas serán integrales de contomo tomadas alrededor de una trayectoria simple cerrada C. 

S¡/(r) es analítica en todas partes sobre C y dentro de C, entonces tal integral es 
cero debido al teorema de la integral de Cauchy (sección 13 3), con lo que ya se ha 
terminado. 

Si/[z) tiene una singularidad en un punto z = z 0 en el interior de C, pero de otra 
forma es analítica sobre C y dentro de C, entonces fz) tiene una serie de Laurent 


f(z) = 2 a n U “ *<p n + 
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partir de la serie de Laurent que converge para 0 < |z| < I; se trata de la serie (I) del ejemplo 4 en la 
sección 14.7: 


1 1.1 I 

3 4 ~~q + —5 + ~+l+Z + 

z á ~ Z d Z 2 Z 


(0 < \z\ < 1). 


A partir de ío anterior se observa que el residuo es i. Asi. ai integrar en e! sentido del movimiento de las 
manecillas del reloj se obtiene 

75—~ 4 = -2m' Res/U) = - 2-rri. 

’C c z z = 0 

¡Atención! Si se hubiese aplicado la serie errónea (II) en el ejemplo 4 de la sección 14,7, 


I I I 


(|z| > I), 


se hubiera obtenido una respuesta errónea. 0 . porque esta serie no tiene potencia 1 h 


Dos fórmulas para obtener residuos en polos simples 

Antes de proseguir con la integración, se pregunta lo siguiente. Para obtener un resi¬ 
duo, un simple coeficiente de una serie de Laurent, ¿es necesario obtener toda la serie 
o existe una manera más económica? Para polos, la respuesta es que sí existe una 
manera más económica. De una vez y por todas, se deducirán algunas fórmulas para 
obtener residuos en los polos, de modo que en este caso ya no será necesario obtener 
las series completas., 

Sea/(r) con un polo simple en z = r 0 .. Entonces, la serie de Laurent correspondien¬ 
te es [ver (2) con m = 1 en la sección 14.8]. 


a o + a ite ~ z a> + «2^ - 4 0 ) 2 + • ' • (0 < |z — zJ < R), 


Aquí ¿! 0 (¿por qué?). Al multiplicar ambos miembros por z -z 0 se obtiene 

(z - z 0 )f(z) = b + (z - z n )[a„ + aAz - z n ) + • - •].. 


Ahora se hace z —» z [; Entonces el miembro derecho tiende a b Asi se obtiene 


Res j(z) = b 1 = lím (z - z 0 )./(z). j 

z ~ z 0_ Z—*ZQ 


Ejemplo 3 Residuo en un polo simple. 


„ 9- + / 9~ + 

Pey . 2 ,— T7 = b" m te ~ i) --— 

r = i Z(Z ¿ + I) zU + i)l: 


9z + i _ 9 z + i 

ziz + i)(z - i) _z(z + /)_*« 


J .2 J X 


j J. X X 


j ) j j J ) ) J, 
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Otra fórmula, que algunas vei 
polo simple se obtiene empezando 


INTEGRACIÓN POR EL MÉTODO DE RESIDUOS 


, que algunas veces es más simple, para obtener el residuo en un *' { 
tiene empezando con r I 


fu) - 

Qylj 


r©\© V/7© 


con p{z) y q(z) analíticas, en donde se supone que p(z B ) &Oyg(z) tiene un cero simple en sp@| 

z — z 0 (de modo que, por el teorema 4 en la sección 14.S,/fz) tiene un polo simple íjS© 

en z = z , como se desea). Por la definición de cero simple, q(z ) tiene una serie de |Ü&£ 

Taylor de la forma 


Res f(z) = lím (z - z 0 ) 
z = z„ z—zo <7© 


<?(z) = íz - z 0 )<?'(z 0 ) + . 2 | Z ^. < 7 "(© + • • • - 

r ' f ¡ 

Esta serie se sustituye en/= plq y después/se sustituye en (3), con lo que se encuentra©§§§1^ fSS 

píz ) ílSiSlil' 

Res /(z) = lím (z - z 0 ) ~- 

z=2 ° z ~ z ° g mii 

_ (z - z n )p(z) _ / ^ 

(z - Z 0 )[q'(z 0 ) + (Z - z 0 )q"(z 0 )/2 + --•]' |^' 

Ahora se ve que en el miembro derecho se cancela un factor z — .r 0 , y que el denomina J 

dor resultante tiene el límite q'(z 0 ). Por tanto, la segunda fórmula para obtener e l 58 

residuo en un polo simple es S 


_ (z ~ z n )p(.z) _ 

(z - z 0 )[ q'(z 0 ) + (z - Z 0 )r?"(z 0 )/2 + - - •] 


p(z) __ p(z 0 ) 


Res f(z) = Res ©© = © 7 © 
z = z 0 z = z 0 <?(z) <7 (z 0 ) 


■. í\ 

©¡tf 


Ejemplo 4 Residuo en un polo simple calculado a partir de la fórmula (4). 


9z + i 

Re S -o-7" 

2=i z(z 2 + I) 


" 9z + / " 
,3c 2 + lj 2= 


” 5/ (ver el ejemplo 3) 


Ejemplo 5 Otra aplicación de la fórmula (4), 

Encontrar todos ios polos y los residuos correspondientes de la función 

(< _ COSh 77c 

j{z] Z A ~ 1 

Solución p{z) ~ cosh te: es entera, y í/( r) = r* - 1 tiene ceros simples en 1, í, - I, -/ Por tanto,y(r) tiene 
polos simples en estos pumos (y ningún otro polo) Como q'{c) = 4r\ por (4) se observa que los residuos 
son ¡guales a los valores de (cosh 7Er)/4r' en tales puntos; es decir. 


cosh 7 n 
4/3 


cosh ( — ttí) 
4 (— O 3 


i '! i 4 ; > ¡ ) 
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Fórmula para el residuo de un polo de cualquier orden 

Seayfz) una función analítica que tiene un polo de cualquier orden m > I en un punto 
” z (j . Entonces, por definición de tal polo (sección 14..8). la serie de Laurent de f{z) 
que converge cerca de z = z Q (excepto en z — z Q mismo) es 

f(z) = -——- + -Lttí_ + ....+ _ b z , b i 

(Z - Z 0 ) m (z - z Q ) m ~ í + (Z - z. 0 ) 2 z - z 0 

+ a 0 + aj(z 


en donde b m * 0. AI multiplicar ambos miembros por (z - z )"', se obtiene 

(z ~ z 0 ) m ./(z) = b m + ¿ m-1 (z - z 0 ) + • ■ • + b 2 (z - z 0 ) m ~ 2 + b x (z - z 0 ) m_1 

+ a 0 {z - z 0 ) m + a^z - z 0 ) m + 1 +■■■•_ 

Se observa que el residuo b t de f[z) en z - z D es ahora el coeficiente de la potencia 
(z - z 0 )'" 1 en la serie de Taylor de la función 

SU) = (z - z 0 ) m f(z ) 

del miembro izquierdo, con centro z = z g . Así, por el teorema de Taylor (sección 14.4), 

b, = --- pírn-l)/, ) 

1 (m - 1)1 i 

Por tanto, s ij{z) tiene un polo de m-és¡mo orden en z = z entonces el residuo está 
dado por 


¡ f q™-i 

<s> © m Kz - !o>”fun 


En particular, para un polo de segundo orden (m = 2), 


Res f(z) = lím ] [(z - z n ) 2 /(z)] 


Ejemplo 6 Residuo en un polo de orden superior. 
La función 





INTEGRACIÓN POR EL MÉTODO DE RESIDUOS $? 


tiene un polo de segundo orden en r = 1, y por (5*) se obtiene el residuo correspondiente 

d o d ( 50z \ 

f“ /u> = jís z llz - l, “ /(z,) = ITj ¿i Irnj = 8 


Ejemplo 7 Residuos de fracciones parciales. g 

Si yíj) es racional, entonces sus residuos también pueden determinarse a partir de tracciones parciales. En V™ 
el ejemplo 6, 

50z -8 8 10 4 


50z ^ -8 

(z + 4)(z - I) 2 z + 4 


i ' U - i) 2 


Lo anterior muestra que e! residuo en z = 1 es 8 (como antes), y que enz-4 (polo simple) es -8. . l|| 

¿Por qué sucede lo anterior? Considerar z — I.. Ahí, la serie de Laurent tiene las dos últimas fracciones 
como su parte principal, y la primera fracción como la suma de su otra parte, Esta primera fracción es 
analítica enz= I, de modo que tiene una serie de Táylor con centro s = I, como debe ser. De manera ,||| 
semejante, en z - —4 ta primera fracción es la parte principal de i a serie de Laurent I ^ 

Ejemplo 8 Integración alrededor de un polo de segundo orden. 

Al integrarle) en los ejemplos 6 y 7 en sentido contrario a! movimiento de las manecillas del reloj .¡J|j 
alrededor de cualquier trayectoria simple cerrada C tal que z- 1 está dentro de C y z - -4 está Riera de 
se obtiene (ver el ejemplo 6 o e! ejemplo 7) 


• 50z 

! (z + 4)(z - 


: dz — 27 tí Res 


i U + 4)(2 - \) ¿ 


I6tt/ *= 50.27/. 


Problemas de la sección 15.1 

Encontrar los residuos en los puntos singulares de las siguientes funciones 


3 

4 1 

3. 

sen z 

1 -z 

2 ’ z 3 z 2 

z 4 

. z 2 + 1 
z l - z 

z 4 

' 5 ' Z 2 — ÍZ + 2 

6. 

e 

(z - 

7. cot z 

8. sec z 

9. 

2/(z 2 


Encontrar los residuos en aquellos puntos singulares que están dentro del circulo |z| — 1. 


z 3 + 3z 2 


z - 23 
- 4z - 5 


3 -z 2 - 22z + 8 3z + 6 

(z 4 — l) 2 * z 3 — 5z 2 + 4z (z + l)(z 2 + 16) 

Evaluar las siguientes integrales, en donde C es la circunferencia unitaria (en sentido contrario 
al movimiento de las manecillas del reloj) 

Ifi. £ e ll! dz 17. £ tan z dz 18. £ esc 2z dz 


2 

z ¿ ~ 2z 
tanh (z + I) 


e llz dz 

17. 

cp tan z dz 

18. 



~c 


cot z dz 

20. 

£ dz , 

J c senh 2 vrz 

21. 

sen ttz 
z 6 dl 

23. 

£ f .- 2 - dz 

31 4z + ir 

24. 




25. Otra deducción de (5). Obtener (5) sin aplicar ei teorema de Taylor, derivando m — .1 
veces la fórmula (z — 


^ ^ ^ ^ 


■) O ) ü 


") t ) l ') ") 's> ' s v :: '9. v LL'% 


teorema del residuo 
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15.2 TEOREMA DEL RESIDUO 

Hasta el momento es posible evaluar integrales de funciones anal ¡ticas/(z) sobre cur¬ 
vas cerradas C cuandoyjr) tiene un solo punto singular dentro de C. A continuación se 
verá que el método de integración por residuos puede extenderse al caso en que haya 
varios puntos singulares defz) dentro de C, Esta extensión es sorprendentemente 
sencilla, como se muestra a continuación. 

Teorema 1 Teorema del residuo 

Sea f{¿) una función analítica dentro de una trayectoria simple cerrada C y sobre C, 
excepto por un número finito de puntos s ingulares z , z.,, • ■ ■, z t dentro de C.. Entonces 



¡a integral se efectúa en sentido contrario a! movimiento de ¡as manecillas del reloj 
alrededor de la tray>ectoria C 

Demostración. Cada uno de ios puntos singulares z. se encierra en un círculo C, con radio 
suficientemente pequeño, de modo que todos estos k círculos y C sean ajenos (figura 346). 
Así, ff) es analítica en el dominio múltiplemente conexo D acotado por Cy Cj, ■ ■ -, C t , y 
sobre toda la frontera de D. Por ei teorema de la integral de Cauchy se tiene 

(2) <£ fXz) dz + cj> f(z) dz + f(z ) dz + ■ ■ - + cjs f(z) dz = 0, 

C c, c 2 ' c k 

la integral a lo largo de C se toma en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
reloj y las otras integrales, en el sentido del movimiento de las manecillas dei reloj (ver la 
sección 13.3). AJiora se invierte el sentido de la integración a lo largo de Cj, - - •, C t . Asi, 
los signos de los valores de estas integrales cambian, y por (2) se obtiene que 

(3) <£ f(z) dz = <£ f(z) dz + cf f(z) dz + ■ ■ ■ + <£> f(z ) dz. 

J c J c , J c 2 J c k 



Figura 346. Teorema del residuo. 
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INTEGRACIÓN POR EL MÉTODO DE RESIDUOS 

Ahora, todas estas integrales se toman en sentido contrario al movimiento de las ma¬ 
necillas del reloj. Por (1) de la última sección, 

cfc f(z) dz = 27 tí Res /(z), 

J Cj z = z j 

de modo que con (3) se obtiene (1), y se ha demostrado el teorema., g 


’’ r" ' ' 

-■ w tssÍKjiJ;! . v’i'úc."* ó* 

i 

a " <- 


r > c-, 0 n n: r rc¡ i, c c c r;( <: í r 


f ( r ■ r c < ■■ o 0 CT© 


( ' ; 


1” - 

1 i. / 4 V 

Este teorema importante tiene varias aplicaciones en relación con integrales com- .-¿t 

plejas y reales. Primero se considerarán algunas integrales complejas. i_ 

Ejemplo 1 Integración por el teorema del residuo,-, -3*jpp|| ¿|I|vf 

Evaluar la siguiente integral en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de M|i| 

cualquier trayectoria simple cerrada tal que (a) 0 y I estén dentro de C, (b) 0 este dentro y I esté fuera, (c) Í$j$||í 
1 esté dentro y 0 esté fuera, (d) 0 y I estén fuera de C spÉ! 

1||Í 

j q <- ■ <■ JUtSÍ.'V 

m ¡§§ 

Solución „ El integrando tiene polos simples en 0 y I, con residuos [(por (3) en la sección 15.1 j. fÉpSp'í 

Rcs-i^f-- r^5] =. IjfiS 

2 = 0 <.U “I) L z - 1 Jz = o z=i zU ~ \) L z J 2 =i 


„ 4 - 3z 

Res- 

2 = 0 ZÍZ “ I) 


~ 4 - 3; ~ 

. Z - 1 Jz 


Confirmar lo anterior aplicando (4) en la sección 15.1. Respuesta, (a) 27t/'(~4 + I) « -6 tc/, (b) -8rc/, (c) 
27i/'. (d) 0. I 

Ejemplo 2 Polos y singularidades esenciales. 

Evaluar la siguiente integral (en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj), en donde C 
es la elipse 9..v 3 +> J = 9 


+ ze nlz dz 


‘i ..:'V 

>\ ‘t .’i tT’ 


Solución.. Como r 1 ~ 16 — 0 en ±2i y ±2. entonces el primer término del integrando tiene polos simples en 
±2i dentro de C. con residuos [por (4) de la sección 15.1; observe que e ir “ = I ] 


Res —r- 

*--2i Z 4 - 16 


y polos simples en ±2. que están fuera de C. por lo que carecen de interés aquí El segundo término del 
integrando tiene una singularidad esencial en 0. con residuo 7172, según se obtiene a partir de 


/ , 7T 7T 77° 

Ze Z \ + 2 + 2\z 2 + 3 


7T** I 

- z + 7T + —’ ' - -f 

2 z 


Respuesta 2tx/{ —1/16 — 1/1 6 + k 2 /2) - jx( 7t’ ~ 1/4)/= 30 22 I /. por el teorema del residuo 
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Ejemplo 3 Confirmación de un resultado básico anterior. 

Integrar l/(z-z 0 )" (w es un entero positivo) en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj 
alrededor de cualquier trayectoria simple cerrada C que contenga a! punto z = z u .. 

Solución. í/(r - ~ u )' rt t:er¡e su propia sene de Laureñí con centro z — z 0 , que consta de esta pane principal 
de un solo término, y 


Res- = I, 

2 = 20 Z ~ Z 0 


Res - = 0 

2 = 20 (z - ZQ) m 


(m = 2,3,” ■ 


En concordancia con el ejemplo 2 de la sección I3..2. asi se obtiene 


' dz 
, (z - z 0 )” 


Problemas de la sección 15.2 
, . 1 5_~ + 9 


2m si m = 1 

0 si m = 2, 3. 


integrar - ^ 3 ^ en sentido contrario al movimiento de las manecillas del íeioj alrededor de 
las siguientes trayectorias C 


1. |z| = 1 
4- |z — 3| — 2 


2. |z| — 4 .3. ¡z 4- 2 + /j = 3 

5. |z — | + 2,| = 2.4 6. |z - l| = 3 


Evaluar las siguientes integrales, en donde C es cualquier trayectoria simple cerrada tal que 
todas las singularidades están dentro de C (en sentido contrario al movimiento de las maneci¬ 
llas del reloj). 


7 - ’f . dz 
J c z- + 4 

£ senh z , 

10 - tiT=-¡ dz 


8 ‘ £ T79? dl 




z cosh ttz 
+ \3z 2 + 36 ‘ 


Evaluar las siguientes integrales, en donde C es la circunferencia unitaria (en sentido contrario 
al movimiento de las manecillas del reloj)., 


£ z 2 1 1 dz 


16. ct>-— dz 

J c sen 4z 


19. cjj cot j dz 


7z d- 


1 dz 

Z 2 + i dí 

15. 

J c z 2 + 6/Z 

d- 

i w 

r 30z 2 - 23z + 5 

sen 2 z 

lo. 

£(2z - 1 ) 2 (3z - 1) 


20. <¿ r’ cot 4z dz 
c 


22 - £ ¿E" - m/4) z dZ 23 - £ tan 27rz dz 

u C 


21. C f^^Tdz 

J c 4z“ + 1 

I 1 - 4z + 6z 2 
í (z 2 + J-K2 - Z) 
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EVALUACIÓN de integrales reales 

Solución. Se usa eos 9= y (z + \/z) y dB ~ dzhz Así. la integral se vuelve 




c _I ( Z 2 _ 2Vlz + 1) 


■- 7 Í 


(z - V 2 - I)( Z - V 2 + 1 ) ' 


Se observa que el integrando tiene dos polos simples, uno en z % = V2 + , , que está fuera de la circunferen- 
cía unitaria C: |z| = 1 y por tanto carece de interés; y el otro en z 1 - J2 - |. dentro de C, en donde el residuo 
es [por (3) de !a sección 15..1J 


= =* U - V2 - l)(z - V2 + 1) 


V2 - 1 


- z» V2-1 


Junto con el factor -Vi antes de la integral, lo anterior conduce al resultado deseado 2kí(-2/í)(-\/2) = 2/r. E3 


Integrales impropias de funciones racionales 

A continuación se considerarán integrales reales del tipo 


f /(■*) 


Tal integral, para la que el intervalo de integración no es finito, se denomina integral 
impropia, y significa que _ 

r°° r° r b 

(5 ) J í(x) dx = lírn I ./(x) dx + lím I f(x) dx. 

- m a—* - “ a b— 

Si ambos límites existen, entonces es posible acoplar los dos pasajes independientes a 
-oo y j», y escribir' 

00 fl 

(5) f ,f(x) dx = lím f /(x) dx. 

„ co R—»oo U__ ^ 

Se supone que la func¡ón/¡x) en (4) es una función racional real cuyo denominador es 
diferente de cero para todox real, y que su grado es por lo menos dos unidades mayor 
que el grado del denominador. Así, el límite en (5') existe y es posible empezar a partir 
de (5). Se considerará la integral de contomo correspondiente 

(5*) <£ f(z) dz 


La expresión del miembro derecho de (5) se denomina valor principal de Cauchy de la integral y 
puede existir incluso si los límites en (5’) no existen. Por ejemplo, 

r R /R z r 2 \ r b 

lím I x d.x — iim () — O, pero lim I x dx — ce, 
ft~*CO fí~*oo \ 2 2 / b—*CO -q 


"j ). ). j, J 0 ;■ j j. j / \ ■> j. ■ ) .) j r i -D : 0 ( [ 
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Figura 347, Trayectoria Cde la integral de contorno en (5”), 


¡ J'T r T 

'Í0É¡, 


alrededor de una trayectoria C en la figura 347. Como J{x) es racional, entoncesyX-) tii 
una infinidad de polos en el semiplano superior, y si se elige R suficientemente grande, ^ , 


entonces C abarca a todos estos polos. Entonces, por el teorema del residuo se obtiene 


f(z) dz = J f(z ) dz + J f(x) dx = 2tt¡ 2 Res -fU) 


: '?Í£íy -tt'W-'T 


f{z) - ff(z 


en donde la suma consta de todos estos residuos de /(z) en los puntos en el semip!ano|Sf¡t 
superior en donde/(z) tiene un polo. A partir de lo anterior se obtiene út 

(6) f f(x) dx = 2—i y; Res fU) ~ ff(z) dz. iflll 

~ R ' s »¡‘ r „_ 

a 

Se demostrará que, si R —? ■*>, entonces el valor de la integral sobre el semicírculo ®$||f $j§f 
6’tiende a cero. Si se hace z = Re' 0 , entonces S está representado por R = constante, y í||pfrj |S| 
a medida que z varia a lo largo de 5, la variable 8 varía desde 0 hasta ji. Como, 
hipótesis, el grado del denominador dej[z) es por lo menos dos unidades mayor que el SS- 
grado del numerador, entonces se tiene 


l/U)| < 05 


(|z| = R > R 0 ) 


para constantes k y R 0 suficientemente grandes. Por la desigualdad ML de la sección 'í¡|| 
13.2, se tiene ;A 


z) dz < —ó zrR 
R A 


MI 


Por tanto, cuando R tiende a infinito, el valor de la integral sobre 5 tiende a cero y (5) :í||g jj 

y (6) producen el resultado ||§| f 


f /(*) dx = liri 2 Res f(z). 


en donde se suma sobre todos los residuos dc/fz) correspondientes a los polos de j{¿) 
en el semiplano superior. 
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cíales. En esta sección se considerarán dos clases de estas integrales. Una de ellas es 
importante en problemas que implican la representación integral de Fourier (sección 
10.9). La otra clase consiste en integrales reales cuyo integrando es infinito en algún 
punto del intervalo de integración. 


Integrales de Fourier 


Integrales reales de la forma 


ffM 


eos sx dx 


I f(x) 


sen sx dx 


(í real) 


se presentan en relación con la integral de Fourier (sección i 0.9).. 

SfA*) es una función racional que cumple las hipótesis sobre el grado enunciadas 
en relación con (4), sección 15.3, entonces la integral (I) puede evaluarse de manera 
semejante a la que se usó para la integral (4) dé la sección anterior. De hecho, es 
posible considerar entonces la integral correspondiente 


^ ,/U)e“ : 


(s real y positivo) 


sobre el contorno C en la figura 347 (sección 15.3): En vez de (7), sección 15.3, se 
obtiene 


J f{x)e v¡x dx = 2-rri 2 Res [/Cz)e“ z ] 


(s > 0) 


en donde se suman los residuos de/:)e"‘ en sus polos del semiplano superior. Al 
igualar las partes reales e imaginarias de ambos miembros de (2), se obtiene 


J f(x) eos sx dx = —27Im Res [./(z)e“ z ], 
J f(x) sen jx dx - 2i r2 Re Res [,/(z)e“ z ]. 


(í > 0) 


Es necesario recordar que (7), sección 15.3, se estableció al demostrar que el valor 
de la integral sobre el semicírculo S en la figura 347 tiende a cero cuando R —> ■*>. A fin 
de establecer (2) es necesario demostrar lo mismo para la integra! de contomo actual, 
como sigue. Como s > 0 y S está en el semiplano superiory > 0, se observa que 


|e“ 2 | = |e“ x | \e = e~ 


Oí > 0, y s 0). 
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INTEGRACIÓN POR EL MÉTODO DE RESIDUOS?! 

y = 26/TT 



Figura 350. Desigualdad del ejemplo 2. 

(b) Se demostrará que el valor de la integral sobre el gran semicírculo Cj tiende a cero cuando R tiende 
i infinito A! hacer z — Re' u , se tiene dz = tRe‘" dO , dz/z = idBy por consiguiente 


r 

r v . r 

— dt = 

e iz i dO S 

J C, ¿ 

J o J o 


En el integrando de! miembro derecho, 

¡^izj _ i^íRfcos o + i seno 


[ dO 


piR eos o\ \„~R sen 


(z = Re' B ), 



m. 


"i 


L.o anterior se insena en la integral y se aplica sen (tt - 0) = sen 0 a fin de obtener una integral desde 0 
hasta tt/2; 

tt/ 2 ' Íjifífi?' 

dO « 2 | e~ R 5cn " do vpíS 

"¿Si 


rr -n M 

J |c IZ | dO ~ j e R scrííl dO — 2 J e 11 scní! dfí. 


Asi, en la figura 350 se observa que sen 0 > 2 0/n si 0 < 0 £ nll Por tanto, - sen 0 < - 20/n Con base en 
este hecho y por integración se obtiene que 


W2 

2 J e~ R scno dO S 2j 


dO = -0 


e- K ) 


0 cuando R - 


Por tanto, el valor de la integra! sobre C, tiende a 0 cuando R —» «= 0 , 

(c) Para la integral sobre el pequeño semicírculo C, en la figura 349 se tiene 


/-W- + / 

c 2 *■ J c<¿ ** Ut 


• dz. 


La primera integral de la derecha es igual a - m El integrando de la segunda integral es analítico y por 
tanto está acotado, por ejemplo, es menor que alguna constante M en valor absoluto para todo z sobre C 2 
y entre C, y el eje .v Asi, por la desigualdad A ¡L (sección 13 2), el valor absoluto de esta integral no puede 
exceder a Mnr Esta expresión tiende n 0 cuando r —> 0 Debido al inciso (b). entonces con base en (7) se 
obtiene 


‘‘J; knii'.V -} 

Ü&'M?- 


§¡ 

Bf 

iJíSS; 


(8) 


r t,lz » r e ' x , f ? iz , f ro 

j — dz — v pr., ! —- dx 4- hm / — dz = v pr., j — 

C Z ~<x> x r—0 tTo 2 -® 1 

paró 

f 


dx “ 777 = 0., 


C r-u t 2 

Por tanto, el valor principal es igual a ni\ su parte real es 0 y su parte imaginaria es 


ÍÍ7T' 


■■II 7 


v. pr. 


■ dx = 


".'^ií44T: 

c'ír t u 

Mk 


ó '■■;) r "j 


V'ni 
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(d) Ahora, el integrando en (8) es no singular en x = 0. Además, ya que para x positiva la función ]/x 
decrece, el área bajo la curva del integrando entre dos ceros positivos consecutivos decrece de manera 
monótona; es decir, los valores absolutos de las integrales 


w' 


(n = 0, I, ■ - ■) 


constituyen una sucesión decreciente monótona |/J, , e/, tiende a 0 cuando n -> Como el signo 

de estas integrales es alterno (¿por qué?), con base en la prueba de Lcibnitz (que se presenta en el apéndice 
3), se concluye que la serie infinita /„ + /, + - converge Resulta evidente que la suma de la serie es la 
integral 


f °° sen .v r b sen.r 

I - dx — hm í -- dx 

*Vy ■' h — reo -L X 


que, por consiguiente, existe. De manera semejante, la integral desde 0 hasta existe Asi, no es necesa¬ 
rio considerar e! valor principal en (8), y 

f” sen .v 

L = *- 

En virtud de que el integrando es una función par. se concluye el resultado deseado B 

En el inciso (c) dei ejemplo 2 se evitó el polo simple al integrar a lo largo de un 
pequeño semicírculo C 2 , y después se hizo que C, se redujera a un punto. Este proceso 
sugiere el siguiente 

Teorema 1 Polos simples sobre el eje real 

Si A 2 ) tiene un polo simple en z = a sobre el eje real, entonces (Figura 351) 


lím f f(z) dz = sri Res f(z). 

r~-> 0 z = a 



a ~ r a a + r 

Figura 351. Teorema 1, 


Demostración. Por la definición de polo simple (sección 14,8), el integrando A 1 ) 
tiene en z = a la serie de Laurent 


/(z) 


gU), 


Res f(z 


en donde g( r) es analítica sobre el semicírculo de integración (figura 35 1) 
C 2 : z = a + re 10 , 0 £ 0 S tt, 


*>: l.-’-Vl i '■') ""i L ^ L A V): A; L O; ’ls"'0 %'% % % % '1 "1 ’% % D: '1 '! 







r r ( ( ( c f c t 


i ( 


( í í © f : C !' 


330 


r f''^rffcg: 

i)' «f b-r 1 

MÍS^2SíBí?®KñJjCTtí?- - 


, f r ■ c' r r r ¡ r,’ <y f • c ¡ a P © <p (¿> fí> 0 €■ 0' : © y © 0 O C' O O © 


JÜf 


■‘.IXY-.'-.-i 

L - 


INTEGRACIÓN POR EL MÉTODO DE RESIDUOSÍ;|f§l§ 




y para todo a entre Cj y el eje x. Por integración, 

b. 


J J(z ) dz = J ¡re 10 d0 + f g{z) dz- 

C 2 o ' e - C 2 


_ |¡ j ’ 

j4 

§g| 


La primera integral del miembro derecho es igual a ¿> m. Debido a la desigualdad 1 

(sección 13.2), la segunda integral no puede ser mayor que Mnr en valor absoluto, y 


Mm- 


0 cuando r 


H iíte. . 
■ iíSSifjí 

1 ' ’ 


Es posible combinar este teorema con (7) de la sección 15.3 o con (3) de i 
sección. Así, [ver (7), sección 15.3], ‘.'¿.«r 


(9) 


v. pr. 


J f(x) dx = 2rri T) Res f(z) + rri 2 Res ,f(z) 


'•¡'ílííS'ÍJBf 
’iyy ¿j 

ió'r L 

lifftt;. 




(en la primera sumatoria la suma es sobre todos los polos que hay en el semipl 
superior, y en la segunda, sobre el eje x), válida para la función racional J{x) = p(x)¡ ,q|S|| 
q(x) con grado q > grado p + 2, que tiene polos simples sobre el eje x. 
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Problemas de la sección 15.4 
1. Deducir (3) a partir de (2) 

Evaluar las siguientes integrales reales.. 


eos x 
4 + 1 

eos X 


11 


1 u 
y 

f_ m (.V 2 + l) 2 

J~ sen x 


dx 


X 2 + X + 1 

eos 2x 


dx 


dx 


x“ + 2x 4- 4 


dx 


3 

6 

9 

12 


í 

■f 

■í 


dx 


sen x 

T+ x 4 

sen 2x 

_^-2 _j_ _J_ j 

sen nx 


dx 


2. f -í 

l (x 


1 + X 4 

eos 2x 


(x 2 + 4) 


dx 
t, dx 


10 


13 


4 - f 

i 

-í 

í 


sert x 


c 2 + x + 1 
eos X 


dx 


(x 2 + l) 2 


dx 


eos 4x 


o x 4 + 5x 2 + 4 
eos 2x 

4x 4 + 13x 2 + 9 


dx 


dx 


..site s¡ 

■'.pifes 

©ip: 


.V'ffp’í' ' 

'■‘tfisSiílíi; 


14. Integrar e~ :2 alrededor de la frontera dei rectángulo con vértices —a, a, a 4- ib, ~a 4- ib, 
haciendo a y usando 


'{'©i'-- 


í 


' dx — 


r 2 V 77* 

demostrar que e~ x eos 2bx dx = —— e~ 

i 2 


j-?y¡ 

:#SÍ S; 


3|| 


III 


y - 


S 


Polos en el eje real. Encontrar el valor principal de Cauchy de las siguientes inte¬ 
grales. 


15 

18 

21 


dx 


dx 


■f 

■f 


X 2 

— ix 


dx 

X 2 

- 2 Lx 

sen 

im- 

2x 

- x 2 ' 


dx 


19 


22 


J _„ t* + 1)U 2 + 2) 
dx 


15, f 

/_ (x 2 + l)(x - 1) 
COS ^TTX 


17 r 

J 


dx 


20 

23 


■/" 


dx 


1 

7TX 


r sen 7T^ 

J .V — A‘ 




24„ Demostrar que el resultado en ei ejemplo 2 sigue siendo ei mismo si e! semicírculo supe¬ 
rior C 2 se sustituye por el semicírculo inferior correspondiente,, 



Figura 352. Problema 16. 


Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 15 

1. ¿Qué es una singularidad de una función analítica j{z) y cuál es el residuo d tj{s) en un 
punto singular? 

2. ¿Cuál es la idea de la integración por residuos? 

3.. ¿Por qué en la integración por residuos es importante usar ia serie de Laurent que conver¬ 
ge en una vecindad de! punto singular z a (excepto en r 0 mismo)? 

4. ¿Puede el lector recordar alguno de los métodos con los cuales se determinan resi¬ 
duos? 

5. ¿Es posible que el residuo en un punto singular sea cero? Justificar la respuesta. 

6. ¿Es posible que el residuo en un polo simple sea cero? 

7. ¿Es posible aplicar integración por residuos en el caso de una función que no sea analíti¬ 
ca, sino simplemente continua? 

8. ¿Es posible aplicar integración por residuos para evaluar la integral de tan (1 íz) alrededor 
de un contorno cerrado que contiene a z = 0 en su interior? Contestar la misma pregunta 
para e {,: . 

9. En la integración por residuos se requieren trayectorias cerradas, A pesar de ello, ¿cómo 
sería posible evaluar integrales (reales) sobre intervalos? 

10. ¿Cuál es el valor principal de Cauchy de una integral, y por qué ocurre en este capí¬ 
tulo? 





INTEGRACIÓN POR EL MÉTODO DE RESIDUOS §gS¡ 

Integrar la función dada sobre la trayectoria C dada, usando integración por residuos o uno de ios : 4|tf| 

métodos analizados en ei capítulo 13, e indique si es posible aplicar la integración por residuos JlSfS 

11. z - * eos 2z, C es cualquier círculo |zj = constante, en sentido contrario al movimiento 
de las manecillas del reloj» 

12. z "* sen 2z, C es el círculo unitario, en el sentido del movimiento de las manecillas delj¡p|ft 

13. 5z/(2z + /), C es el círculo \z — 2/j = 3. en sentido contrario al movimiento de las|$||Í| 
manecillas de! reloj.. 

14. (z 2 + I )/(z 2 - 2z), C es la elipse x 2 + ly 1 = 2, en sentido contrario al movimiento de las 4f§|§¡| 
manecillasdei reloj. 

15» (9 2 — 8 )/(z 2 + z — 6), C es el círculo |z — i\ — 4, en ei sentido del movimiento de las 

manecillas del reloj. i|8É 

16. (iz + 1 )/(z 2 — iz + 2), C es el círculo \z — 11 = 3, en el sentido del movimiento de las :$¡f|f| 
rnaneci i 1 as de 1 reíoj. 

17. zf z 2 , C es el circulo unitario, en sentido contrario al movimiento de las manecillas |||g| 

18. j- 1 exp r\ C es cualquier trayectoria desde I + i hasta 1.. SM¡Í 

19. z"e u ' : C es el círculo unitario, en el sentido del movimiento de las manecillas del 

20. z/sen 2 z. C es el círculo jz) = 0., 1. en sentido contrario al movimiento de las manecillas 

21. Re z. C: en el sentido de! movimiento de las manecillas del reloj alrededor del trian- ‘‘§yíÍ§ 

guio con vértices 0, l, 1 + .¡-jlgp 

22,. (z cosh z 2 )/(z - 2/) 3 , C es el círculo \z — 2/| = I, en sentido contrario al movimiento de 

las manecillas del reloj. §!$ 

23. (z - 7t/4)" 3 eos 8z, C es el círculo unitario, en sentido contrario al movimiento de las 
m an ec i 11 as d e i re I oj. 

24» (4r* + 7z)/cos z, C es el círculo \z + 11 = 1, en sentido contrario al movimiento de las 
m an ec i 11 as d e 1 re I oj.. . 

25. cot 8z, C es el círculo ¡z| = 0.3, en sentido contrario al movimiento de las manecillas 


Evaluar las siguientes integrales aplicando los métodos presentados en este capitulo,, 


dd 

k + eos 9 


(k > 1) 27. J 


de 

25 — 24 eos 


d0 

13—5 sen t 


1 - i sene 


sen 8 

3 + eos B 


r 2 ” 

‘•I 34 


sen B 

- 16 senS 


í¥-- 


1 + 2 senS 


dx 

I + 4a-' 4 


dx 

1 + 4.v 2 


ÍTT7 2 ) 2 dx 


(i + .v 2 ) 2 


a- 4 + 5a 2 + 4 


dx fifi 


A 4 + 13a 2 + 36 


1 + 4a 4 


dx 

a 4 + 10a 2 + 9 


3 ) J . J J 


) J ) >■ ) 
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INTEGRACIÓN POR EL MÉTODO DE RESIDUOS 


La integración por residuos implica curvas cerradas, aunque el intervalo 
real de integración OS 0< 27tse transforma en el círculo unitario al hacer z = e" > , 
de modo que por integración por residuos es posible efectuar integrales reales de 
la forma (sección 15-3) 


^2-n 

I F (eos 6 , sen 0) dO, 


en donde Fes una función racional de eos 6y sen 0, como por ejemplo (sen 2 0)/ 
(5-4 eos 0), etc. 

Otro método para efectuar integrales reales por residuos es el empleo de un 
contomo cerrado que consiste de un intervalo —R <x < R en el eje real y un se¬ 
micírculo |r| = R. Con base en el teorema del residuo, si se hace enton¬ 

ces para fx) = p(x)/q(x) (fíx) racional con q(x) & 0 y grado q > grado p + 2) se 
obtiene 


J f(x) dx = 2-i 2 Res f(z) (Sección 15.3) 


J f(x) eos sx dx = -277 2 Im Res [/Uk“ z ] 

( 

j~ ,/(x) sen ¿X dx = 2tr 2 Re Res [/(z)e“ 2 ] 


(Sección 15.4) 


(la sumatoria de todos los residuos en los polos en el semiplano superior). En la 
sección 15.4 también se extendió este método a integrales reales cuyos 
¡ntegrandos se vuelven infinito en algún punto del intervalo de integración. 
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Capítulo 



Si una función complejá w — /(r) está definida en un dominio £> del plano z, 
entonces a cada punto en D le corresponde un punto en el plano w. De esta 
manera se tiene un mapeo (aplicación o transformación) de D sobre el rango de 
valores d ej{z) en el plano w. Este “enfoque geométrico” del análisis complejo 
ayuda a “visualizar” la naturaleza de una función compleja, al considerar el 
modo en qué la función transforma ciertas curvas y regiones. Este hecho ya se 
ha observado para funciones especiales en la sección 12.9, que quizá sería con¬ 
veniente volver a repasar antes de proseguir. 

En este capítulo se presenta un método sistemático para analizar los mapeos 
mediante fruiciones analíticas generales —_/(z) En la sección 16.1 se demuestra 
que tal mapeo es conforme; es decir, que preserva la magnitud y la dirección de los 
ángulos, excepto en “puntos críticos" (puntos en los que la derivada/'(z) es cero). 

El mapeo conforme es importante en las matemáticas de ingeniería, ya que 
constituye un método estándar para resolver problemas con valor en la frontera 
en la teoría bidimensional del potencial, al transformar una región complicada 
dada en otra más sencilla (los detalles se presentan en el capítulo 1 7), Para esta 
tarea de mapeo, las transformaciones fraccionarias lineales desempeñan un rol 
fundamental (secciones 16.2 y 16.3), y a menudo es posible usar otras funcio¬ 
nes especiales (sección 16,4). En la última sección (sección 16.5) se analizará 
el concepto de superficie de Riemann. 

En el capítulo 17 se presentan aplicaciones de la teoría del potencial. 

Prerrequisitos para este capítulo Capítulo 12. 

Secciones que pueden omitirse en un curso más corto: Secciones 16.3y 16.4. 

Bibliografía: Apéndice 1, parte D. 

Respuestas a los problemas Apéndice 2. 


16.1 
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Una función con valores complejos 

= fiz) - u{x, y) + iu(x, y) 


{z = x + iy ) 
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Figura 353. Las curvas C, y C 2 y sus imágenes 
respectivas C' y C’ bajo un mapeo conforme. 


de una variable compleja z proporciona un mapeo (transformación o aplicación) de 
su dominio de definición en el piano complejo z sobre 1 su rango de valores en el plano 
complejo w. Algunos ejemplos se muestran en la sección 12.9, que sería conveniente 
volver a repasar rápidamente antes de continuar. Si,/ 2 ) es analítica , entonces su pro¬ 
piedad más importante de mapeo es su conformidad, que se define como sigue. 

El mapeo (1) se denomina conforme si preserva la magnitud y la dirección de los 
ángulos entre curvas orientadas. 

En la figura 353 se muestra el significado de lo anterior: Las imágenes C* y C* 
de dos curvas orientadas forman el mismo ángulo a (este es el ángulo a (0 < a £ ri) 
entre las tangentes orientadas en el punto de intersección) que el formado por las 
curvas C y C, mismas, en magnitud y dirección. 

La conformidad afirmada se demostrará para el caso de una función analítica 
f(z), excepto en un punto crítico; este es un punto en que la derivada/'(L) es cero. 
Ejemplo, fz) = z 2 tiene el punto crítico z = 0, en donde/'(z) = 2z = 0 y los ángulos se 
duplican (ver el ejemplo 2, sección 12.9), de modo que ciertamente el mapeo no es 
conforme ahí. L.os puntos críticos de//) = eos z son 0, ±n, ±2 tc, - - -, etc. 


lili 
lliÉi 

pl 

H 

Éi 

■ 

un 


Ig il 

i 

¿iHi 

7* mU 


Teorema 1 (Mapeo conforme) 

El mapeo definido por una función analítica fz) es conforme excepto en puntos crí¬ 
ticos, es decir, en punios donde la derivada f{z) es cero. 


Demostración. L,a idea es considerar una curva 

(1) C: z(t) = x(t) + £>(/) 

en el dominio de/z) y demostrar que el mapeo w = /z) rota la tangente de C en 
cualquier punto z de C [con/(r) st 0] un ángulo que es independiente de C, de modo 
que las tangentes de dos curvas C, y C 2 que pasan por z 0 (figura 353) son rotadas el 

1 La icnminologia general es como sigue Un mapeo de un conjunto A hacia un conjunto B se denomina 
suprayectivo o mapeo de / sobre B si todo elemento de B es la imagen de por lo menos un elemento de 
A Se denomina inyecíivo o uno a uno si elementos diferentes de A tienen imágenes diferentes en B Por 
ultimo, se denomina biycctivo si es suprayectivo e inyectivo 
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i = zft 0 + A t¡ 



Figura 354. Fórmula (2). 


mismo ángulo, de manera que las imágenes de estas curvas forman el mismo ángulo 
en tamaño y dirección que las curvas mismas, lo que, por definición, significa confor¬ 
midad. A continuación se proporcionan los detalles. 

Se supone que C es una curva suave; es decir, que z(/) en (1) es diferenciable y 
que la derivada z(t) = dz/dt es continua y diferente de cero en todas partes. Entonces, 
se afirma que C tiene una tangente única que rota de manera continua. De hecho, por 
definición, ’ ’ 


z(t Q + A/) - z(f 0 ) 


(Fig. 354). 


Así, el numerador z, - z 0 representa una cuerda de C (ver la figura 354), y (z - z )/At 
con Al positivo tiene la misma dirección. Cuando At —> 0, el punto z tiende'a z °a lo 
largo de la curva, y 0 


Por tanto, z(/ 0 ) es tangente a C en z 0 , y de manera breve se denomina vector tangente 
de C en z 0 , y la afirmación está demostrada. 

Ahora, cada tangente está orientada ; el sentido positivo sobre ésta y sobre C. es la 
dirección de crecimiento de t en (1), en la que también apunta el vector tangente. 

A continuación se analizará la imagen C* de C bajo w =/(z) (no constante). C* es 
una curva representada por 

w = fíz(t)] 

debido a que z(t) proporciona C y/lo transforma. A z 0 = z(/ 0 ) en C corresponde el 
punto w 0 — >Wy o ) en C* y un vector tangente a C* en este punto es w(f 0 ). Así, por la 
regla de la cadena, se tiene que 

m ‘tv__djd z 

(3J ¿ t ~~ dzdt ' brevemente . = f [z(/)kM, 

Sea/'(z u ) 0. Entonces Arg/'(z 0 ) está definido, y al tomar los argumentos eri (3) se 
obtiene por (9) de la sección 12.2 


arg iv(í Q ) = arg ,/'(z 0 ) + arg z(t Q ). 


. : : ■) . - :r L> '/),'/) í ^ ff 


j j, j / o. 
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Entonces, el ángulo entre la tangente de C en r o y la tangente a C'* en w 0 , es decir, el 
ángulo a que la transformación hace girar la tangente, es 

a = arg w(t 0 ) - arg j(/ 0 ) = arg f'(z 0 ). ’ 

Ahota viene la cuestión fundamental: Debido a que el miembro de la derecha es inde¬ 
pendiente de la elección de C (depende sólo de z ), entonces este ángulo es indepen¬ 
diente de C; es el mismo para todas las curvas que pasan por z u y sus imágenes, de 
modo que dos imágenes Cj* y C* forman el mismo ángulo que forman las curvas 
originales Cj y C, Pero por definición esto significa conformidad, con lo que se ha 
demostrado el teorema H 


■ ;c-.10-:■ 
■.’. Wú'.S.f. •¡'■•-i: ■- 


Ejemplo 1 Conformidad de w ~ z" y iv = e 1 

El mapeo w = i\n = 2, 3, es conforme excepto en z = 0, en donde 

u-'= ni' 1 = 0 Para w - r\ esto se muestra en la figura 304 (sección i 2 9), en donde litó curvas imágenes 
se cortan formando ángulos recios, excepto cn: = 0, en donde los ángulos se duplican bajo la transforma¬ 
ción. ya que todo rayo arg z = c — constante se transforma en un rayo arg = 2c 

El mapeo w = e- es conforme para toda z, ya que W = e‘ es diferente de cero para toda z 

Razón de amplificación. Por la definición de la derivada se tiene 


l im M _ J(z o> = |/' (Zo )|. 

z-'ZQ Z Z 0 


Por consiguiente, el mapeo w' = f[z) amplifica (o reduce) las longitudes de rectas 
cortas aproximadamente en el factor \f{z a )\ La imagen de una figura pequeña se con- 
fonníi a la figura original en el sentido de que tiene aproximadamente el mismo perfil 
Sin embargo, ya que /'(:) vai ía de punto a punto, una figura grande puede poseer una 
imagen cuyo perfil es bastante distinto al de la figura original 

Más sobre la cond¡ctón/ , (z) & 0. Con base en (4) de la sección 12.5 y por las ecuaciones 
de Cauchy-Riemann, se obtiene 


du_ du 2 _ /3«\ 2 ido 

dx dx 1 3a- / l 3.a- 


es decir, 


du du du do 
dx dy dy dx 


du du 

dx dy _ 3(w, ü) 

du du d(x, y) 

dx dy 


(y (T (A ( . (j < (" c ( f ( . C : : (' (r. f •: Í ! í I ( ( C t f C C: 0 
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Este determinante es el conocido jacobiano (ver la sección 9.3) de la transformación 
w —A z )> escrito en forma real 

u = u(x, y), u = u(x, y). 

Por tanto, la condición f(z¿) A 0 implica que el jacobiano es diferente de cero en z Q „ 
Esta condición es suficiente para la restricción de que el mapeo w =J{z) en una vecin¬ 
dad suficientemente pequeña N Q de z Q sea uno a uno o inyectivo; es decir, que puntos 
distintos en N Q tengan imágenes diferentes; ver el texto dado como referencia [5] en ei 
apéndice 1, 

Ejemplo 2 La transformación w= z 1 es uno a uno en una vecindad suficientemente pequeña de cual¬ 
quier punto z í* 0„ En una vecindad de z = 0 no es uno a uno. El plano z completo se transforma sobre el 
plano iv, de modo que cada punto w =¡* 0 es la imagen de dos puntos en el plano z. Por ejemplo, los puntos 
z ~ I y z = —1 son transformados, ambos, sobre \v = 3 y, en términos más generales, z, y — z ¡ tienen e! 
mismo punto imagen w - z-. @ 

En la sección 12. 9 se analizaron algunos mapeos, y en las siguientes secciones se 
presentan otros de manera más sistemática. 


Problemas de la sección 16.1 

Encontrar y trazar las imágenes de las curvas dadas bajo el mapeo w = u + iv — z 2 ., 

1. * = I, 2, 3, 4 2. y — 1, 2, 3, 4 3. xy = 10 

4. y = x + l 5. y — x, y = -x 6. y z = x 2 - 1 

Gradear las imágenes de las siguientes regiones bajo el mapeo w - z 2 . 

7■ W < i 8. |z| = 5 9. |arg z| < irB 

10. Re z > 0 11. tt/ 4 < arg z < tt/2 12. 0 < y < I 

Representar las siguientes curvas en el plano z (z = x + iy ) en la forma z = z(í) y determinar el 
vector tangente correspondiente f(/). Trazar la curva y algunos de ios vectores, 

13. .v 2 + y 2 =16 14. (j - l) 2 + (y + 2) 2 = 25 15. x 2 + 9y 2 = 9 

16. x 2 - v 2 = 4 17. y = l/x 18. y = 12 - 3.r 2 

Determinar los puntos en el plano z en que el mapeo w — z(/) deja de ser conforme, dondeyjz) 
es igual a ■ 

19. z 2 + az + b 20. eos -rrz 21. exp (z 5 - 80z) 

22. exp (z 9 - 9z) 23. cosh 2z 24. z + z _1 (z # 0) 

25. ¿Por qué las imágenes de las curvas |z| “ constante y arg z = constante bajo un mapeo 
mediante una función analítica se cortan formando ángulos rectos? 

26. ¿Por qué las curvas de nivel u = constante y» = constante de una función analítica w = 
u + iv =/(z) se cortan fonnando ángulos rectos en cada punto en que f\z) * 0? 

27. ¿El mapeo w = z -x— iy preserva ángulos en tamaño y en dirección? 

28. Comprobar (5) para J\z) = ¡r 
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29. (Amplificación de ángulos). Sea la función j{z) analítica en z a . Suponer que/’(r t) ) = 0,., í 

/ x ~ l) (2 n ) = 0, mientras que/^z^) & 0., Entonces el mapeo w ~J{z) amplifica ángulos con d 
vértice en z 0 por un factor k. Ilustrar este hecho con ejemplos para k ~ 2, 3, 4, | 

30. Demostrar la afirmación de! problema 29 para k arbitraria. Sugerencia , Usar series de |l 

Taylor. $ 


16.2 TRANSFORMACIONES FRACCIONARIAS LINEALES : 

E! mapeo conforme posee varias aplicaciones físicas, como se verá en el capítulo 1 7, 
aunque para usarlo de manera práctica es necesario conocer qué función elegir, por 
ejemplo, en la tarea frecuente de transformar un dominio complicado sobre uno sen¬ 
cillo, como un disco. Lo anterior requiere el estudio de las propiedades de las funcio¬ 
nes de transformación, que se iniciará con la siguiente clasé bastante importante. 

Las transformaciones fraccionarias lineales (o transformaciones de Mobius) son 
mapeos 


az + b 
cz + d 


be ^ 0) 


en donde a, ó, c, d son números complejos o reales. Estos mapeos tienen importancia 
práctica en aplicaciones a problemas con valores en la frontera, ya que son necesarios 
para transformar discos de manera confórme sobre semiplanos o sobre otros discos y 
recíprocamente, como se verá. También constituyen una motivación adicional para el 
estudio del plano complejo extendido (sección 14.8), que desempeña un papel funda¬ 
mental en mecánica de fluidos y en otras aplicaciones. 

La condición ad— be í* 0 en (1) se vuelve evidente si se deriva: 


a(cz + d) — c(az + b ) 
(cz + d) 2 


ad — be 
(cz + d) 2 


Se observa que ad— be 0 implica que w' no es cero en ninguna parte, por lo que el 
mapeo (1) es conforme en todas partes. Con base en ad — be = 0 es posible obtener 
el caso sin interés alguno en que w' es idénticamente cero, que se excluirá de una 
vez por todas. El análisis comenzará con casos especiales de (1). 


Ejemplo 1 Traslaciones, rotaciones, expansiones y contracciones. 


Existen casos especiales de (i) de ia forma 


w — z + b 


{traslación) 


-■) j ) ) ) \) ~") ) j v ; j) : j) T -'3 i/ ;í ! i) 
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Figura 356* Mapeo tv= 1/z„ 


Con <4 0 se obtiene una recta y con A & 0 una circunferencia. En 

vuelve 


ÁZZ + B 2-Í-5 + C 

2 2 / 


if^it 

ív 

, 


términos de 2 y z, esta ecuación se j 


Asi, H' - Mz Al sustituir r = l/w y multiplicar por ii-ÍF se obtiene la ecuación 


A + B 4-±ü' + C 

2 2/ 


+ Dww as 0 


o bien, en términos de « y y, 


0-;'; : 


A + Bu — Cü+ D(u 2 + t> 2 ) = 0. 


Lo anterior representa una circunferencia (si OíO)o una recta (si D = 0) en el piano w 


' 


La demostración en este ejemplo sugiere el empleo dez y z en vez de x y y, un ¿|i|Q5?lí 
principio general que a menudo es de bastante utilidad en la práctica. De manera -'?/ ’¡ 
sorprendente, toda transformación fraccionaria lineal posee la propiedad que acaba 
de demostrarse: II® il® 


Teorema 1 {Circunferencias y rectas). 

Toda transformación fraccionaria lineal ( I) mapea todas las circunferencias y rectas 
en el plano z sobre todas las circunferencias y rectas en el plano w. 




Demostración. La demostración es trivial para una traslación o una rotación, bastante 
evidente para una expansión o contracción uniforme, y verdadera para w — 1/z, como jj 

acabade demostrarse. Por tanto, también es cierta para composiciones de estos mapeos ffÉ f 
especiales. A continuación se presenta la idea crucial de la demostración: La expre¬ 
sión (1) se representa en términos de estos mapeos especiales. Cuando c — Ó, lo ante- l!|f. fj 
rior es fácil. Cuando c =£ 0, la representación es .' 


w — K • 


cz + d 


en donde K 


ad — be 


■0 

- 


Lo anterior puede comprobarse al sustituir K, tomar el común denominador y simpli¬ 
ficar; así se obtiene (1). Ahora es posible hacer 


tVj + d. 


y por la fórmula previa se observa que entonces >v = vy, + ale . L,o anterior significa que 
(1) es en efecto una composición de tales mapeos especiales, con lo que se ha comple¬ 
tado la demostración. g¡ 

Ejemplo 3 Imagen de una circunferencia. 

Aplicar el teorema I para encontrar ¡a imagen de la circunferencia unitaria |-| = 1 bajo la transformación 
fraccionaria linea! 

, , 2iz - 2 - 2¡ 

w(z) = - , 

(1 - ¡)z - 1 

Solución. Por el teorema I, la imagen es una circunferencia (o una recta), determinada asi por las imáge¬ 
nes de ios tres puntos 1,-1, e / sobre |z| = ] „ Estas imágenes se calculan, escribiendo rv(rr) más simplemen¬ 
te como 


w(z) = 2 i 


(I - i)z - 1 


por tanto vv(l) = 2i ■ 


de manera semejante, rv(—I) = 2/j de modo que ei centro de la circunferencia debe estar en el eje u Por 
ultimo, M'(/j = -2 + 4/ La bisectriz perpendicular de 2 i, y -2 + 4i corta al eje u en -4 (hacer una figura); 
este es eí centro de la circunferencia Respuesla ¡ir + 4¡ = f¿6 

En ia siguiente sección se desarrollará un método más poderoso para resolver problemas de este tipo, 
asi como otras aplicaciones del teorema I 0 


Plano complejo extendido 

El plano complejo extendido se introdujo en la sección 14.8. Se trata del plano com¬ 
plejo junto con el punto <~( infinito). Ahora es posible proporcionarle una motivación 
inclusive más natural en términos de transformaciones fraccionarias lineales. 

Con base en (1) se observa que a cada z para el que cz + d 0 corresponde 
precisamente un número complejo w. Suponer que c & 0, Entonces a z — —dlc , para el 
que cz + d = 0, no corresponde ningún número w. Lo anterior sugiere que como ima¬ 
gen de z = -dlc se haga corresponder a w = <*>. 

Además, cuando c — 0, se debe tener a ss 0 y d^ 0 (¿por qué?), y entonces se hace 
que w = oo sea la imagen de z = e*>. 

Por último, ¡a transformación inversa de (I) se obtiene despejando r de (1); de 
nuevo se encuentra que se trata de una transformación fraccionaria lineal: 

/si —dw+b 


Cuando c =2 0, entonces cw — a = 0 para w = ale , y se deja que ale sea la Imagen de 
z = Con lo anterior, la transformación fraccionaria lineal (1) es ahora un mapeo 
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conforme uno a uno del plano extendido z sobre el plano extendido w. También se 
dice que toda transformación fraccionaria lineal mapea “el plano complejo extendido 
sobre sí mismo de manera uno a uno y confórme”. 

El análisis actual sugiere lo siguiente: 

Observación general. Si z = ~, entonces el miembro derecho de (1) se vuelve la 
expresión sin sentido (a ■ ~ + b)/(c ■ °° + d), a la que se asigna el valor vi' = ale si c ¡a 0 y 
el valor w = °o si c = 0. 


Puntos fijos 

Los puntos fijos de una transformación w = J{¿) son puntos mapeados sobre ellos;, 
mismos; es decir, que se mantienen fijos bajo la transformación. Por tanto, se obtie-i 
nen a partir de 


El mapeo identidad 


f(z) 


W = z 


tiene todo punto como punto fijo. El mapeo w = z tiene una infinidad de puntos fijos; 
w = 1/z tiene dos; una rotación tiene uno, y una traslación no tiene ninguno en el plano 
finito. (Encontrarlos en cada caso.) Para (1), la condición de punto fijo w = r es 

az + b 


cz + d 


o bien, 

( 6 ) 


(a — d)z 


0. 


Esta es una ecuación cuadrática en z cuyos coeficientes desaparecen si y sólo si la 
transformación es el mapeo identidad w = z (en este caso, a = d A 0, b = c = 0). Por 
tanto, se tiene 

Teorema 2 (Puntos fijos) 

Una transformación fraccionaria lineal, no la identidad, tiene cuando mucho dos 
puntos fijos. Si se sabe que una transformación fraccionaria lineal tiene tres o más 
puntos fijos, entonces debe ser el mapeo identidad w = z. 

A fin de que este análisis sobre transformaciones fraccionarias lineales sea ver¬ 
daderamente útil desde un punto de vista práctico, se ampliará mediante hechos y 
ejemplos típicos adicionales en los problemas de esta sección y en la siguiente sec¬ 
ción. 


;í 
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Encontrar los puntos fijos de los siguientes mapeos. 
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1. 

iv = (2 + f)z 

2. 

w = z + 3í 

3. 

w — z 5 

4. 

u< = (z - í) 2 

5. 

w = (z + l) 2 

6. 

w — z 5 + 10 z 3 + 

7. 

2/z — I 

8. 

3z + 2 


z — 1 

w — - 

w = - 

9. 

w = - 


Z + 2¡ 


z — 1 

2 + 1 


Encontrar una transformación fraccionaria lineal cuyos (únicos) puntos fijos sean 
10 . 0 , 1 11 . - 2 , 2 12 . 0 

Encontrar todas las transformaciones fraccionarias lineales cuyos (únicos) puntos fijos sean 
13. 0, co 14. -1, 1 15. -i, i 

16. -Encontrar todas las transformaciones fraccionarias lineales sin puntos fijos en el plano 

finito. 

17. Encontrar la inversa de w = (3z + 4;)/(z + 2/) directamente, sin usar (5). 

18. Si Zj es un punto fijo de una transformación fraccionaria lineal w = J(z), es evidente quez! 
también debe ser un punto fijo de la inversa z=g(w). Demostrar este hecho. 

19. Demostrar los cálculos para deducir (5) a partir de (1). Comprobar (5) por sustitución 
en (I). 

20. Demostrar el teorema 1 por sustitución de (1) en su forma dada en la ecuación de una 
circunferencia o de una recta. Sugerencia Demostrar que esta última puede escribirse 
(con w = u -i- tv; A = 0 se obtiene una recta) como 

Aww + Bw + Bw + C = 0. 


16.3 TRANSFORMACIONES FRACCIONARIAS 
LINEALES ESPECIALES 

A continuación se aprenderá cómo es posible determinar transformaciones fraccionarias 
lineales 


(D 


az + b 
cz + d 


(ad - be # 0) 


para transformar ciertos dominios simples sobre otros, y cómo es posible analizar las 
propiedades de (I). 

Cuatro números dados a, b, c , d determinan un mapeo único (1), aunque es posi¬ 
ble eliminar o introducir un factor común sin alterar la transformación dada (1); es 
decir, (1) depende de tres constantes esenciales; a saber, las razones de tres cuales¬ 
quiera de las cuatro a, b, c, d. Entonces, si se imponen tres condiciones debe obtenerse 
un mapeo único (1); por ejemplo, las condiciones de que tres puntos distintos en el 
plano z tengan imágenes especificadas distintas en el plano w. Se demostrará que este 
es el caso y, lo que es más importante, se obtendrá una fórmula con la que se obtiene 
el mapeo: 


' ■f J " 


O ) 


~X '■), j X f 




J :) J V 
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Teorema 1 (Tres puntos y sus imágenes dadas) 

Tres puntos distintos dados z,, z , z siempre pueden transformarse sobre tres pin 
distintos prescritos w , w,, w mediante una, y sólo una, transformación fraccionat 


distintos prescritos w , w , w mediante una, y sólo una, transformación fraccionar, 
lineal u> = /Tzl. Este maneo está definido implícitamente ñor la ecuación 


'^ ' 


(Si uno de estos puntos es el punto entonces el cociente de’las dos diferencias 
contienen a este punto deben sustituirse por I.) 


Demostración. La ecuación (2) es de ia forma F(w) = G( z), en donde F y G denotan 
funciones fraccionarias lineales de las variables respectivas. A partir de lo anterior ¡ s 
fácil obtener w =./(-) = /• M [C7(z)], en donde F~ l denota la función inversa de F. Como 
la inversa de una transformación fraccionaria lineal y la composición de transforma- 1 1 ", 


serva que 


- 


G(z x ) = 0, 




[simplemente se hace w = w, en el miembro izquierdo, luego w = >i< 2 , luego w = iv , y ¡t 3í| 

después se hace lo mismo en el miembro derecho de (2)]. Por tanto, w, w = 

y[z,), Wj Así se demuestra la existencia de una transformación fraccionaria (¡¡¿¡SiMi 

lineal w =J(z) que mapea z |; z,, z, sobre w w„ w , respectivamente. 

A continuación se demostrará que w = f[z) está determinada de manera única. ;£? 
Suponer que w = g(z ) es otra transformación fraccionaria lineal que mapea z z z 


sobre w r w 2 , w y respectivamente. Entonces su inversa ,g~'(w) mapea w, sobre z |t w 2 
sobre z 2 y w 2 sobre z 3 . En consecuencia, el mapeo compuesto H = g~‘ [/[-)] transforma 
cada uno de los puntos z,, z 2 , z 2 sobre sí mismo; es decir, posee tres puntos fijos 
distintos z p z,, z 3 . Por el teorema 2 de la sección precedente se concluye que H es el 
mapeo identidad y, por consiguiente, g(z) =J(z). 

La última proposición del teorema se concluye a partir de la observación general 
de la sección precedente. Así se concluye la demostración. S 


1,1 iff VT- 


Mapeo de semiplanos sobre discos 

Esta es una tarea que reviste interés práctico, por ejemplo en problemas de potencial. 
Sin pérdida de generalidad, el semiplano superiory > 0 se mapea sobre el disco unita¬ 
rio |wj ¿ 1. La frontera de este semiplano es el eje x; resulta evidente que debe trans¬ 
formarse sobre la circunferencia unitaria |w| = 1. Lo anterior proporciona la idea; para 
encontrar un mapeo, elegir tres puntos sobre el eje*, prescribir sus imágenes sobre tal 
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circulo y aplicar el teorema 1. Es necesario asegurarse de que el semiplano > 0 se 
transforma sobre el interior y no sobre el exterior de tal círculo. 

Ejemplo 1 Mapeo de un semiplano sobre un disco. 

Encontrar la transformación fraccionaria lineal (1) que mapea ,z, = —1, z, = 0, z, =* 1 sobre »•, =—1, w 2 — -/, 
w, — 1, respectivamente. 

Solución. Por (2) se obtiene 

w - (- 1 ) _ -i - 1 ^ z - 1) É o - 1 

w - \ —i — (— 1) r. - 1 0 - (- 1) ’ 

asi. 


A continuación se demostrará que es posible determinar las propiedades especificas de tal mapeo sin 
necesidad de efectuar cálculos difíciles. Parar = x se tiene w~(x— /)/(—;x+ 1); por tanto, |iv| = 1, de modo 
que el eje x se transforma sobre el círculo unitario Como con z = / se obtiene iv = 0, entonces el semiplano 
superior se mapea sobre el interior de tal circulo y el semiplano inferior se transforma sobre el exterior, z 
= 0, /, «>«• se van sobre w — 0, i, de modo que el eje imaginario positivo se transforma sobre el segmento 

5: it — 0, -I < vá 1.. Las rectas verticales x = comíanle se transforman sobre circuios (por el teorema 1, 
sección 16 2) que pasan por m'— / (ia imagen dcz-«*>)yson perpendiculares a ¡wj — I (por conformidad: 
ver la figura 357) De manera semejante, las rectas horizontales y — constante se mapean sobre circuios 
que pasan por w ~ i y son perpendiculares a S (por confonnidad) En la figura 357 se observan estos 
circuios para>> > 0, y para y < 0 están fuera del circulo unitario que se muestra., ® 

Ejemplo 2 Ocurrencia de 

Determinar la transformación fraccionaria lineal que mapea z, = 0I ,*,*“» sobre vr, = -1, u-, = 

= 1, respectivamente 




MAPEO CONFORME! 


Solución. A partir de (2) se obtiene la transformación deseada 


Este mapeo algunas veces se denomina transformación de Cay ley? En este caso, con (2) se obtuvo cny.'t' 
primer lugar e! cociente (I - -~)/(z - que se sustituyó por ! H 

M apeos de discos sobre sem i planos., Esto es bastante semejante ai caso que acabaS 
de analizarse» ||jj 

Ejemplo 3 Mapeo del disco unitario sobre el semipiano derecho. .'j¡| 

Encontrar la iransformación fraccionaria lineal que mapea z, = -1. r, = /, z } ~ 1 sobre «>, = 0, w, - i, ~ «,'íf 

respectivamente, (trazar una figura de! disco y dei semipiano.) 

Solución. Una vez que se ha sustituido (i — ~>)/(w - «*>) por 1, a partir de (2) se obtiene ' Mf 


Mapeos de semiplanos sobre semiplanos '!J 

Esta es otra tarea que reviste interés práctico. Como caso típico, es posible mapear el,|J 
semipiano superior y> 0 sobre el semipiano superior vS 0. Así, el eje x debe mapearse r- 
sobre el eje u. 


Ejemplo 4 Mapeo de un semipiano sobre un semipiano. 

Encontrar la transformación fraccionaria lineal que mapea los puntos z, 
puntos w t - = -*, respectivamente» 

Solución. A partir de (2) se obtiene 


= -2, r, = 0, z, — 2 sobre los 


2z + 4 ’ 


como puede comprobar el estudiante ¿Cuál es la imagen del ejex? 


Mapeo de discos sobre discos 

Esta es una tercera clase de problemas prácticos. Es posible aplicar el disco unitario 
en el plano z sobre el disco unitario en el plano w. Con facilidad puede comprobarse 
que la función 


¿ - ¿o 
cz — 1 


|z 0 l < 1 


es del tipo deseado y que mapea el punto z a sobre el centro w = 0-(ver el problema 14). || 


3 ARTHUR CAYL.EY (1821-1895), matemático inglés y profesor en Cambridge, conocido por sus 
importantes contribuciones al álgebra, a la teoría de matrices y a las ecuaciones diferenciales 
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Figura 359. Mapeo en el ejemplo 6. 


(plano cü) 




Aquí tennina el análisis sobre transformaciones fraccionarias lineales. En la s8Sj|S¡|J |8ffe 
guíente sección se abordarán mapeos conformes por medio de otras funciones analpS|§|$ |||jgf 
ticas (seno, coseno, etc.). 


Problemas de la sección 16.3 


Encontrar la transformación fraccionaria lineal que mapea i 

1. 0, 1, 2 sobre 2, 5, 8, respectivamente.. -¡¡ 

2. 0, i sobre — 1, 0, «>, respectivamente.. "k 

3. —1,0, 1 sobre 0, 1,-1, respectivamente.. '3$ 

4. <», 0, —1 sobre 1, 0, (1 + i)/2, respectivamente., 1 

5. 0, 1, «> sobre », I, 0, respectivamente 

6. 0, 2 /, -2/ sobre-1,0, «>, respectivamente }■ 

7. 2r, /, 0 sobre 5//2, 2/, °o, respectivamente 

8. /, 0, —i/2, sobre «i, 0, respectivamente ; 

9. 1-1 sobre/,-1respectivamente 

10. -i, 0, 1 sobre /, 2/, 1 + /, respectivamente 
II Obtener (4) a partir de (2) 

12. Encontrar la inversa de (3) Demostrar que (3) mapea las rectas x = c = comíante sobre 
círculos con centros en la recta v = 1 

13. Obtener (5) a partir de (2) Encontrar la inversa de (5) y graficar las curvas correspondien¬ 
tes a u = comíante yv = comíante 

14. Demostrar la proposición que implica a (6) 

15. Encontrar una transformación fraccionaria lineal que mapee |z| < 1 sobre w < I de modo 
que z = r/2 se transforme sobre w = 0 y trazar las imágenes de las rectas x ~ constante y y 


i|••; jT. p] 




16. Encontrar todas las transformaciones fraccionarias lineales w(z) que mapean el eje a- sobre 
ei eje u 

1 7. Demostrar que la composición de dos transformaciones fraccionarias lineales es una trans* . 
formación fraccionaria lineal 

18. Encontrar una función analítica que mapee el segundo cuadrante del piano - sobre el 
interior del circulo unitario en el plano w 

19. Encontrar una función analítica w ~J{z) que transforme la región 0 < arg z < ti/ 4 sobre el . 
* disco unitario |w) <1 

20. Encontrar una función analítica w = J(z) que transforme la región 2 <±y ^ x + I sobre el ; 
disco unitario |wj < 1 
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16.4 MAPEOS POR MEDIO DE OTRAS FUNCIONES 

Los mapeos mediante z", é= y In z se analizaron en la sección 12,9, que sería conve¬ 
niente volver a estudiar o reoasar antes de continuar C nn pi a _.-i., 

* .. w * «jo csia dcc^iuil. 


Función seno 

A continuación se considerará el mapeo (sección 12.7) 

0) w = u + io = sen z — sen x cosh y + i eos x senh y 

en donde 

(2) u = sen x cosh y, ¡; = eos x senh y. 

Debido a que sen es periódica con periodo 2rt, entonces el mapeo (1) ciertamente no 
es uno a uno si se considera en ei piano z completo z se restringirá a 3a franja vertical 
infinita 5 definida por - j; k <x < j- jt (figura 360). Corao/(r) = eos z = 0 en r = ± i- n, 
entonces el mapeo no es conforme en estos dos puntos críticos. Las propiedades del 
mapeo pueden analizarse determinando ¡as imágenes de las rectas verticalesx = cons¬ 
tante y de las rectas horizontales y - constante. 

Si x = 0, entonces por (2) se tiene que u = 0 y v = senh y. Así, el eje y (x = 0) es 
mapeado sobre el eje v. 

Si x — i y 7t, entonces por (2) se tiene que u — ±cosh y y v = 0. Como cosli y > ], 
las fronteras verticales x — =fc y k de la franja S son mapeadas de esta manera sobre las 
porciones u < — 1 y u > 1 de! eje n, en donde las imágenes se “doblan” como se indica 
en la figura 360. 

Si x * 0, ± A 7t, usando cosh 2 x - senil 2 x = I, a partir de (2) se obtiene 

u-2 »j2 

(3) -JL -íL_ = ] 

sen ¿ x cos z x 

Parax constante diferente de cero, las curvas son hipérbolas. Por tanto, se trata de las 
imágenes de las rectas verticales x = constante. 




(P lano ¿I (co plano) 

Figura 360. Mapeo w = u + iv = sen z„ 
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Si >’ = 0, entonces senhy = 0, por lo que a partir de (2) se tiene que v = 0 y u = serj 
x. Asi, el eje a- (y = 0) es inapeado sobre el segmento ~\ <u< 1 del eje u. (fj 

Si y & 0, usando eos 2 x + sen 2 x = 1, a partir de (2) se obtiene f 


^ cosh 2 y senh 2 y 

Para y constante diferente de cero, las curvas son elipses con focal es con focos ±1. Por;?! 
tanto, se trata de las imágenes de las rectas horizontales y - constante 

Las curvas imágenes de x - constante y y - constante constituyen una red ortogonal;!? 
(que se corta formando ángulos rectos), debido a la conformidad, excepto en los pun?:?i 
tos críticos z = ±-j ti. Ver la figura 360 

Con base en el análisis anterior se observa que w = sen z mapea la franja verticájjl 
infinita -yjt <x< j n sobre el plano w cortado a lo largo de los rayos w<—1 y u > 
v = 0, y cpie este mapeo es uno a uno y conforme 

i 

Ejemplo 1 Mapeo de un rectángulo sobre un disco elíptico. c/g 

fe 1 ! 

Encontrar la imagen del rectángulo de la figura 361 bajo ív- - sen r ;$■ 

Solución. La frontera del rectángulo corresponde a r = ±nJ2 y y = ±1 Por tanto, las aristas superior 
interior son mnpeadas sobre las mitades superior c inferior, respectivamente, de la elipse (4) cuyos','.;'! 
semiejes son cosh 1 = ! 54 y senh I = 1.18 La arista izquierda es mapeada sobre el segmento -cosh l|£ 
< u í -I y la arista derecha sobre el segmento 1 ? u < cosh 1 del eje u Observe que dos puntos!-^ 
cualesquiera ±y u de estás aristas tienen la misma imagen -cosh y a {arista izquierda) o cosh y u (arista v,; 
derecha) sobre el eje u Ver la figura 361 



mmsm F *« 


Figura 361.. Mapeo mediante w — sen z en e¡ ejemplo 1.. 


Ejemplo 2 Mapeo de un rectángulo sobre un anillo elíptico. 


Encontrar la imagen del rectángulo 


: sen z.. Ver la figura 362. 


- 7T < X < 7T, 1/2 < y < I 


Solución. L a arista superior del rectángulo es y = 1 y es mapeada sobre la elipse (4) con semiejes cosh 
I > senh 1 (figura 362), !a arista inferior es mapeada sobre (4) con semiejes cosh 1/2=1 13 y senh 1/2 
= 0 52 L as aristas laterales .t = ±n son mapeadas sobre el segmento del eje v definido por -senh I £. v 
1 -senh 1/2, como se concluye directamente por (2) y sen (± n) = 0, eos (± n) = -1 El resultado se 


muestra en la fieura 362 
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D* = C* 

Figura 362. Mapeo mediante w= sen zen el ejemplo 2. 

Coseno y tangente 

Coseno. El mapeo w = eos z puede analizarse de manera Independiente, pero como 
(5) w = eos z = sen (z + %tt), 

de inmediato se observa que este es el mismo mapeo que sen z precedido por una 
traslación hacia la derecha a lo largo de ^ n unidades. 

Tangente. La idea de expresar mapeos como composiciones de mapeos conocidos 
también es de utilidad cuando w = tan z = sen z/eos z. Al expresar el seno y el coseno 
mediante funciones exponenciales (sección 12.7) y multiplicar tanto el numerador 
como el denominador por é~, se obtiene 


w = tan z 


(e iz - e~ iz )/i _ (e 2iz - l)/t 
e lz + e~' z e 2iz + 1 


Por tanto, si se hace 2 = e 2 ' 1 y se usa Mi -/, se obtiene 

Z - 1 


w = tan z 


Z - 1 
Z + 1 


Ahora se ve que w = tan z es una transformación fraccionaria lineal precedida por un 
mapeo exponencial y seguida por una rotación en el sentido del movimiento de las 
manecillas del reloj a través de un ángulo ~ n. 

Ejemplo 3 Mapeo de una franja infinita sobre un disco circular. 

Encontrar la imagen de la franja vertical infinita 5: -a/4 < x < a/4 (figura 363) bajo la transformación 
ir = tan z 

Solución. Se empieza con el ultimo mapeo en (6) Debido a que Z = e 3 “ = se obtiene 

|Z| = e-*y, Arg Z = Zx 

[ver (f>) en la sección i 2 6] Así, ias rectas verticales x = -a/4, 0. a/4 son mapeadas sobre los rayos Arg Z = 
-a/2. 0, a/2, respectivamente Por tanto, S es mapeada sobre ei semiplano derecho Z También, se tiene 


-f, í,; !> ^ V> fS ¿) -D ^ V 1 zJ ' : j j J "ó! ~j,; 
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plano Z* 

Figura 363. Mapeos en el ejemplo 3. 


; fP 

plano co 

que |Z| = e—‘ < I si y > 0 y |Z| > 1 s¡ y < 0 Asi, la mitad superior de 5 es mapeada dentro del circuíoí|ÍjB 
unitario |Z| = 1, y la mitad interior de S es mapeada fuera de |Z| - 1 (figura 363). 1 ' p- 

A continuación se presenta la transformación fraccionaria lineal en (6). que se denotará porg(Z): 

@s8S||f¡ 

< 7 > Z* = ff (Z) - f-=-[ - 

z + 3 


■ 1 j l(j f f.- rf'i’GGt jG*' 

Para Z real, g(Z) es real. Por tanto, el eje real Z es mapeado sobre el eje real Z* Además, el eje imaginario') 

Z es mapeado sobre la circunferencia unitaria |Z*| = 1 debido a que para Z = r'K imaginario puro, a partir 3 * 
de (7) se obtiene 

*•' -- m\ - §1 




,jt©G 


El semiplano derecho Z es mapeado dentro del círculo unitario ¡Z*| — 1, no fuera de éste, debido a 
Z — 1 tiene su imagen g(l) — 0 dentro de tal circulo Por último, la circunferencia unitaria |Z¡ — 1 esi^pMp? 
mapeada sobre el eje imaginario Z*, porque esta circunferencia es Z— e‘ p , de modo que con (7) se obtiene 
una expresión imaginaria pura; a saber, 

, ‘GG'p’G 

M ~ I e ** 2 - f 1 ** i sen (0/2) 
eos (</>/ 2) 


>áG" / 


gie 1 *) 


e U> + j 


e i<p /2 


*0/2 






A partir del plano Z* se llega al plano w simplemente por medio de una rotación de 7t/2 en el sentido del 
movimiento de las manecillas del reloj; ver (6). — 

Respuesta w ~ tan z mapea 5; —nJ4 < Re z < txJA sobre el disco unitario |uj = 1, con los cuatro 
cuadrantes de 5 mapeados como se indica en la itgura 363 Este mapeo es conforme y uno a uno. 


Funciones hiperbólicas 

Las funciones hiperbólicas pueden tratarse independientemente de manera semejante 
o reducirse a las funciones trigonométricas que acaban de analizarse. En particular, el 
seno hiperbólico 


||J| 


( 8 ) 


w = senh z 


* i sen (iz) 




define un mapeo que es una rotación Z~ íz seguida por el mapeo Z* — sen Zy por otra 
rotación w — — /Z*. 


’ -j¿« ’ 

}#C\ 

G r G, 


De manera semejante, el coseno hiperbólico 
(9) w = cosh z = eos (iz) 

aerme un mapeo que es una rotación Z = iz seguida por la transformación w = eos Z. 

Ejemplo 4 Mapeo de una franja semiinfinita sobre un semiplano. 

Encontrar la imagen de la franja semiinfinita x > 0, 0 < y fi rr (figura 364) bajo el mapeo (9) 

Elución. Se hace w = u + /v Como cosh 0 = 1, el punto z = 0 es mapeado sobre w = 1. Paraz = x> 0 real 
eos z es real y crece de manera monótona con x creciente, empezando desde 1 Por tanto, el eje x positivo 
es mapeado sobre la porción ir 6 1 del eje ir 

Para z = iy imaginario puro, se tiene cosh ¡y - eos y Asi, la frontera izquierda de la franja es mapeada 
sobre el segmento I > u >_-l del eje «, y el punto z - ni corresponde a 

tv = cosh ¡7T ~ eos 7T — — 1 

Sobre la frontera superior de la franja, yr = rr, y como sen *= 0. eos rr = -l, se concluye que esta parte de 
la frontera es mapeada sobre la porción rr S -1 de] eje ,r. Por tanto, la frontera de la franja es mapeada 
sobre el eje ir No es difícil ver que el interior de la franja es mapeado sobre la mitad superior del plano ir 
y que el mapeo es uno a uno. J 
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x -1 0 1 11 
Figura 364. Mapeo en el ejemplo 4. 

Problemas de la sección 16.4 

Encontrar y dibujar las imágenes de las siguientes regiones bajo el mapeo u> = e‘„ 

1. 0 5* S 1, OS y S rr/2 2. - 1 < x < 1, tr/4 < y < 3m/4 

3. I < x < 2, - rr/2 < y < rr/2 4. - 2 < x < - 1, 0 < y < tt 

Encontrar y dibujar las Imágenes de las siguientes regiones bajo el mapeo w = sen z. 

5. 0 < x < rr/2, 0 < y < 2 6. 0 < x < tr/6, y arbitrario 

7. 0 < x < 2 tt, 1 < y < 2 8. - tt/ 4 < x < ir/4, 0 < y < 3 

9. Encontrar una función analítica que mapee la región acotada por los ejes x y v positivos y 
la hipérbola xy = n /2 en el primer cuadrante sobre el semiplano superior, Sugerencia 
Primero transformar tal región sobre una franja horizontal. 

10. Encontrar y dibujar las imágenes de las rectas x = 0, ± 7 t/ 6 , ±t¡Jí,,±tt 12 bajo el mapeo w 
= sen r. 

11. Determinar todos ios puntos en los que el mapeo w = sen z no es conforme, 

1 2 . Describir la transformación w = cosh z en términos de la transformación w = sen z y de 
rotaciones y traslaciones. 
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13. Encontrar todos los puntos en los que el mapeo vr = cosh z no es conforme. 

14. Encontrar las imágenes de las rectas y = constante bajo el mapeo w = eos z. 


Encontrar y dibujar las imágenes de las siguientes regiones bajo el mapeo w — eos z. 


15. 0 < a- < 77, y < 0 16. 0 < x < 7r/2, 0 < y < 1 

17. ir < x < 277, y < 0 1S. 0 < x < 2tt, i/2 < y < 1 

19. Encontrar la imagen de 2 < |z| ' ; 3, 7i/4 < 6 < n/2 bajo el mapeo w — Ln z. 


20. Demostrar que w = L.n-mapea el semipleno superior sobie la franja horizoni 

L z +1 .1 

0 < !m w S n como se muestra en ía figura 365 


0 

(plano w) 


Figura 365. Problema 20. 


16.5 SUPERFICIES DE RIEMANN 

Las superficies de Riemann son superficies sobre las cuales las relaciones con valores 
múltiples, como w = Jz o w = ln z, se vuelven de un solo valor; es decir, funciones en 
el sentido usual. Se analizarán aquí porque quizá se comprendan mejor si se explican 
“geométricamente”, en términos de mapeos. 

Se empezará considerando el mapeo definido por 

(1) IV = u + 10 = z 2 (Sección 12.9) 

que es conforme, excepto en el punto crítico z = 0, donde w' = 2z = 0. 

En s = 0 los ángulos se duplican bajo la transformación. La mitad derecha del plano z 
(incluyendo el eje y positivo) es mapeada sobre el plano w completo, cortado a lo 
largo de la mitad negativa del eje u; ei mapeo es uno a uno. De manera semejante, la 
mitad izquierda del plano z (incluyendo el eje y negativo) es mapeada sobre todo el 
plano w cortado, de manera uno a uno. 

Resulta evidente que el mapeo del plano z completo no es uno a uno, porque cada 
punto wí 0 corresponde precisamente a dos puntos z. De hecho, si z, es uno de estos 
puntos, entonces el otro es — z r Por ejemplo, z = / y z = — / tienen la misma imagen; a 
saber, w = —1, etc. Por tanto, el plano w es “cubierto dos veces” por la imagen del 
plano z. Se dice que el plano z completo es mapeado sobre el plano w doblemente 
cubierto. Para una mejor comprensión, es posible imaginar lo siguiente. 

Una de las dos copias previamente obtenidas del plano w cortado se coloca sobre 
la otra, de modo que la hoja superior es la imagen de la mitad derecha del plano z, y la 
inferior es la imagen de la mitad izquierda de éste; estos semiplanos se denotan por R 
y L, respectivamente. Cuando se pasa de R a L , el punto imagen correspondiente debe 
pasar de la hoja superior a la inferior. Es por ésto que las dos hojas se unen de manera 
cruzada a lo largo del corte; es decir, a lo largo del eje real negativo. (Esta construcción 
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sólo puede efectuarse en la imaginación, ya que la penetración de las dos hojas de un 
modelo material sólo puede realizarse de manera imperfecta.) Los dos orígenes se unen 
entre sí. La configuración así obtenida se denomina superficie de Riemann. Sobre ella, 
todo punto wjí 0 aparece dos veces, en posiciones superpuestas, y el origen aparece 
exactamente una vez. Ahora, la función w = z 2 mapea el plano z completo sobre esta 
superficie de Riemann de manera uno a uno y el mapeo es conforme, excepto por el 
“punto de giro” o punto de bifurcación enw = 0 (figura 366). Se dice que un punto de 
bifurcación que conecta dos hojas es de primer orden. (De una manera más general, se 
dice que un punto de bifurcación que conecta n hojas es de orden n — 1.) 



Figura 366. Superficie de Riemann de Vz. 

A continuación se considerará la relación con valor doble 
^ 2 ) w = Vz (Sección 12.9). 

A cada z 0 le corresponden dos valores w, uno de los cuales es el valor principal. Si 
el plano z se reemplaza por la superficie de Riemann de dos hojas que acaba de con¬ 
siderarse, entonces cada número complejo z & 0 está representado mediante dos pun¬ 
tos de la superficie en posiciones superpuestas. Sé hace que uno de estos puntos co¬ 
rresponda al valor principal; por ejemplo, el punto que está en la hoja superior, y el 
otro, al otro valor. Así, (2) se vuelve uniforme (de un solo valor); es decir, (2) es una 
función de los puntos de la superficie de Riemann, y a cualquier movimiento continuo 
de z sobre la superficie le corresponde un movimiento continuo del punto correlativo 
en el plano w. La función mapea la hoja que corresponde al valor principal sobre la 
mitad derecha del plano wyala otra sobre la mitad izquierda de este mismo plano. 
Enseguida se considerarán algunos ejemplos adicionales importantes. 

Ejemplo 1 Superficie de Riemann de "Jz. 

En el caso de la relación 


se requiere una superficie de Riemann que conste de n hojas y que tenga un punto de bifurcación de orden 
n — 1 en z = 0 Una de estas hojas corresponde ai valor principal y las otras n - 1 hojas, a los otros rt - 1 
valores En la figura 367 se muestra ia superficie de Riemann de ir = § 





Figura 367, Superficie de Riemann de Vz . 
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Ejemplo 2 Superficie de Riemann del logaritmo natural. 


Para toda z 5 * 0, la relación 


ln Z — Ln z + 2nrri 


' z ' 1 f) 1 i" 1 > 


tiene una infinidad de valores. Por tanto, (4) define una función sobre una superficie de Riemann cju^|lÉlv|!í 
consta de una infinidad de hojas, La función w ~ Ln z corresponde a una de estas hojas. Sobre esta 
el argumento 6 de z varia en el intervalo —tc< 8<n (ver la sección 12. 8 ). La hoja está cortada a lo largodej r lfe^ llíl'lli© 
eje real negativo y el borde superior de la ranura está unido al borde inferior de la hoja siguiente, lo cúai'i^lf'P 
corresponde al intervalo n < 6<Ü 3 tt, es decir, a la función u» = Ln z + 2m. De esta manera, cada valor 
n que aparece en (4) corresponde precisamente a una hoja de esta infinidad de hojas.. La función iv ~ jj 
2 mapea la hoja correspondiente sobre i a franja horizontal —k < v < tc del plano w. La hoja siguiente 
mapeada sobre la franja vecina n < v £ 37 r, etc. Asi, la función w ~ ln z mapea todas las hojas de 
superficie de Riemann correspondiente sobre el plano w completo, siendo uno a uno la correspondencía^i^ 
entre los puntos z ^ 0 de la superficie de Riemann y los del piano iv g 


Ejemplo 3 Mapeo w = 


r 1 . Hojas aerodinámicas. 


Se considerará el mapeo definido por 


que es importante en aerodinámica (ver más adelante). Como la derivada de esta función es 

1 (z + I)(z - 1) 


entonces o! mapeo es conforme excepto en los puntos ; 
u* =-2, respectivamente Por (5) se encuentra 


- 1 ; estos puntos corresponden a w = 


'i v 11 

U 5 a OÍ¡0ÉÍgt É$St 

( r*- *■ 

'© © ... 

1 iv - 2 


Por tanto, los puntos w — 2 y w - -2 son puntos de bifurcación de primer orden de 2 ~ z(ii’) A cualquicr^&f-r; 
valor w (?i 2, & ~2) le corresponden dos valores de z. Por consiguiente, (5) mapea el plano 2 sobre '3;^ 

superficie de Riemann de dos hojas, en donde éstas están conectadas en forma cruzada desde iv = —2 hasta©0^1© 


ir 2 (figura 368), y este mapeo es uno a uno.. Se hace 2 = re' 0 y se determinan las imágenes de las curvas^lpll© 
r = constan le y 0 = constante , Con base en (5) se obtiene p§ 

»' = u + ¡u = re i0 + ~ e~ iB = + Ij eos 8 + i sen 0. - ’ . 




Al igualar las partes reales e imaginarias de ambos miembros, se tiene 


u — ( r + - eos 8, u = { r 


A partir de lo anterior se encuentra 

/./ z u 2 | I ,1 

~2 + ©2 ~ 1 • en donde a = r + - , h = r -. 

a h r [ r\ 

Por tanto, los círculos r — constante se mapean sobre elipses cuyos ejes principales están en los ejes u y v 
y miden 2a y 2b, respectivamente Como a 1 ~ 6 a = 4, independientemente de r. estas elipses son confocales, 
con focos en w = —2 y u» — 2. El círculo unitario r = I se mapea sobre el segmento de recta que va desde 
ir = ~2 hasta iv = 2, Para todo r 1, los dos círculos con radios r y Mr se mapean sobre la misma elipse en 
ei plano iv, correspondiente a las dos hojas de la superficie de Riemann. Por tanto, el interior del circulo 
unitario |z¡ = 1 corresponde a una de estas hojas y e¡ exterior, a la otra 
Además, por (7) se obtiene 


cos ¿ 0 sen z 8 

Asi, las rectas 0- constante son mapeadas sobre las hipérbolas que son las trayectorias ortogonales de aquellas 
elipses El eje real (es decir, los rayos 0 = 0 y 0 = n) se mapea sobre la parte del eje real que va de ir = 2, a través 
de o®, hasta u'=-2. El ejeyse transforma sobre el eje v., Cualquier otro par de rayos 0- 0 u y 8— 0 |( + /rsc mapea 
sobre las dos ramas de ¡a misma hipérbola 

Una región exterior de una de las elipses anteriores no tiene puntos de bifurcación y corresponde ya 
sea al interior o al exterior del circulo correspondiente dei plano z, dependiendo de ia hoja de la superficie 
de Riemann a la que pertenece la región. En particular, el plano w completo corresponde al interior o al 
exterior del círculo unitario jz| — 1 , como ya se mencionó 

El mapeo (5) transforma círculos idóneos en superficies aerodinámicas con un borde de salida puntia¬ 
gudo cuyo ángulo interior es cero; éstas se conocen como superficies aerodinámicas de Joukowski/ 
Dado que la superficie aerodinámica que se va a obtener tiene un borde puntiagudo, es obvio que el 
circulo que va a aplicarse debe pasar por uno de los puntos z — ±\,cn ios que el mapeo no es conforme 
En ia figura 369, el circulo mas grande que pasa por -I es transformado sobre el contomo de la 
superficie aerodinámica, y ei circulo trazado con linea discontinua (jque no es el circulo unitario!) lo es 
sobre el arco trazado con línea discontinua en el interior del perfil En el texto dado como referencia D 8 en 
el apéndice se analizan aún más detalles 




Figura 369. Superficie aerodinámica de Joukowski., 


Aquí termina el capítulo 16, aunque en el capítulo 17 se presentan algunas aplica¬ 
ciones adicionales de! mapeo conforme. 


Figura 368. Ejemplo 3. 


> Ni KOLA I JEGOROVICH JOUKOWSKI (1847-1921), matemático ruso 
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1. Considerar w = Jz „ Encontrar la trayectoria de! punto imagen w de un punto z que 
mueve dos veces alrededor del círculo unitario, partiendo de la posición inicia! z = 1 

2. Demostrar que la superficie de Riemann de w — : Jz consta de tres hojas y tiene un purit- 

de bifurcación de segundo orden en z — 0., Encontrar la trayectoria del punto imagen w.'f 
un punto z que se mueve tres veces alrededor del circulo unitario, partiendo de la posiciji __ 
inicial z = 1.. 0 

3. Hacer un esquema, semejante al de la figura 366, de la superficie de Riemann de w = 

4. Considerar las superficies de Riemann de w ~yj y w ~ 5 Jz de manera semejante a coifjS& 
se hizo en el problema 2, 

5. Determinar la trayectoria de la imagen de un punto z bajo el mapeó w — \n z, conformez|j| 

mueve varias veces alrededor del círculo unitario en sentido contrario al movimiento df' 
las manecillas del reloj. ) 

6 . Demostrar que la superficie de Riemann de w == ^/(z — l)(z - 2) tiene puntos de bifurea| 

ción en z = 1 y z = 2 y que consta de dos hojas que pueden cortarse a lo largo del segmento 
de recta quevade I a 2, uniéndose en forma cruzada., Sugerencia Introducir las coorder 
nadas polares z — 1 = r e ÍU , z — ~> ~ ** a ' u ' :í 
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7. Enco ntrar lo s puntos de bifurcación y el número de hojas de la superficie de Riemann 


S. Demostrar que la superficie de Riemann de w = /(| — z 2 )(4 — z 2 ) tiene cuatro puntos ram¿ 


y dos hojas que pueden unirse en forma cruzada a lo largo de los segmentos—2 <x<~\ 
I < x < 2 del eje x* 


1 I 
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Determinar la ubicación de los puntos rama y e! número de hojas de las superficies de Riemann ¿í 


de las siguientes funciones., 

9. i + Vz 
12. V3z + 4 
15. ln (z + 1) 

18. ln (4z - 30 


11. Vz - a 

14. 3 + 2z — VTz 


17. 3 + 


Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 16 


1. ¿Cómo se definió el ángulo de intersección de dos curvas orientadas, y qué significa el 
que un mapeo sea conforme? 

2. ¿En qué puntos un mapeo w =A~) mediante una función analítica no es conforme? Pro¬ 
porcionar ejemplos.. 

3. ¿Qué sucede a los ángulos en z 0 bajo un mapeo iv =J{z) si f(z u ) = Q,f\z a ) = 0 * 0? 

4. ¿Qué es una transformación fraccionaria lineal? ¿Por qué revisten gran interés práctico 
estos mapeos? 

5. .¿Por qué e's necesario que los coeficientes de una transformación fraccionaria lineal cum¬ 
plan ad— be & 0? 

6. ¿Qué es el plano complejo extendido y por qué aparece en este capitulo? 

7. ¿Qué es un punto fijo de un mapeo? Proporcionar ejemplos de mapeos mediante funcio¬ 
nes analíticas que no tengan puntos fijos, que tengan exactamente un punto fijo y que 
tengan una Infinidad de puntos fijos. 

8. ¿Qué es una superficie de Riemann y cuál es su utilidad? 






i ñ v-j) -I) ¿«I V ^ 0S) l~, 


¿?Jii 


9. ¿Cuántas hojas tiene la superficie de Riemann de iv = yi ? ¿En dónde está su punto de 
bifurcación? 

10. ¿Por qué reviste interés práctico el mapeo w = z + 1/z? ¿Cuántas hojas tiene la superficie 
de Riemann de la inversa de este mapeo? 


Encontrar y trazar las imágenes de las siguientes curvas o regiones bajo el mapeo w = u + iv ^ z 1 


11. y = -1,1 

14. xy = —4 

17. tt/8 < arg z g jr/4 


12. x = -1,1,2 
15. y í= x/2 
18. 0 < y < 2 


13. |z| = 2.5, | arg z| < tt/S 
16. Im z > 0 


19. \ < x < 1 


Encontrar y trazar las siguientes curvas o regiones bajo el mapeo w = 1/z. 


20. |z| < 1/2, y < 0 
23. |z - 1/2| = 1/2 


21. |arg z| < 71/8 

34. y — 1 


22. x < 0, y > 0, |z| < 1 


Encontrar todos los puntos en los cuales los siguientes mapeos w —J[z) fracasan en cuanto a ser 
conformes, en donde/fz) es igual a 


26. eos 7 rz 2 
29. exp (z 3 + z) 


27. 3z 5 + 5z 3 
30. z + 1/z (z # 0) 


28. cosh 2z 


31. sen z + eos z 


Encontrar la transformación fraccionaria lineal que mapea 

32. —1, 1, / sobre —1, 1,—i, respectivamente. 

33. 0, 1, 2 sobre 0, /, 2i, respectivamente. 

34. 0, /, ~ sobre 1, 1 + i. «■, respectivamente. 

35. 0, ■>=, —2 sobre 0, 1, respectivamente. 

36. 0, 1 sobre —2/, 0, 1 — /, respectivamente. 

37. /, l,=o sobre Si, 5, respectivamente, 

38. —1, 1,2 sobre 0, 2, 3/2, respectivamente. 

.39. 0, 1,-1 sobre 0, 1, respectivamente 
40. 0, i, 2i, sobre 0, 21, respectivamente. 


Encontrar una función analítica w = u + tv =J{z) que mapee 

41. la región 0 < arg z < n/ 3 sobre la región u < 1. 

42. el semlplano x > 0 sobre la región ir > 2 de modo que 0 tenga la imagen 2 + i. 

43. el semipiano derecho sobre el semiplano superior. 

44. el interior del círculo unitario |z| = 1 sobre el exterior del círculo |w + 1| = 5. 

45. la franja infinita 0 <y < it/3 sobre el semiplano superior v > 0. 

46. el semldisco |z| < 1, x > 0 sobre el exterior del circulo unitario |w| = 1. 

47. la reglón x > 0, y > 0, xy < k sobre la franja 0 < v < 1. 


Encontrar todos los puntos fijos de los mapeos w =J[z), en donde/íz) es Igual a 


49. (3z + 2)/(z - 1) 


50. (2 iz - 1 )/(z + 2í) 
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Resumen del capítulo 16 $p^¡|||j| 

Mapeo conforme 

„r.a .unción compleja w =J[>) constituye un mapeo (aplicación o transforma-(f;||lÉfÍ % 
ción) de su dominio de definición en el plano complejo z sobre su rango de | ftr.. o 
valores en el plano complejo w. Si J{z) es analítica, este mapeo es conforme; es r 
decir, preserva ángulos: las imágenes de dos curvas cualesquiera que se cortan 
forman el mismo ángulo de intersección, tanto en magnitud como en dirección 

que el formado por las curvas mismas (sección 16 , 1 ).. ’ 1 .!/Jf ‘ 

Para consultar las propiedades de mapeo de e-% eos z, sen z etc ver las ?|§{É í 
secciones 12,9 y 16.4. F 

Las transformaciones fraccionarias lineales, también denominadas/ram-- É llfi § 
formaciones de Móbius (ver las secciones 16.2, 1 6.3) mapean el Jl||§i| 




(1) ÜZ b . 

TT+~d (ad-bc^O) 

TI 

-í:¡ 

plano complejo extendido (sección 1 6.2) de manera conforme sobre sí mismo. 

Resuelven los problemas de transformar semiplanos sobre semiplanos o discos, 1 ^ I 

y discos sobre discos o semiplanos. Al prescribir las imágenes de tres punto 
determina (1) de manera única (sección I 6,3). t ? 

Las superficies de Riemann (sección 16.5) constan de varias hojas co¬ 
nectadas en ciertos puntos denominados puntos de rama. Sobre éstos, las re- LSlllt f 
laciones con valores múltiples se vuelven de un solo valor; es decir, se con- 1 

vierten en funciones en el sentido usual. Ejemplos. Para w =^se requieren ' 

dos hojas, ya que esta relación tiene dos valores. Para w = In z se requiere una 

infinidad de hojas, ya que esta relación tiene una infinidad de valores (ver la IPP 
sección 12.8). 


l’O C f C ■ C" ( ( í C ( ( 
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asisis complejo 


La ecuación de Laplace V-cp — 0 es una de las ecuaciones diferenciales parcia¬ 
les más importantes en las matemáticas aplicadas a la ingeniería, debido a que 
se presenta en relación con los campos gravitacionaíes (sección 8.9), campos 
elecmostáticos (sección 11.11), conducción del calor de estado estacionario (sec¬ 
ciones 9.8 y 11,5), dinámica de fluidos incompresibles, etc. La teoría acerca de 
las soluciones de esta ecuación se denomina teoría deí potencial, y las solucio¬ 
nes cuyas segundas derivadas parciales son continuas se denominan funciones 
armónicas. 

En el caso bidimensional”, cuando O depende sólo de dos coordenadas 
cartesianas x y y, la ecuación de Laplace se convierte en 


Se sabe que, entonces, sus soluciones están estrechamente relacionadas con las 
funciones analíticas complejas (ver la sección 1 2.5). 1 En este capítulo se consi¬ 
derarán con más detalle esta relación y sus consecuencias, y se explicarán en 
términos de problemas prácticos tomados de la electrostática (secciones 1 7 i y 
I 7.2), conducción del calor (Sección 17.3) e hidrodinámica (sección 1 7.4). En 
casi todos los casos lo anterior requiere la solución de un problema con valo- 
íes en la frontera denominado problema de Dirichíet (o primer problema 
cor, valores en la frontera') de ia ecuación de Laplace; es decir, encontrar la 
solución de la ecuación de Laplace en un dominio D dado asumiendo valores 


Fn el caso tridimensional no existe una relación tan próxima. 

Sobre la notación Se escribe c|) y después <I> + iH J ya que u + iv será necesario en el mapeo confórme 
a partir de la sección 17.2. 


363 


364 


ANÁLISIS COMPLEJO APLICADO A LA TEORÍA DEL POTENCIAL--' 

M 


dados sobre la frontera de D- Tal problema a menudo puede resolverse aplican-, 
do el método del mapeo conforme (sección 1 7.2); es decir, transformando D deLg 
manera conforme sobre un dominio más sencillo (disco, semiplano, etc.) para el „ 
que la solución sea conocida o sea posible obtenerla a partir de una fórmula,' 
como la fórmula de la integral de Poisson (sección I 7 5). Para problemas mix - : 

lo s con valores en la frontera la situación es semejante 

En la ultima sección (sección 1 7.6) se demostrará que diversas propieda¬ 
des generales de las funciones armónicas se concluyen a partir de resultados 
sobre funciones analíticas 

Prerrequisitos para este capítulo: Capítulos 12, 13 y 16. 

Bibliografía: Apéndice 1, parte D. 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 
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17.1 CAMPOS ELECTROSTÁTICOS 

La fuerza eléctrica de atracción o de repulsión entre partículas cargadas es regida por. 
la ley de Coulomb. Esta fuerza es el gradiente de una función O, denominada poten¬ 
cial electrostático. En todo punto en el que no existan cargas, O es una solución de la 
ecuación de Laplace 

V 2 4> = 0. 

i 

Las superficies <3> = constante se denominan superficies equipotenciales. En cada 
punto P, el gradiente de 43 es perpendicular a la superficie <J> = constante que pasa por Sj 
P\ es decir, la fuerza eléctrica tiene la dirección perpendicular a la superficie 
equipotencial. (Ver también las secciones 8.9 y 11.11.) 

Los problemas que se abordarán en todo este capítulo son bidimensionales (por 
la razón proporcionada en la introducción del capítulo); es decir, están relacionados 
con sistemas físicos que existen en el espacio tridimensional (¡por supuesto!), aunque 
son tales que el potencia! O es independiente de una de las coordenadas espaciales, de 
modo que <t> depende sólo de dos coordenadas, que se denominarán x y y. Así, la 
ecuación de Laplace se convierte en 


m 


m 


m. 


a) 


V a 43 


á 2 43 

dx 2 


a 2 43 

dy 2 




Las superficies equipotenciales aparecen ahora como líneas (curvas) equipotenciales 
en el plano xy. 

Ejemplo 1 Potencial entre placas paralelas. 

Encomiar el potencia! del campo entre dos placas conductoras paralelas que se extienden hasta el 
infinito (figura 370) y que se mantienen a los potenciales O. y d),, respectivamente 


Figura 370. Potencial de! ejemplo 1. 


Solución, Por la conformación de las placas se infiere que O depende sólo dex, y la ecuación de Laplace 
se convierte en O" = 0. Al integrar dos veces se obtiene O — ax + 6, en donde las constantes ay b están 
determinadas por los valores frontera dados de O sobre las placas., Por ejemplo, si las placas corresponden 
a x — — 1 y x ~ í, entonces la solución es 


<1>U) 


i(4> 2 ~ <&!>* + 2 (cI> 2 + 


Las superficies equipotenciales son planos paralelos. 


5 


Ejemplo 2 Potencial entre cilindros coaxiales. 

Encontrar el potencial <t> entre dos cilindros conductores coaxiales que se extienden hasta el infinito por 
ambos extremos (figura 371) y se mantienen a los potenciales O, y & 2 , respectivamente 


Solución, Por razones de simetría, en este caso O depende sólo de r ~ Jx 2 + y 2 , y la ecuación de Laplace 
se convierte en 


r<t>" + $>' =0 


Al separar las variables e integrar se obtiene 
1 


<P' 


ln d> — -In r + a , 


(ver (4) en la sección 11.9). 


1 ln r + b 


y a y b están determinadas por los valores dados de sobre ios cilindros Aunque no existen conductores que 
se extienden hasta el infinito, el campo de este conductor idealizado es una aproximación del que corresponde 
a un largo conductor finito, en aquella parle que está alejada de los extremos de ios dos cilindros, Í 
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Figura 371. Potencia! dei ejemplo 2. 
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ANÁLISIS COMPLEJO APLICADO A LA TEORÍA DEL POTENCIA 


Ejemplo 3 Potencial en una región angular. 

Encontrar el potencial <t> entre las placas conductoras de la figura 372, que se mantienen a los potenciales cj, 
placa inTenor) y O, y que forman un ángulo ot, en donde 0 < o £ K (En la figura se tiene que a= ¡20" =; 

Solución, e = Arg z(x=x+¡y* 0) es constante sobre los rayos 0 = constante, y es armónica porque , 

narte imaginaria de un* fiinríÁn t ,, - »-> «t n,..._ . ... vfefe 

...*-■“ “ »x..by. roí utiuu, la suiucion es ■ 

y) = a + b Arg z 


en donde ay b están determinadas a partir de ias dos condiciones en la frontera (dados los valores sohil© 
las placas) - ^ 

a + b(-ia) = cjtj, a + ¿(¿a) = <P 2 . 

Asi, a = (0 2 + dJ,)/!, b = (U> 2 — La respuesta es 


<!>(*, y) m. 1 (< 1 ) 2 + cPj) + i (( „ 2 _ <t>i)0i 


0 — are tan : 



Figura 372. Potencial del ejemplo 3, 


Potencial complejo 

Sean «>(*, y) armónica sobre algún dominio D y V(x, y) una conjugada armónica de fe© 
( l> en D (sección 1 2 5) Entonces 2 i/J/V 

•Á(l) = <]•( t, y) + ( '!'{.y, y) fefe 

es una función analítica de z = .v + iy Esta función Fse denomina potencial complejo - 
correspondiente al potencial real cp Recuérdese por la sección 1 2.5 que para O dado, fefefe 
una conjugada T es determinada de manera única excepto por una constante real TÍfe 
aditiva Por tanto, es posible decir el potencial complejo sin provocar malentendidos, fe§i 
El empleo de F nene dos ventajas: una técnica y otra física. Técnicamente y en fefe 
relación con los métodos del análisis complejo, F es más fácil de manipular que las 
panes reales o imaginarias. Físicamente, H' tiene sentido Por conformidad, las curvas fef 


! S . C CSCr ' be F= ° + IH ’- «servando/- u + ¡v para el mapeo conforme, según se requiere a partir de la 
siguiente sección. K 


!§| @ @ @ @ © © © © © © <© © © © @ © @ © (fe © (vi 0 0, 01 0; 01 0 

BfgAMPOS ELECTROSTÁTICOS 367 

M - constante se intersecan con las líneas equipotenciales <t> = constante formando 
ángulos rectos [excepto en donde F'(z) = 0], Así, tienen la dirección de la fuerza 
eléctrica y, por consiguiente, se denominan líneas de fuerza. Constituyen las trayec¬ 
torias de partículas cargadas en movimiento (electrones en un microscopio electrón)- 
co, etc.;. 

Ejemplo 4 Potencial complejo. 

En el ejemplo 1, una conjugada es T = ay Se concluye que el potencial complejo es 
F(z) = az + b = ax + b + iay, 

y las lincas de fuerza son rectas y — constante paralelas al eje x. g 

Ejemplo 5 Potencial complejo. 

En el ejemplo 2 se tiene T> = a In r + * = a !n |z| + b. Una conjugada es T = a Arg r Portante, el potencial 
complejo es 

F{z) = a Ln z + b 

y las líneas de fuerza son rectas que pasan por el origen., F(z) también puede interpretarse como el poten¬ 
cial complejo de una recta fuente cuya traza en el plano xy es el origen. gj 

Ejemplo 6 Potencial complejo. 

En el ejemplo 3, F{z) se obtuvo al observar que / Ln z = / ln ¡z| - Arg z, multiplicar ésto por —b y sumar a: 

F(z) - a - ib Uzsd + 6 Arg z - ib ln |z|., 

A partir de lo anterior se observa que las lineas de fuerza son circunferencias concéntricas ¡z| = constante § 

Superposición 

Por superposición, a menudo es posible obtener potenciales más complicados. 

Ejemplo 7 Potencial de un par de rectas fuente. 

Determinar el potencial de un par de rectas fuente con cargas opuestas de la misma intensidad en los 
puntos z = c y : - -c sobre ei eje real 

Solución, Por ios ejemplos 2 y 5 se concluye que e! potencial de cada una de las rectas fíjente es 

*1 = K ln jz - c| y <I> 2 = - K ln )z + cj, 

respectivamente Aquí la constante real K mide la intensidad (cantidad de carga) Estas son las partes 
reales de ios potenciales complejos 

Fj(z) = K Ln (z - cj y F 2 (z) = -/(ln (z + cj. 

Por tanto, el potencial complejo de la combinación de las dos rectas fuente es 


( 2 ) 


F(z) = F 3 (z) + F 2 (z) = ATjLn (z - c) - Ln (z + cj].. 






ANÁLISIS COMPLEJO APLICADO A LA TEOFUA DEL POTENtíf 


Las lineas equipolenciales son las curvas 


<i> = Re FU) - K In 


por tanto. 


las cuales son circuios, lo cual puede demostrar el estudiante por calculo directo. Las lineas de fuerza.só^ 

'K = Im FU) = /C[Arg U ~ c) - Arg iz + c)] = consi . |j| 

Lo anterior se escribe en forma abreviada (Figura 373) como 

= K(9 1 - 8,¿) = consi.. H! 

Ahora bien, 0, - 0, es ei ángulo entre los segmentos de recta que van desde z hasta cy-c (Figura 373), Alió¬ 
las líneas de fuerza son las curvas a lo largo de las cuales e! segmento de recta í-cíxác aparece baj$¿ 
un ángulo constante.. Estas curvas constituyen la totalidad de arcos circulares sobre 5, lo cual es bier|| 
conocido por geometría elemental Así, las lineas de fuerza son circuios En la Figura 374 se muestran^! 
unas cuantas, junto con algunas líneas equipotenciales. 

Además de la interpretación como el potencial de dos rectas fuente, este potencial también pue$| 
concebirse como el potencial entre dos cilindros circulares cuyos ejes son paralelos pero no coinciden;^ 
como el potencial entre dos cilindros iguales pero ajenos, o como ei potencial entre un cilindro y Una: 
pared plana, Explicar lo anterior usando la figura 374 

La idea de potencial complejo según acaba de explicarse es crucial en cuanto a í|' 
estrecha relación que existe entre la teoría del potencial y el análisis complejo, qu| 
también ocurie en flujo térmico y en dinámica de fluidos. § 



-C C i ; 

Figura 373. Argumentos del ejemplo 7. Figura 374. Líneas equipotenciales y 

líneas de fuerza (con trazo discontinuo) |!fp| 
del ejemplo 7. 4|lÉ8' 


Problemas de la sección 17,1 

slSft pi 

1. Encontrar y trazar las superficies equipotenciales entre dos placas paralelas en x = -3 Y — 

.r = 3, que se mantienen a los potenciales de 140 y 260 volts, respectivamente. _ 

2. Encontrar el potencial complejo en el problema 1 ípÍftí.i Ir 

3. Encontrar y trazar las superficies equipolenciales entre dos placas paralelas en y = 0 y y « ,%0¡¡ & 

d. las cuales se mantienen a ios potenciales Dj = 20 kV (= 20 000 volts) y U 2 — 0. raspee- ¡áSjS' s|[ 
tivamente , ( _ 

4. Encontrar el potencial O y el potencial complejo F entre las placas y = x y y = x + k que se j 

mantienen a los potenciales de 0 y 100 volts, respectivamente. . J 

5. Encontrar el potencial en e! primer cuadrante del plano ay entre los ejes (que tienen pon n 1 

cial de I 10 volts) y la hipérbola ay = 1 (cuyo potencial es de 60 volts). |ííBR & 


i n ::: ) : i 


■) ) ■■■) ' i) - : ) 


j ¡ j, 




y ¿l'sO DEL MAPEO CONFORME 


Encontrar el potencial <J> entre dos cilindros coaxiales infinitos de radios r y r 2 (> rj) que tiene 
potenciales U t y U 2 , respectivamente, en donde 


6 . fj = 1, r 2 = 10, V j = 100 volts, U 2 = 

7. r 2 = 0.5, r 2 = 2, l/, = - 110 volts, U 2 

8 . r, = 2, r 2 = 8, U 2 = 1 kV, U 2 = 2 kV 

9. rj = 1, r 2 = 4, U 1 = 200 volts, U 2 = C 
10. r. = 0.1, r, = 10, U. = 50 volts, U 2 = 


1000 volts 
= 110 volts 


Encontrar las lineas equipotenciales del potencial complejo F{z) y mostrar gráficamente tales 
lineas, en donde 


11. F{z) = (1 + 2 i)i 
14. FU) = (1 + i)/z 


12. FU) = -iz 
15. FU) = 1/z 


13. FU) = z z 
16. F(z) = i Ln z 


17. Encontrar el potencial de dos rectas fuente en z = a y z = - a , que tienen la misma carga. 

18. Cerca de cada una de las dos rectas fuente en la figura 374, los círculos <t> = constante son 
casi concéntricos. ¿Es comprensible físicamente este hecho? 

19. Comprobar que las lineas equipotenciales en el ejemplo 7 son círculos, 

20. Demostrar que F(z) = eos" 1 z puede interpretarse como ei potencial complejo de las con¬ 
figuraciones en las figuras 375 y 376. 


Figura 375. Ranura. 


Figura 376. Otras aberturas. 


USO DEL MAPEO CONFORME 


Como acaba de verse, los potenciales complejos relacionan estrechamente la teoría 
del potencial con el análisis complejo. Otra relación estrecha resulta a partir del uso 
del mapeo conforme en la resolución de problemas con valores en la frontera de la 
ecuación de Laplace; es decir, para encontrar una solución de la ecuación en algún 
dominio asumiendo valores dados sobre la frontera (“problema de Dirichlet”; ver 
también la sección 11.5). Luego, el mapeo conforme se usa para transformar un domi¬ 
nio complicado dado sobre uno más simple, en donde la solución sea conocida o sea 
posible encontrarla más fácilmente. Después, esta solución es mapeada de vuelta ai 
dominio dado A continuación se proporciona la idea. La razón por la cual funciona 
se debe al hecho de que las funciones armónicas siguen siendo armónicas bajo el 
mapeo conforme: 


? ) ! U. u A o 
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ANÁLISIS COMPLEJO APLICADO A LA TEORÍA DEL POTENClA¡j 


Teorema 1 (Funciones armónicas bajo mapeo conforme) 

Si O *(V, v) es armónica en un dominio D* en el plano \v. y si una función analítica w: 

~ u + iv = J{z) mapea un dominio D en el plano z de manera conforme sobre D* 
entonces -v ®'íí! Si ■ 


<l>(x, y) = y), ü(x, y)) 


es armónica en D . 


Demostración. La composición de funciones analíticas es analítica, como se conclu- 
ye por la regla de la cadena. Asi, al tomar una conjugada armónica 3 v) de O* y- 

formar la función analítica F*(\v) = v) + / v J > *(z/, v), se concluye que F(z) — 

F r (A z )) es analítica en D y que su parte real, <\>(x,y) = Re F{z) es armónica en D. fMiíTft 1 . 

Ejemplo 1 Potencial entre cilindros no coaxiales, 

Encontrar el potencial entre los cilindros C,:| r| = j (conectado a tierra; es decir, cuyo potencial es U y - 
y C r \z - 2/51 = 2/5 (cuyo potencial es U = 110 volts) Jr.VííHj 

Solución. El disco unitario ¡z| = I se mapea sobre el disco unitario |uj = 1 de modo que C 2 se iransforma 
sobre algún cilindro C*: |«'| = r u Por (ó) de la sección 163, una transformación fraccionaria lineal que yjivilyf 
mapea el disco unitario sobre el disco unitario es 


ert donde b ~ z 0 se ha elegido sin ninguna restricción z 0 no es de ayuda inmediata en este caso porque, en 
general, los centros de los círculos no se mapenn sobre los centros de las imágenes.. Sin embargo, ahora se 
tienen dos constantes libres, b y r Q , por lo que se tendrá éxito al imponer dos condiciones razonables; a 
saber, que 0 y 4/5 (figura 377) deben mapearsc sobre r (i y —r {¡ , respectivamente.. Por (2), así se obtiene 


una ecuación cuadrática en r 0 con soluciones 2 (que no es aceptable porque r (i < I) y l/2„ Por tanto, ia 
función de transformación (2) con b “ i/2 se convierte en 



l¡2 - 110 V 



plano z (b) piano w 

Figura 377 Ejemplo 1. 

Ver Ja sección 12 5 Se menciona sin demostrar que si D‘ es simplemente conexo (sección 13.3), 
entonces existe una conjugada armónica de d>\, En el apéndice 4 se proporciona otra demostración sin 
usar una conjugada armónica 


C ( C f tfC ( r r-c i ( ( r c c ¡ 


G G' C G : o 0 © 


SO DEL MAPEO CONFORME 


Por el ejemplo 5 de la sección 17 1, al escribir w ñor , se „i 

partir de éste el potencial real P ' b Potencial complejo en el plano w y a 

'P‘(íí. U ) = Re iv) - a In |iv| + k 

rr y A-se determinan a nanlrde las condicm'.»s c- . . _. 

t ~ o c, i i — i n . IU 11 ti. o i | w) i, entonces 0 * — q In i ■+■ = O Dor 


= F *UU)) = u Ln • 


El potencial real es 


<Hx, y) = Re FU) = a ln 


o ~ - 158. 7 


¿Esposiblc "ver" este resultado? Bien: 0(x, y) - constante si y sólo si (2* - I )/(z - 2) = comlome- es decir 
M consta,1/e por (5) Estos circuios corresponden a círculos en el plano z, como se concluye a partir del 
teorem I en . sección .62, junto con ci hecho de que la invcjde uni ,ran “ac ó" rrL^To^ 
hneal es fraccionaria lineal [ver (5), sección I 6 2] De manera semejante para los rayos arg w - conLZe 
Por tamo as lineas equipotenciales .y) - constante son círculos, y las lineas de fuerza son arcos 
circulares (las lineas discontinuas en la figura 377) Estas dos familias de curvas se cortan ortogonalmente; 
es decir, formando ángulos rectos, como se muestra én la figura 377 g 

Ejemplo 2 Potencial entre dos placas semicirculares., 

-300o7^ P °T Íal enlre d0S Placas S ' ?micircuiart:s P < y G ™ la «Sun, 378a, cuyos potenciales son 
3000 y 3000 volts, respectivamente. Usar el ejemplo 3 en la sección 17.1 y mapeo conforme 

SoluatUu Propaso. El disco unitario de la figura 378a se mapea sobre la mitad derecha del plano w 
(Iigura 37S/>) usando la transformación fraccionaria lineal del ejemplo 3, sección 1 6.3: 


La frontera |z| - I se mapea sobre la frontera u = 0 (el eje v), con z = -I, i, ] quc sc transforma sobre v. 

sobre°°h r mhnd l ' VamCnle ’t y . Z “I”" P ° r lam0 ’ d scmicircul ° superior de ¡zj - I es mapeado 

sobre la mitad superior del eje v. y el semicírculo inferior es mapeado sobre la mitad inferior del mismo 

eje, dt modo que las condictones en la frontera en el plano »• son como sc indica en la figura 378 b 

ZZfTlTrf d CnT'f 0t{U ' V) en Cl SCmiplan0 dcrech ° del plano El ejemplo 3 en la 

sección I 7 I con ~ - rt. £7, = -3000 y U 2 = 3000 [con rp*(u. v) en vez de <P(.r, y)J produce 

. 6000 

<P*\U, O) = --— ¡n , 

' jj. <p = are tan - , 


3 kV 


ip j • :j_i ■ -Gfj 7 

GGjfffGPk -3 kV 



(a) plano z 


(b) plano cu 


Figura 378 Ejemplo 2, 






ANÁLISIS COMPLEJO APLICADO A LA TEORÍA DEL POTENCi||¡ 

Sobre la mitad positiva del eje imaginario (<p= 71/2), lo anterior es igual a 3000 y sobre la mitad negadyj^: 
es igual a -3000, como debe ser. <t>* es la parte real del potencial complejo 

6000 i , 

F*(w) =--— Ln w„ 

Tercer paso-, L.a función de transformación se sustituye en F* a fin de obtener el potencial complejo 
de la figura 378a en la forma 


FU) = F*{f(z)) 


6000 . 1 + Z 

- Ln -- . 

n i - z 


La parte real de la expresión anterior es el potencial que se desea determinar: 


Asi como en el ejemplo 1, aquí también se concluye que las lincas equipotenciales - constante 

arcos circulares porque corresponden a Arg [(1 + ¿)/( 1 — ^)] = constante , y por tanto a Axg w — constanie^ét^^.. |; 
También. Arg = constante son rayos que van dcOa», las imágenes de z = — I y z — 1, respectivament_cW.j|||*M $ 
Así, los extremos de todas las lincas equipotenciales son —1 y 1 (los puntos en que salta el p o t ene i a ( [íí%|^fc^¡ | 
frontera; ver la figura 378a). Las líneas de fuerza son arcos circulares, también, y como deben ser ortogonale^|^|^: | 
a las lineas equipotenciales, entonces sus centros pueden obtenerse como las intersecciones de ta n gente|í'^|^||i i 
a! circulo unitario con el cjex. (¡Explicar este hecho!).. ; 

Comentario fundamental. En esta sección, los ejemplos se plantearon en ternvnos 

del potencial electrostático. Es de suma importancia darse cuenta que este i 

fortuito. Pudo ser posible igualmente haber planteado todo en términos de flujo 

co (independiente del tiempo); en este caso se hubiera trabajado con temperaturas, f 

vez de voltajes, las lineas equipotenciales se hubieran convertido en isote ■ 

líneas de temperatura constante), y las líneas de fuerza eléctrica se hubieran conve 

do en líneas a lo largo de las cuales el calor fluye de temperaturas altas a tempi 

bajas (más sobre ésto se dirá en la siguiente sección). También hubiera sido posible -j (4 ^ 

hablar sobre flujo de fluidos; en ese caso las lineas equipotenciales electrostáticas se , 

hubieran convertido en líneas de flujo (más sobre ésto se dirá en la sección 1 ¡ 

que se observa de nuevo aquí es ei poder unificador de las matemáticas: diferer 

fenómenos y sistemas de diversas áreas de la física que comparten los mismos tipos|j|j|||í ( 

de modelo pueden tratarse mediante los mismos métodos matemáticos. ó , : 

Problemas de la sección 17,2 'Slfc; 


1. Comprobar el teorema 1 para í>*(t¡, v) = a 1 - v 2 y w —J{z) — tr , ¡Ry 

2. Escribir las fórmulas en la segunda demostración del teorema 1 (que se proporciona en el 
apéndice 4) y realice en detalle todos los pasos 

3. Encontrar el potencial en la reglón R en el primer cuadrante del plano z, acotada por los 
ejes (con potencial 0) y la hipérbola^ = Mx (con potencial U 2 ) de dos formas: (i)diiecl 
mente y (i¡) transformando R sobre una franja infinita Idónea 

4. Comprobar los pasos en la obtención de (3) a partir de (2). .¡lílÉ’ 

5. Aplicar un mapeo conforme idóneo para obtener a partir de la figura 378 b el potencial 
en la región angular — rc/d < Arg z < Jt/4, <t> = -3 kV cuando Arg z — — n/4 y tp = j kV 
cuando Arg z = rt/4. 

6. Demostrar que en el ejemplo 2 el eje y es mapeado sobre el círculo unitario en el plano »’ ¡’w( 

7. En z — ±1 en la figura 378a, las tangentes a las lineas equipotenciales mostradas fomn 
ángulos iguales (jt/6). ¿Por qué? 


9 9, 9 9 




j. ;) 9 


(PROBLEMAS de calor 


8. En el ejemplo 2, hagaz = Z (Z = X+ i Y) y demostrar que el potencial resultante 0( AL Y) 
= Re F(Z) es ei potencial en la porción del disco unitario \Z\ < 1 en el primer cuadrante 
que tiene los valores frontera 0 sobre los ejes y 3 sobre \Z\ = L, 

9. Encontrar la transformación fraccionaria lineal z — g{Z) que mapea |Z| < 1 sobre |z| < 1 
con Z — i/2 mapeado sobre z - 0, Demostrar que Z, = (3 + 4/)/5 es mapeado sobre z = — 1, 
y Z 2 = (—3 + 4 i)/5 lo es sobre z =—1, de modo que las lineas equipotenciales del ejemplo 2 
aparecen en |Z| < I como se muestra en la figura 379. 

10. ¿Por qué las líneas equipotenciales en el problema 9 son círculos? 



. y 

-3 kV 

^2 - 

— 

/ív 1 

ryy\ 

1 \ 

i / \ 


i X 


3 kV 

Figura 379. 

Problema 9. 


17.3 PROBLEMAS DE CALOR 

La ecuación de Lapiace también rige ios problemas de flujo térmico que son estacio¬ 
narios; es decir, independientes del tiempo. En efecto, la conducción del calor en un 
cuerpo de material homogéneo es representada por la ecuación del calor 

T t = c 2 V 2 T 

en donde la función Te s la temperatura, F = 3773/, / es el tiempo, y c 2 es una constante 
positiva (que depende del material del cuerpo). Por tanto, si un problema es estacio¬ 
narlo , de modo que T = 0, y bidimensional, entonces la ecuación del calor se reduce 
a la ecuación de Lapiace en dos dimensiones 

(U = T xx + T yy = 0, 

de modo que el problema puede tratarse con los métodos actuales. 

T(x,y ), denominada potencial del calor, es la parte real del potencial complejo 
del calor 

fu) = tu. y) + ívu. y)- 


Las curvas T(x,y) = constante se denominan isotermas (= líneas de temperatura cons¬ 
tante), y las curvas M J (x, y) = constante , líneas de flujo térmico, porque el calor fluye 
a lo largo de ellas de temperaturas altas a temperaturas bajas. 

Se concluye que todos los ejemplos considerados hasta el momento (secciones 
17.1 y I 7.2) pueden reinterpretarse ahora como problemas de flujo térmico. Las li- 
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~ s^uuuu en electrostática, o que quizá carezcartWSSIi 
de interés práctico en este texto. Los ejemplos 3 y 4 que se proporcionan a continus-Í8®§S’ 
ción ¡lustran lo anterior. ' .'GG 

Para tener un problema estacionario, la frontera del dominio del flujo térmico l " fl ía 
debe mantenerse físicamente a temperatura constante, ya sea por calentamiento o por - ■» . 
enfriamiento. F h~Y'' J 

Ejemplo 1 Temperatura entre placas paralelas. 

Encontrar la temperatura entre las dos placas paralelas x = 0 y x - d que se muestran en la figura 380 y'GstílN- 
cuyas temperaturas son 0 y I 00'C, respectivamente ÍÉSIffi 

frnmf^A-°n 10 ^ '? ¡n??'?" ’ 7 ’’ lambién se conclu y c que 7(x, y) = ex + * Por las condiciones en la ViG? 
frontera, ¿ = 0yo« 100 Id. La respuesta es 

ÉIS1S 


, 100 
T(.V, y) x [-CJ. 

d 




El potencial complejo correspondiente es F(z) = (1 00 td)z. El calor (luye horizontalmen.e, en la dirección 
x negativa, a i o largo de los lineas y = constante « 

Ejemplo 2 Distribución de temperatura entre un alambre y un cilindro,. 

Encontrar el campo de temperatura alrededor de un largo alambre delgado de radio r, = I mm que e S 
cu untado eléctricamente hasta 7j - 500"F y está rodeado por un cilindro circular de radio r, = I00 , ! 

que se mam,ene a la temperatura T t = 60»F mediante enfriamiento por aire Ver la figura 381 «££ 

üotuaón. Por razones de simetría, T depende sólo de r Asi. como en la sección 17.1 (ejemplo 2), se tiene que ''||S 

T(x, y) = a | n r + b 

Las condiciones en la frontera son 

7j = 500 = a In I + b, r 2 = 60 = a In 100 + b. 

Por tanto, * = 500 (ya que In 1 *= 0) y o = (60 - ¿yin I 00 = -95 54 L.a respuesta es 
TU, y) = 500 - 95 .54 In r PF] 

Las Isotermas son circuios concéntricos El calor Huye desde el alambre radialmenle hacia fuera en 

nireeninn nnl nhnHm 1 












dirección del cilindro 

I y 




Figura 380. Ejemplo 1. 


Figura 381. Ejemplo 2. 
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Figura 382. Ejemplo 3. 

Ejemplo 3 Un problema mixto con valores en la frontera. 

Encontrar ¡a distribución de temperatura en la región de la figura 38.2 (sección transversal de un cilindro 
sólido), en donde la porción vertical de la frontera está a 20 U C, la porción horizontal está a 50°C y la 
porción circular está aislada, 

Solución . La porción aislada de la frontera debe ser una línea de flujo térmico ya que, debido al aislamiento, 
el calor no puede cruzarla! curva, por lo que debe fluir a lo largo de ésta.. Asi. las isotermas deben llegar a esta 
curva formando ángulos rectos. Como T es constante a lo largo de las isotermas, ésto significa que 


( 2 ) 


dT 


= 0 


a lo largo de una porción aislada de la frontera. 


en donde dT/dn es la derivada normal de T\ es decir, la derivada dircccional (sección 8 9) de T en la 
dirección normal a la frontera aislada (es decir, !a dirección perpendicular a esta frontera). Este proble¬ 
ma, en el que T está prescrita sobre una porción de la frontera y dT/dn lo está sobre la otra porción, se 
denomina problema mixto con valores en la frontera. 

En este caso, la dirección normal a la curva circular fronteriza aislada es la dirección radial hacia el 
origen Por tanto, (2) se vuelve dTldr~ 0, lo que significa que a lo largo de esta curva !a solución no debe 
depender de r Entonces, Argz = 0 satisface (1), así como esta condición, y es constante (0 y ti/?.) sobre las 
porciones rectas de la frontera Por tanto, la solución es de la forma 

T(.x, y) — aO + b, 

Las condiciones en la frontera producen a{rü2) + ó = 20 y a 0 + ó = 50. Así, se obtiene 

7(x, y) = 50 — — 0, 8 = are tan — 

tt x 

Las isotermas son porciones de los rayos 6 ~ constante. El calor fluye dei eje x al eje y a lo largo de 
circuios r — constante (con trazo discontinuo en la figura 382) i 

Ejemplo 4 Otro problema de conducción del calor mixto con valores en la frontera. 

Encontrar el campo de temperatura en el semiplano superior cuando e! eje x está a T — 0°C para x < — 1, 
aislado para-I<,r<lya7*= 20°C para x > 1 (figura 383a) 

Solución. El semiplano de la figura 383a se mapea sobre la franja vertical de la figura 383¿>, se encuentra 
la temperatura T*(u, y) ahí y se mapea de vuelta a fin de obtener la temperatura T(x t y) en el semiplano.. 
L.a idea de usar esta franja es sugerida por la figura 360 en la sección 16.4 con los roles de z — x +• iy y w 
~ u + iv intercambiados, lo cual muestra que z ~ sen w mapea la franja actual sobre el semiplano de la 
figura 383a Por tanto, la función inversa 

w - f(z) - sen -1 z 

mapea ese semiplano sobre la franja en el plano w.. Esta es la función de trasformación necesaria según el 
teorema 1 de la sección 17 2. 
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Figura 383. Ejemplo 4., 


v 


Aislada 
(b) piano tú 


u < tzI2 en el eje 
. v > 0, de la franja/r^vS^ 
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E! segmento aislado -1 < x < 1 en el eje x es mapeado sobre el segmento — n/2 < 

El resto del eje x es mapeado sobre las dos porciones frontera verticales u-~ nJ2 y tú 2. y - u.uliu 
C on lo anterior se obtienen las condiciones en la frontera transformadas en la figura 3836 para T*{u t v). 
donde sobre la frontera horizontal aislada se tiene que d'Hfdn = c?7*/¿H> 
normal a ese segmento 

De manera semejante al ejemplo 1 se obtiene 

7 *(</. o) = 10 + —— u 

que satisface todas las condiciones en la frontera Esta es la parte real del potencial complejo 7* (ir) = 
+ (20/x)w Por tanto, el potencial complejo en el plano z es 


41 

m 


m 

j-r'P 


F(z) = A*(/(z)) = 10 + 


20 


WM 

,1S|§f 

y la solución es T(x,y) - Re F(z) L.as isotermas son u = constante en la franja y las hipérbolas en el planu;^^£feí 
z, perpendiculares a las cuales el calor fluye a lo largo de las elipses trazadas con linca discontinua desdé 
la porción de 20" hasta la porción más fría de 0" de la frontera, lo cual es un resultado físico bastantcjj^üíg 
razonable 


Jj§ 

K'V/v : 
11 


Los ejemplos anteriores han demostrado la utilidad de los mapeos conformes y 
de los potenciales complejos Estos últimos también desempeñan un rol en la siguien 
te sección, que trata sobre dinámica de fluidos. 


■M0 
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Problemas de la sección 17.3 

3. 




2 . 


3. 


Encontrar la temperatura entre dos placas paralelas y = 0 y y — d que se mantienen a las 
temperaturas 0 y 100°C, respectivamente., (i) Proceder directamente, y (i i) aplicar el ejem- |¡|||g> 
pío 1 y un mapeo idóneo., 

Encontrar la temperatura y el potencial complejo en una placa infinita con aristas y— A ~ 

.2 y y « x + 2, que se mantienen a —10°C y 20°C, respectivamente. 

Encontrar la temperatura en la figura 382 si T — —20°C sobre el eje y, T — 100°C sobre el 
eje x, y la porción circular de la frontera está aislada como antes., 

4. Encontrar la temperatura T en el sector 0 < Arg z < k/3, \z\ < 1, si T — 20°C sobre el eje ,x, 

T= 50°C sobre y = J~3x, y la porción curva está aislada.. 

5. Encontrar la temperatura y el potencial complejo en el primer cuadrante del plano z cuan¬ 
do el eje y se mantiene a 100°C, el segmento 0 <x < 1 de! eje x está aislado, y la porción 
x > 1 del eje a- se mantiene a 200°C. Sugerencia- Usar el ejemplo 4., 
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y, Q/Sífhi y. 
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t* = r, 


r= Tq 
0 1 


7=0 


Figura 384. Problema 7, 


Figura 385. Problema 9. Figura 386, 


7=0 * 

Problema 13. 


8 . 

9. 

10. 

11 . 

12 . 

13. 


Interpretar el problema 9 de los problemas de la sección 1 7.2 como un problema de flujo 
térmico (con temperaturas en la frontera, por ejemplo, de 20°C y 300°C), ¿A lo largo de 
qué curvas fluye el calor? 

Encontrar la temperatura en e! semiplano superior de la figura 384 que satisface las con¬ 
diciones en la frontera dadas. 

Encontrar e! potencial complejo en el problema 7. 

Encontrar la temperatura T* en el semiplano superior sujeto a las condiciones en la fron¬ 
tera que se muestran en la figura 385. 

Encontrar el potencial complejo en el problema 9. 

Por superposición, a partir del problema 7 obtener el resultado del problema 9. 

¿Qué temperatura se obtiene en el primer cuadrante de! plano z a partir del problema 7 
mediante el mapeo w = a + z 2 , y cuáles son las condiciones en la frontera transformadas? 
Usar el problema 9 y el mapeo w = cosh z (ver el ejemplo 4 en la sección 16.4), para 
demostrar que la temperatura en i a franja infinita de la figura 386 es 


T(x, y) 


T n 


Arg 


cosh z ~ 1 
cosh z + 1 


27 n 


(tai 


Arg ^tanh 


14. 


Por cálculo directo demostrar que en el problema 13 (Im tanh l/2z)/(Re tanh l/2z) = 
v)/(senh x) y que T(x,y) = (2T ( /k) are tan [(sen v)/(senh x)]. 


Encontrar la temperatura T(x,y) en la delgada placa metálica dada, cuyas caras están aisladas y 
cuyas aristas se mantienen a las temperaturas que se muestran en la figura. 
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Aislada 



17. 


19. 
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17.4 

FLUJO BIDIMENSIONAL DE FLUIDOS 

La ecuación de Laplace también desempeña un papel fundamental en hidrodin; 
en el flujo estacionario de un fluido no viscoso bajo condiciones físicas que seráfe 
abordadas después en esta sección. A fin de mantener el contacto con el análisis corrfe 
piejo el problema será bidímensional , de modo que el vector velocidad V mediante él® 
cual es posible obtener el movimiento al fluido dependa sólo de dos variables espa-fe 
cíales xy y y el movimiento sea el mismo en todos los planos paralelos al plano xy. V 
Así, para V es posible usar una función vectorial compleja 'Sí 

U) v = v i + iv 2 ]¡ 

con la que se obtienen la magnitud y la dirección de la velocidad en cada punto z = x-.'\ 
+ iy . Aquí, i | y F 2 son las componentes de la velocidad en las direcciones x y yy V es'P 
tangencial a la trayectoria de las partículas en movimiento. V se denomina línea dfel 
corriente del movimiento (figura 387). fej 

A continuación se demostrará que en condiciones idóneas (que se explicarán en 
detalle a continuación de los ejemplos), para un flujo dado existe una función ana 

(2) fez) = $(x, y) + Dfer, y), 

denominada potencial complejo del flujo, de modo que las líneas de corriente i 
definidas por v F(x, y) — constante , y la velocidad está dada por 

(.3) v = V 1 + iV 2 = fefe) 

en donde la barra denota el conjugado complejo. V se denomina función de corrí, n 
te. La función 0 se denomina potencial de velocidad.' 1 Las curvas <Z>(x, y) = constan¬ 
te se denominan lineas equipotenciales. V es el gradiente de O y, por definición, 
ésto significa que ’ fe 




En efecto, por (4) de la sección 1 2.5 y por la segunda ecuación de Cauchy-Riemann 
con/= F,u = O, v = l F se obtiene 

F'U) = efe - Dife. = efe + / efe = fe + /fe = y. 



Figura 387. Velocidad. 


1 Algunos autores usan - O (en vez de <1>) para denotar el potencial de velocidad 


fe' © © fe 1 fe' Cfe fe' O fe' fe: fe ' (fe fe. fe- fe: fe- (" fe' fe' fe' fe' fei, fe! fe' fe) (fe © (fe 


;UJO BIDIMENSIONAL DE FLUIDOS 37g 

Además, como F(z) es analítica, entonces O y Y satisfacen la ecuación de Laplace 


d z <s> a 2 í> 

dx 2 dy z 


d 2 W 

n,-2 + feFT 

<jj 


M'entras que en electrostática las fronteras (placas conductoras) son líneas 
equipotenciales, en flujo de fluidos una frontera a través de la cual el fluido no puede 
circular debe ser una linea de comente. Por tanto, en flujo de fluidos la función de 
comente es de especial importancia. 

Antes de analizar las condiciones para la validez de las proposiciones que impli- 
can las expresiones (2) a (5), a continuación se considerarán dos tipos de flujo que 
revisten un interés especial, de modo que primero se verá qué sucede desde un punto 
de vista práctico. En los problemas de esta sección se presentan otros tipos de flujo. 

Ejemplo 1 Flujo siguiendo una esquina. 

El potencial complejo 

FU) = z 2 = x 2 - y 2 + 2¡xy 
describe un flujo cuyas líneas equipolenciales son las hipérbolas 

<)> = x 2 - y 2 = consí 


y cuyas lineas de corriente son las hipérbolas 


T = 2xy = comí. 


Por (3) se obtiene en el vector velocidad 

V = 22 = 2(.v - iy), es decir, V 1 - 2.x , V. ¿ = -2y. 

La rapidez (magnitud de la velocidad) es 


El flujo puede interpretarse como el que se lleva a efecto en un canal acotado por los ejes coordenados 
positivos y una hipérbola, por ejemplo, xy = 1 (figura 388). Se observa que la rapidez a lo largo de 
una linea de comente S tiene un mínimo en el punto P, en donde la sección transversal del canal es 
grande g 

Ejemplo 2 Flujo alrededor de un cilindro. 

Considerar el potencial complejo 

F\z) = <l>(x, y) + i'p(x, y) = z + - . 

7 



Figura 388„ Flujo siguiendo una esquina (ejemplo 1) 
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Figura 389. Flujo alrededor de un cilindro (ejemplo 2). 


sen 0.. 


Usando la forma polar z - re i0 , se obtiene 

FU) = re ie + - e- i0 = 
r 

Por tanto, las líneas de corriente son 

M'U. y) — sen 0 = const 

En particular, con v P(jt, = 0 se obtiene r — l/r-0o sen 6 — 0. Por tanto, esta I inca de corriente consta del., 
circulo unitario (con r~ Mr se obtiene r= I) y el cjex (0 = 0 y 0 = n).. Para |*| grande, el término. Mz en F(z) 
es pequeño en valor absoluto, de modo que para estos z el flujo es casi uniforme y paralelo ai eje x Asi, 16 \ 
anterior puede interpretarse como un flujo alrededor de un gran cilindro circular de radio unitario El flujo 
tiene dos puntos de estancamiento (es decir, punios en los que la velocidad V= 0), en z~±\. Este hecho 
se concluye a partir de 

F'(z) = 1-72 
z 

y de (..?}. Ver la figura 389. 

Hipótesis y teoría subyacente para las expresiones (2) a (5) 

Si el dominio del flujo es simplemente conexo y el flujo es irrotacional e incompresible, 
entonces se cumplen las proposiciones que implican a las expresiones (2) a (5). En 
particular, entonces el flujo tiene un potencial complejo F(z ), que es una función 
analítica. (A continuación se explican los términos.) 

Lo anterior se demostrará durante el transcurso del análisis de los conceptos bá¬ 
sicos relacionados con el flujo de fluidos Considerar cualquier curva suave C en el 
piano z, dada por z(.s) = x(s) + iy(s), en donde s es la longitud de arco de C. Sea la 
varjable real K la componente de la velocidad V que es tangente a C (figura 390). 
Entonces el valor de la integral de línea real 


HÍSÍS 

Wfj, 

imr 




( 6 ) 


/ 


v t ds 



Figura 390. Componente tangencial de la velocidad 
con respecto a una curva C. 
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TÍiSití 


tomada a lo largo de C en el sentido de los valores crecientes de s se denomina circu¬ 
lación del fluido a lo largo de C. Si la circulación se divide entre la longitud de C, 
entonces se obtiene la velocidad media 5 del flujo a lo largo de la curva C. Ahora bien. 


V t = \V\ eos a 


(Figura 390) 


Por tanto, K ( es el producto escalar (sección 8.2) de V y el vector tangente dz/ds de C 
(ver ia sección 16.1); así, en (6) se tiene que 


V t ds 




= V 1 dx + V 2 dy. 

La circulación (6) a lo largo de C se vuelve ahora 

(7) f V t ds = f (Vj dx + V z dy). 

J c J c 

Como idea siguiente, sea C una curva cerrada ; a saber, la frontera de un dominio 
D simplemente conexo, y suponer que V tiene derivadas parciales continuas en un 
dominio que contiene a D y a C. Entonces es posible aplicar el teorema de Oreen 
(sección 9.4) para representar la circulación alrededor de C por medio de una integral 
doble, 


( 8 ) 


£ (V . + v > *> - 11 (tt - 7) dy 


El integrando de esta integral doble se denomina vorticidad del flujo, y la 
vorticidad dividida entre 2 se denomina rotación 


(9) 


u>(x, y) 


3Vz 

dx 


dV, 

dy 


Se supone que el fluido es irrotacional; es decir, que üfx, y) = 0 a lo largo de 
todo el flujo; así, 


( 10 ) 


av 2 

dx 


dy 


Definiciones : - f f{. r) d.x = valor medio de/en el intervalo o S -v 3 b. 

b — a J 
a 

~ íf(s) ds = valor medio de/en C M~ ^longitud deCf 
L J c 

J j f(x, y) dx dy = valor medio de/en D {A = área de D). 


j, J.-J-J y 


J -Ü 


j y y y y y 
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A fin de comprender ej significado físico de la vorticidad y de la rotación, p¡ , í 

en (8) se considerará un círculo de radío r Entonces, la circulación dividida i 

longitud 2n.r de C es la velocidad media del fluido a lo largo de C. Por tanto, al J 

ésto entre r se obtiene la velocidad angular media co 0 del fluido alrededor del eje de¡rS;Sl|® 


cv(x, v) dx dy. 




Si ahora se hace que r — * 0, entonces el límite de a¡ 0 es el valor de w en el centro de < 

Por tanto, w(x, y) es la velocidad angular límite de un elemento circular del fluic 
medida que el círculo se reduce hasta convertirse en el punto (x, y). Hablando 
términos generales, si un elemento esférico del fluido se solidificara repentinamente y|fí¿||p | 
el fluido circundante desapareciera de manera simultánea, entonces el elemei 
ría con la velocidad angular co. 

La segunda hipótesis es que el fluido es incompresible. (Ejemplos de este tipo deSKit ü 
fluido son el agua y el aceite, en tanto que el aire es compresible). Entonces -T;©)!© j 

dV 1 dV z 

(11) 17 + 17 = 0 [ver 1 (7), secc. 8. 


i ■' | 


en toda legión en que no haya fuentes o sumideros; es decir, puntos en los cuales , 
pioduce o desaparece fluido. [La expresión (1 1) se denomina divergencia de Vy 
denota por div K], 

Si el dominio D del flujo es simplemente conexo y el flujo es irrotacional, enti 
ces la integral de línea (7) es independiente de la trayectoria en D (por el teorema .3 de 
la sección 9.2, en donde F = V j, F 2 = iy, F } = 0 y r es la tercera coordenada er 
espacio, y no guarda relación alguna con la z actual) Por tanto, si se integra desde 
punto fijo (o, b ) en O hasta un punto variable (.y, y) en ¿), entonces la integral se vuelve í ; í|¡ÉÍf© I 
una función del punto (.y, y), por ejemplo <t>(x,y): 


4>(-y, y) 


(Vj dx + V 2 dy). 


Se afirma que <t> es el potencial de velocidad buscado. Para probar la afirmación, todo 
lo que debe hacerse es demostrar que (4) se cumple. Ahora bien, como la integral (7) 
es independiente de la trayectoria, entonces l / l dx + K, dy es una diferencial exacta 
(sección 9.2); a saber, la diferencial de 0; es decir, 






Vj dx + V 2 dy = dx + — dy. 

tíx dy 


A partir de lo anterior se obsenm que fj = ¿tíddx y K, = ¿tt>A9y, con lo que se obtiene (4)1 
El hecho de que <T> es armónica se concluye de inmediato al sustituir (4) en (1 1), 
con lo que se obtiene la primera ecuación de Laplace en (5), 
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f¡ Por último, se toma una conjugada armónica de <t>. Entonces se cumple la otra 

»- ecuación en (5). También, suponiendo que las segundas derivadas parciales de c£> y y 

f; son continuas, se tiene que la función compleja 

F Cf-) _ ríif... ,.\ . s 

f ^ W — y) ~r t \t'V-V, yj 

es analítica en D. Como las curvas M^(x, y) = constante son perpendiculares a las 
curvas equipotenciales <Z>(x,y) = constante (excepto en donde F\z) = 0), se concluye 
que son las líneas de corriente. Por tanto, V es la función de comente y F(z) es e! 
potencial complejo del flujo. g 


Problemas de la sección 17.4 

1. (Flujo paralelo) Demostrar que F(z) = Kz (K real positivo) describe un flujo uniforme 
hacia la derecha, e! cual puede interpretarse como un flujo uniforme entre dos líneas 
paralelas (entre dos pianos paralelos en el espacio tridimensional)., Ver la figura 391. 
Encontrar el vector velocidad, las líneas de corriente y las líneas equipotenciales. 

2. Demostrar que F(z) — iz 2 describe un flujo siguiendo una esquina. Encontrar las líneas de 
corriente y las lineas equipotenciales y trazar sus gráficas.. Encontrar el vector velocidad K 

3. Obtener el flujo de! ejemplo 1 a partir del correspondiente en el problema 1, mediante un 
mapeo conforme del primer cuadrante sobre el semiplano superior, 

4. Modificar ligeramente F(z) en el ejemplo 2 a fin de obtener un flujo alrededor de un 
cilindro de radío q, que lleve al flujo del problema 1 cuando r (| —> 1. 

Considerar el flujo correspondiente al potencial complejo dado F{z). Mostrar gráficamente 
algunas líneas de corriente y líneas equipotenciales. Encontrar el vector velocidad V, Determi¬ 
nar todos los puntos en los que Fes paralelo al eje 

5.. iz 6., (I - 2 i)z 7. (1 + t)z 8. -f 2z 9. z 3 10. iz 3 

11, (Fuente y sumidero) Considerar el potencial complejo F(z) - (c/2?r) Inr, en donde c es 
real positiva. Demostrar que V = (c/2nF)(x + iy ), en donde r = Jx 2 + y 2 , y que lo 
anterior implica que el flujo está dirigido radialmente hacia afuera (ver la figura 392), de 
modo que este potencial corresponde a una fuente puntual en r » 0 (es decir, una línea 
fuente x = Q,y~ 0, en el espacio). (La constante c se denomina intensidad o descarga de 
la iuente. Si c es real negativa, se dice que el flujo tiene un sumidero en z = 0, que está 
dirigido radialmente hacia dentro y que el fluido desaparece en el punto singular z — 0 del 
potencial complejo.,) 



Figura 391. Flujo paralelo Figura 392, Fuente puntual 

del problema 1. del problema 1, 
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Por otra parte, si en vez de z se considera un punto Z fuera de C; por ejemplo el punto' f t 1 
Z = z"‘F*/z (cuyo valor absoluto es R 2 !r > R), entonces el integrando en (1) es anali r> ’ [' 0 

tico en el disco |z| ¿ R, de modo que la integral es cero debido al teorema de CauchyiS|i¡ÍiSl®^®'^ 
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0 


— I -3 . A+7 dz* 

l-i 1 Z* - Z 


~ I F(z*) -----.-- da. 

2tt d z — Z 


Si se inserta Z= z* z */z , entonces se cancela un factorz* y la fracción se vuelve : '0 , ‘ 
1/(1 - z */z) = z/(z 


- *), de modo que 

2tt 


o 


2 n 


f F(z*) 
J o 


■ da. 


L,o anterior se resta de (2) y se usa 
2* Z 


Z*Z ' 


z z 


(3) „ _ _ 

* - 7 z - Z* (z* - Z)(Z* ~ z) 

fórmula que puede comprobarse fácilmente. Así, se obtiene 


:v ; - 

ikmk 

r __ 

+00 

y ;+T :: L+’ 




L;i • , 




(4) 


F(Z) = 


2rr 

: j 0z*) 


z z 


z z 


(z* 


z)(z* 


z) 


t/a. 




,sstei 


A partir de las representaciones polares de z y de z* se observa que el cociente en el 
integrando es igual a 


R 2 


R 2 


( Re ia - re i0 )(Re~ ia - re~ i0 ) R 2 - 2 Rr eos (0 - a) + r 2 ' 
En consecuencia, al escribir 

F(Z = <E>( r , 0 ) + m /( r , 0) 


J§¡ 

' | |p||Í5; 


Slpi 




íSfcJK’ 

SI 

10 - 


■ ;|S 


y tomar la parte real de ambos miembros de la fórmula (4) se obtiene la fórmula de la 
integral de Poisson 6 




(5) 


<b(r, 8 ) 


r w, 


a) 


R s 


R 2 — 2Rr eos (8 — a) + r‘ 


da 


r.^iK'r,- 


que representa la función armónica O en el disco \z\ :< R en términos de sus valores í|j§Í$ 
$>(R, ex) sobre la frontera (el círculo) \z\ = R , Jiggj 

La fórmula (5) sigue siendo válida si la función frontera <£>(/?, a) es meramente 
continua por secciones (como prácticamente es el caso a menudo; ver la figura 399 |p|g’ 

6 SIMEON DENIS POISSON (1781-1840), matemático y físico francés, profesor en París desde 1809., Su 
obra incluye teoría dd potencia!, ecuaciones diferenciales parciales (ecuación de Poisson, sección 1 U), y 
probabilidad. 


para un ejemplo de lo anterior). Así, con (5) se obtiene una función armónica en el 
disco abierto, y sobre el círculo |z| = R es igual a la función frontera dada, excepto en 
los puntos en donde ésta es discontinua. En el texto proporcionado como referencia 
(DI] aparece una demostración, de lo anterior. 

Representación por series del potencial en un disco 

A partir de (5) es posible obtener un importante desarro] lo en series de <t> en términos 
de funciones armónicas simples. Recordar que el cociente en el integrando de (5) se 
obtuvo a partir de (3). Se afirma que el miembro derecho de (3) es la parte real de 


+ 


(z* + z)(z* - z) z*z* 


z*z + zz* 


z (z* - z)(z* - i) 


|z* - z| 2 


En efecto, el-denominador es real, así como z* z *-zz lo es en el numerador, mien¬ 
tras que - z* z + zz * = 2; Im (zz*) en el numerador es imaginario puro. Así se 
comprueba la afirmación. Luego, mediante el empleo de la serie geométrica se obtiene 


( 6 ) 


z* + z 1 + (z/z*) 


z* - z 1 - (z/z*) 
Como z = ré° yz* = Ré a , se tiene 


1 + 


2 
n = 0 


i 


2 2 

«= 1 


Re 


Re 


R r 


— ¡ eos (nd 


na). 


En el tercer miembro, eos (nQ— na) — eos n8 eos na + sen n9 sen na, de modo que a 
partir de (6) se obtiene 


Re 


1+22 

n-l 


(eos nd eos na + sen nd sen na). 


Esta expresión es igual al cociente en (5), como ya se había mencionado, y al insertar 
la serie en (5) e integrar término a término se encuentra 


(7) 


<S(r, 6 ) = a 0 + 2 
n= ] 


{a n eos nO + b n sen/z0) 


en donde los coeficientes son 

„2ir 

l I 

Cln 


1 r 

— r— | a) da, 

2 77 .0 


2. 

; í 4>(R, a) 


( 8 ) 


i r 2 " 

b n = — J <!>( R , a) sen na da, 


; da. 


1 , 2 , 


los coeficientes’dé Fourier de 0(/?, a); ver la sección 10.2. Así, para r= R, la serie (7) 
se vuelve la serie de Fourier de 0(7?, a), y en consecuencia la representación (7) es 
válida siempre que <t>(R, a) pueda representarse por medio de una serie de Fourier. 
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Ejemplo 1 Problema de Dirichlet para el disco unitario. 

Encontrar e¡ potencia! electrostático <P(r, 8) en eí disco unitario r < 1 cuyos valores en la frontera sonfjf 

- ochr si — 77 < a < 0 

ochr si 0 < a < ir 


<!>(!, cr) = 


(Figura 397® 


Solución. Como <!>(!, a) es par, entonces b n " 0 y por (8) se obtiene a lt = - y 


u 

-I 


■ eos na da + 


í 


■ eos na da 


; (COS /nr — 1)., 


Por tanto, a n ~ si n es impar, a n — 0 si n = 2, 4,- ■ , y el potencial es 


pORMULA 


■ipi 

fc 

B ’ . 

¡ s r '; 


6) 


r eos 6 + -a eos 38 + —s eos 50 + 


En la figura 398 se muestran el disco unitario y algunas de las lineas equipotenciales (curvas = consol 
tanta ) 


«MI, a) 



Figura 397. Valores en la frontera del 
ejemplo 1. 


Problemas de la sección 17.5 


Figura 398. Potencial del ejemplo 1. 


1. Comprobar (3). 

2. Demostrar que cada término en (7) es una función armónica en el disco r 2 < R L 

Usando (7), encontrar el potencial <¡>(r, 0) en el disco unitario r < 1 que tiene valores en ia 
frontera 0(1, 0). Usando los primeros términos de la serie, calcular algunos valores de <í> y 
trazar una figura de las líneas equipotenciales 


3. 

<0 (1,0) = 

: sen 

0 



4. 

<0(1, 0) 

= sen 30 


5. 

<E>( 1,0) = 

2 - 

eos 0 



6. 

<0(1, 0) 

= 1 + eos 20 

7. 

<0(1, 0) = 

i sen 50 



8. 

<0(1, 0) 

= eos 20 

— eos 40 

9. 

<0( 1,0) = 

sen 2 

0 



10. 

<0(1, 0) 

= eos 4 0 


11. 

<0(1, 0) = 

0 si 

— TT < 8 

< TT 


12. 

<0(1, 0) 

= 0 si 0 < 

8 < 2tt 

13. 

<0(1, 0) = 

0 si 

- tt/2 < 

8 < tt/2, <0(1 

i, 0) -- 

= TT — 6 

1 si -rr/2 < 6 

< 3 tt/2 

14. 

<0(1, 0) = 

1 si 

0 < 8 < 

tt/2. 

4>(1, 0) 

— 

1 si n/2 ■ 

< 0 < tt y 

0 en caso contrario 

") 

) ) 

) 

) 1 

.( I . 

J: J 

..) J 

) ) 

y J ) 

7 .) : ) AD 


y 


de la integral de poisson 
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15. Usando (18) en la sección 14.4, demostrar que el resultado del problema 14 puede escri¬ 
birse como 


<0(r, 0) 


■ Im Ln 


(I + iz)(l + z 2 ) 
(1 - iz)(l - z 2 ) 


16. Demostrar que el potencia] en el problema 11 puede escribirse como <0<r, 0) - 2 Im Ln (I +r). 

17. Usando (7) y (8), demostrar que el potencial <0(r, 0) en el disco unitario r < 1 que tiene 
valores en la frontera -1 si-rr<0<Oy 1 si O < 0 < Tt está dado por la serie 


<0(r, 0) 


r sen 6 + 


■ sen 30 + 


• sen 58 + - 


Calcular algunos valores de <X> usando los primeros términos de esta serie y trazar algunas 
de las líneas equipotenciales, Compare el resultado con la figura 399. Trazar las líneas de 
fuerza (trayectorias ortogonales). 



18. Usando (1 8) de la sección 14.4, demostrar que en el problema 1 7, 

cf>(r, 6) = — ím Ln - - [Arg (1 + z) ~ Arg (1 - z)L 

■jt 1 - z rr 

19. Demostrar que 

<0*(>v) = 1 + - lm Ln (»' = t/ + w) 

7 T W ~ 1 

es armónica en el semíplano superior v > O y que tiene los valores — I para —1 < u < 1 y + 1 
sobre la parte restante del eje u. 

20.. Demostrar que la transformación fraccionaria lineal que mapea vv, = —I, w 2 - O, ~ 1 
sobre z, = —1, z 2 = —i', z 3 = 1, respectivamente, es 

w — i 
— iw + 1 

Encontrar la inversa w — w(z) f insertarla en 0* del problema 19 y demostrar que la fun¬ 
ción armónica resultante es la del problema 18. También comparar el resultado con el 
ejemplo 2 de la sección 17.2., 


y :■), : y"y 2 ; y y y y O y y J J 3 -J J J J 
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17.6 PROPIEDADES GENERALES * 

DE LAS FUNCIONES ARMÓNICAS )1I®t 

f\ análisis complejo es de utilidad nc sólo para resolver problemas de! potencia! en cioÍ*|!p 
dimensiones, como acaba de verse, sino también para obtener propiedades generales dé'XvíSí 
las funciones armónicas, como se mostrará en esta ultima sección del capitulo. t 

Si <t>(.v, y) es armónica en un dominio D y D es simplemente conexo, entonces cfc 
tiene una conjugada armónica 4 7 en D y ’ ' * " ' 

F{z) = <I>(x, y) + i 'l'(x, y) íiSípi 

es analítica en D. (Ver la sección 1 2.5 y la nota de pie de página 3 de la sección 1 7.2 ). 000, 

Corno una función analítica tiene sus derivadas de todos los órdenes, entonces eL‘0.30 
primer resultado es j.'JSgs 

.BígsSRte-f.' 

Teorema 1 (Derivadas parciales) 

Una función c l>(.v, y) que es armónica en un dominio simplemente conexo D tiene 
derivadas parciales de todos los órdenes en D N i 

fió 

Además, si F(z) es analítica en un dominio simplemente conexo D, entonces por 
la fórmula de la integral de Cauchy (sección i 3 .5) se tiene que 


F U 0 ) = — 

Alt! 


en donde C es una trayectoria cerrada simple en D y z 0 está dentro de C. Si para C se 
elige un círculo 'filfSÍ 


z n + re 1 


en D, entonces se tiene que z - z Q = rd a y dz = íre ia da, de modo que (1) se vuelve 


r 2lT 

-i 


+ re la ) da. 


" <■ 


Eí miembro derecho es el valor medio de F sobre el círculo (— valor de la integral 
dividido entre la longitud del intervalo de integración). Esto demuestra el siguiente 
teorema. 

Teorema 2 (Propiedad del valor medio de las funciones analíticas) 

Sea F{z) analítica en un dominio simplemente conexo D. Entonces el valor de F(z) en 
cualquier punto z 0 en D es igual al valor medio de F(z) sobre cualquier círculo en D 
con centro en z . 

Este teorema y el siguiente, que caracterizan propiedades importantes de las fun¬ 
ciones analíticas, serán usados más tarde para obtener propiedades fundamentales de 
las funciones armónicas. 


■ TTT: A 
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Teorema 3 (Teorema del módulo máximo para funciones analíticas) 

Sea F(s) analítica y no constante en un dominio que contiene una región acolada 1 Dy 
su frontera Entonces el valor absoluto |F(r)| no puede tener un máximo en un punto 
interior de D En consecuencia el máximo de I A(z)[ se toma srhre la frontera de D Si 
F(z) * 0 e/7 D, entonces lo mismo es verdadero con / especio al mínimo de \F(z)\. 

Demostración. Se supondrá que |F(z)| tiene un máximo en un punto interior z 0 de D y 
se demostrará que esto conduce a una contradicción. Sea |/ 7 (z 0 )| 5* M este máximo 
Como F(z) no es constante, entonces |A(r)| tampoco es constante, como se concluye a 
partir del ejemplo 4 en la sección 12 5 Por consiguiente, es posible encontrar un 
círculo C de radio / con centro en r 0 tal que el interior de C esté en D y ¡jRz)! sea 
menoi que M en algún punto P de C. Como |/ r (r)| es continua, entonces es menor que 
M sobre un arco Cj de C que contenga a P\ por ejemplo 

|A(z)| ~ M — k (k > 0) para todo z en C l (Figura 400) 

Si la longitud de C ¡ es l.,, entonces el arco complementario C de C es de longitud 
271/ - L y Al aplicar la desigualdad MI. (sección 13.2) a (1) y observar que |z - zj = r, 
entonces se obtiene 



es decir, 


M < M, 

lo cual es imposible. Así, la hipótesis es falsa y se ha demostrado la primera proposi¬ 
ción del teorema, 

A continuación se demostrará la segunda proposición. Si F(z) ^ 0 en D, entonces 
U\F(z)\ es analítica en D. Por la proposición recientemente demostrada se concluye 
que el máximo de \/\F(z)\ está en la frontera de D. Pero este máximo corresponde a un 
mínimo de |/ r (z)|. Así se completa la demostración. I 

Ahora ya es posible obtener consecuencias fundamentales de los teoremas 2 y 3 
para funciones armónicas, como se muestra enseguida. 



Figura 400. Demostración del teorema 3. 


7 Ver ia sección 9.3 
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Teorema 4 (Funciones armónicas) 

Sea 0(x, y) armónica en un dominio que contiene un dominio acotado simplemente 
conexo D y su curva frontera C. Entonces y) tiene las siguientes propiedades 

/. El valor de <t>(x, y) en un punto (x 0 , y 0 ) en el dominio D es igual al valor méSlo 
de <í>(x, y) sobre cualquier círculo en D con centro en (x 0 , y 0 ). 

II, El valor de <t>(x, y) en el punto (x 0 , y 0 ) es igual al valor medio de <J>(x, y) ¿j¡i 
cualquier disco circular en D con centro en (x 0 , y 0 ) [Ver la nota de pie de página 5 erf 
la sección 1 7.4.] 

¡II. (Principio del máximo) Si <t>(x, y) no es constante, entonces no tiene 
máximo ni mínimo en D. En consecuencia, el máximo y el mínimo se toman sobre l : a- 
frontera de D. 

IV, Si 0(x, y) es constante sobre C, entonces <b(x, y) es una constante, 

V Si h(x, y) es armónica en D y sobre C y si h(x, y) = 0(x, y) sobre C, entonce |j 
h(x, y) = 0(x, y) en todos los puntos de D. 

Demostración. La proposición I se concluye a partir de (2) al tomar las partes reales „ 
en ambos miembros: 


<I>(x 0 , y Q ) = Re F(x Q + iy Q ) 


2 rr 

I ^0 


+ r eos a, y 0 + r sen a) dce .%1 


Si los dos miembros de la expresión anterior se multiplican por r y se integra sobre r|i 
desde 0 hasta r 0 , en donde r 0 es el radio de un disco circular en D con centro en (x 0 ,y 0 ),;5| 
entonces en el miembro izquierdo se obtiene l/2r 0 : <t>(x 0 , y B ), y en consecuencia 


,r 0 2-rr 




~~2 J J c ^( x o + r cos 3*0 + r sen dee dr. 


o 0 


Con lo que se ha demostrado la segunda proposición. 

Se demostrará la proposición 111. Sea l F(x, y) una función armónica conjugada de 
<t>(x, y) en D. Entonces F(z) = <J>(x,y) + AFfx, y) es analítica en D, así como también lo es 
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„F(z) 


El valor absoluto es 


G(z) 

|G(z)| = e Re F(z> = 


Por el teorema 3 se concluye que |G(z)| no puede tener un máximo en un punto inte¬ 
rior de D, Como e* es una función monótona creciente de la variable real <t>, entonces 
se concluye la proposición III acerca del máximo de <t>. Con base en ésto, al sustituir 
<t> por — <í> se concluye la prqposiclón sobre el mínimo. 

Ahora se demostrará la proposición IV. Por III, la función <t>(x,y) asume su máxi¬ 
mo y su mínimo sobre C. Por tanto, si <J>(r, y) es constante sobre C, entonces su 
mínimo debe ser igual a su máximo, de modo que <J>(x, y) debe ser una constante. 


!§ps 

L 

f ,1 ' 

14 1 


Finalmente, si h y cj> son armónicas en D y sobre C, entonces h — <t> también es 
armónica en Dy sobre C, y por hipótesis se tiene que h — O = 0 en todas partes sobre 
C. Así, por IV, se tiene que h — O = 0 en todas partes en D, por lo que se ha demostra¬ 
do la proposición V. Así se completa la demostración del teorema 4. 

La última proposición del teorema 4 es muy importante. Significa que una fun¬ 
ción armónica es determinada de manera única en D por sus valores en la frontera 
de D, Por lo general, se requiere que <t>(x, y) sea armónica en D y continua sobre la 
frontera 8 de D. En estas circunstancias, el principio del máximo (teorema 4, ¡II) sigue 
siendo válido. El problema de determinar 0(x, y) cuando se proporcionan los valores 
en la frontera se denomina problema de Dirichlet de la ecuación de Laplace en dos 
variables, como se sabe. A partir del apartado V del teorema 4 se obtiene entonces el 

Teorema S (Problema de Dirichlet) 

Si para una región dada y valores en la frontera dados el problema de Dirichlet de la 
ecuación de Laplace en dos variables tiene solución, entonces la solución es única. 

Aquí terminan el capítulo 1 7 y la parte D sobre análisis complejo. Esperamos que 
el lector haya adquirido una impresión de la utilidad del análisis complejo para el 
ingeniero y el físico, así como de la belleza matemática de este campo. 


Problemas de la sección 17.6 

1. Comprobar el teorema 2 para F{z) = (z -r 2) 1 , z (1 — 1, y un círculo de radio 1 con centro en z n . 

2. Comprobar el teorema 2 para F(z) = 5z'*, z 0 = 0, y un círculo de radio I alrededor de 0 

3. Integrar FU) = |z| alrededor del circulo unitario. ¿El resultado contradice el teorema 2? 

4. Comprobar el teorema 3 para F(z) = z 2 y el rectángulo 1 < x < 9, 3 <y < 5 

5. Comprobar el teorema 3 para F(z) = e~ y cualquier dominio acotado. 

Encontrar el máximo de \F(z)\ en el disco |z| < 1 y el z correspondiente, en donde 


6. F(z) = ctz + b 


1. FU) 


z 2 - I 


8. FU) = eos . 


10 . 


11 . 


12 . 


13. 


La función F(z) = 1 + 3|z| J es diferente de cero en el disco |z| S 2 y tiene un mínimo en un 
punto interior de ese disco. ¿Este hecho contradice el teorema 3? 

La función reaI F(x) = sen x tiene un máximo en x = rt/2 Usar el teorema 3 para concluir 
que esto no puede ser un máximo del valor absoluto de la función compleja F(z) — sen z en 
un dominio que contiene a z = n!2. 

Sea F\z) analítica (no constante) en el disco cerrado |z| S 1 y suponer que |F(z)| = c — 
constante sobre |z| = 1, Demostrar que entonces F(z) debe tener un cero en ese disco. 

Si F(z) analítica (no constante) en un dominio simplemente conexo D y la curva definida 
por lAfr)] = c (c cualquier constante fija) está en D y es cerrada, demostrar que F(z) = 0 en 
un punto del interior de esa curva. Proporcionar ejemplos 

Comprobar la proposición 1 del teorema 4 para 4>(x, y) — x ! —y 2 y un circulo de radio 1 
alrededor de (jr„,>> u ) = (1, 0). 


Es decir, lím 4>(x,y) = O(x 0 , y r ), en donde (x f ., y.) está en la frontera y (x, y) está en D 
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14. Comprobar el principio del máximo del teorema 4 para <t>(x, y) = xy y el disco x 1 + jAg ¡jí| 

Determinar los valores máximo y mínimo de O en ese disco, y los puntos en los que 
asume tales valores. ^ 

15. Demostrar la proposición í de! teorema 4 aplicando !a formula de la integra! de Pois,servís 


Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 17 


¿Por qué es posible usar funciones analíticas complejas para resolver problernas|p 
bidimensionales del potencial? ¿Qué significa problema “bidimensional”? 


¿Qué es un potencial complejo, y qué ventajas posee? ‘,Ig| 

¿Qué se entiende por “problema de Dirichlet”? r|S 

¿Cómo se aplica el mapeo conforme para resolver el problema de Dirichlet? ||| 

¿Qué es un problema mixto con valores en la frontera, y en qué parte de este capítulo|i 
apareció? •■SÉ 

¿Qué es una línea de corriente? 

Escribir las condiciones que debe satisfacer un flujo para que sea posible tratarlo con 1 qs$J 
métodos del análisis complejo. 

Explicar por qué el flujo térmico de estado estacionario está relacionado con la teoría delM 
potencial. 

¿Qué se entiende por superposición de potenciales? ÍU: 

Enumerar algunas propiedades sobresalientes comunes a todas las funciones armónicas. vj| 


100, que se mantienen a los I 


Encontrar el potencial enlre los cilindros |z| = I, que tiene potencial cero, y |z| = 5, qucJÍ 
tiene un potencial de 100 volts ¡v 

Encontrar el potencial complejo en el problema 11. ,S| 

Encontrar el potencial enlre los cilindros |z| = 10 y |z| = !00, que se mantienen a los 3. 
potenciales de 10 kV y 0, respectivamente. 3 

Encontrar la linea equipotencial U = 0 entre los cilindros |z| = 0 25 y |z| = 4, que se’jrj 
mantienen a -220 V y 220 V, respectivamente. (Primero conjeturar la respuesta.) .;•£ 

Encontrar el potencial <1> en el primer cuadrante del piano xy si el eje x tiene un potencial 
igual a I 10 V y el eje y está conectado a tierra (0 volts). jf 

Encontrar el potencial entre las placas Arg z = tt/6, que se mantiene a 4 kV, y Arg z = tt/3, 
que se mantiene a 3 kV. % 

¿Cuál es el potencial complejo en el scmiplano superior si el eje x negativo tiene un f 
potencial de 400 V y el eje x positivo está conectado a tierra? 

Encontrar el potencial sobre el rayo y = x, x > 0, y sobre el ejex positivo si el eje y positivo 
está a 1200 V y el eje y negativo está a 0 V 

Encontrar el potencial entre las placas y = x/2, que se mantiene a 100 volts, y y = x/2 + 4, , 
que se mantiene a 420 volts 

En el problema 18, encontrar una fórmula para calcular el potencial sobre la recta x = I 
Encontrar el potencial en el punto x = I, y = 2. 

Encontrar las isotermas de F(z) = 10(1 + i)z y demostrar que F(z) puede interpretarse 
como el potencial complejo de! flujo térmico entre dos placas paralelas. 

Encontrar la temperatura en el semiplano superior si la porción x > 4 del ejex se mantiene 
a 100°C y la otra porción se mantiene a 0°C. i 

Demostrar que las isotermas de F(z) = -iz 1 + 2r son hipérbolas. 

Si la región entre dos cilindros concéntricos de radios 2 cm y 10 era contiene agua y el 
cilindro exterior se mantiene a 20°C, ¿hasta qué temperatura es necesario calentar el cilin¬ 
dro interior para que la temperatura sea de 30°C a 5 cm del eje? 
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25. Encontrar las isotermas de F(.z) = k Ln (z - 1 - /), en donde k es real, y demostrar que este 
es el potencial complejo entre cilindros coaxiales con eje en 1 + i. 

26. Encontrar en forma de serie infinita la temperatura en el disco unitario |z| < I si el semicírculo 
tzquterdo de ¡zj = I está a 100"C y el semicírculo derecho está a ¡a temperatura cero. 

27. Efectuar lo mismo que en el problema 26 si el semicírculo superior está a 20°C y el 
semicírculo inferior está a temperatura cero. 

28. Encontrar en forma de serie el potencial complejo del problema 27. ¿Cuál es la sumatoria 
de esta serie? Sugerencia . Usar el ejemplo 4 en la sección 14.4. 

29. Efectuar lo mismo que en el problema 26 si 71(1, 0) = 30 & (~n< 8£ n) sobre el círculo 
unitario. 

30. Encontrar y trazar las líneas equipotenciales de F(z) = 1/(1 -z). 


Encontrar las lineas de corriente y la velocidad del flujo que tiene potencial complejo 


31. — ikz (irreal) 32. z z + z 


33. z + 4/z 


34. z 2 + 1/z 2 


35. Demostrar que el flujo en el problema 34 tiene puntos de estancamiento en ±1 y ±i. 
¿Puede el lector ver la relación que hay con el ejemplo 2 de la sección 17.4? 


Resumen del capítulo 17 

Análisis complejo aplicado a la teoría del potencial 


La teoría del potencial es la teoría que estudia las soluciones de la ecuación de 
Laplace 


Las soluciones cuyas segundas derivadas parciales son continuas se denomi¬ 
nan funciones armónicas. La ecuación (1) es la ecuación diferencial parcial 
más importante en física, donde es de interés en dos y tres dimensiones. Apare¬ 
ce en electrostática (sección 17.1), problemas de calor de estado estacionario 
(sección 17.3), flujo de fluidos (sección 17.4), problemas de gravitación, etc. 
Mientras que el caso tridimensional requiere otros métodos (ver el capítulo 11), 
la teoría bidimensional del potencial puede manipularse por medio del análisis 
complejo, ya que las partes real e imaginaria de una función analítica son armó¬ 
nicas (sección 12.5) y permanecen armónicas bajo mapeo conforme (sección 
17.2), de modo que el mapeo conforme se convierte en una herramienta pode¬ 
rosa para resolver problemas con valores en la frontera de (1), como se ¡lustró 
en este capítulo. A un potencial real es posible asociarle un potencial comple¬ 
jo (sección 17.1) 


<t> + i'ir. 


Entonces ambas familias de curvas O = constante y'V = constante tienen senti¬ 
do físico. En electrostática son lineas equipotenciales y lineas de fuerza eléctri¬ 
ca de atracción o repulsión (sección 17.1). En problemas de calor son isotermas 
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(curvas de temperatura contante) y líneas de flujo térmico (sección 17.3). En 
flujo de fluidos son líneas equipotenciales del potencial de velocidad y líneas 
de corriente (sección 17.4). 

Para el disco, la solución del problema de Dirichlet está dada por la fór¬ 
mula de Poisson (sección 17.5), o por una serie que sobre el círculo frontera se 
vuelve la serie de Fourier de los valores en la frontera dados (sección 17.5). 

Las funciones armónicas, como las funciones analíticas, poseen varias pro¬ 
piedades generales; especialmente importantes son la propiedad del valor medio 
y la propiedad del módulo máximo (sección 17.6), que implican la unicidad 
de la solución del problema de Dirichlet (teorema 5 de la sección 17.6). 
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MÉTODOS NUMERICOS 


Capítulo 18 Métodos numéricos en general 

Capítulo 19 Métodos numéricos en álgebra lineal 

Capítulo 20 Métodos numéricos para ecuaciones diferenciales 


Ningún otro campo de las matemáticas ha mostrado un incremento reciente en im¬ 
portancia para la ingeniería comparable al de los métodos numéricos, y ningún otro 
campo se há desarrollado tan rápido. Por supuesto, la razón más importante para 
explicar esta evolución es el desarrollo de varias computadoras, desde la computado¬ 
ra personal hasta la Cray, la CM-5 y otras más, evolución para la cual no se ve el fin. 
En efecto, cada nueva generación de computadoras invita a la realización de nuevas 
tareas en análisis numérico; en este sentido, inclusive las pequeñas mejoras en los 
algoritmos pueden tener un gran impacto sobre el tiempo, demanda de almacenaje, 
exactitud y estabilidad. Lo anterior abre amplias áreas de investigación, en donde 
uno de los objetivos primordiales es el desarrollo de software bien estructurado. 

Los capítulos 18, 19 y 20 abordan el estudio y la aplicación de métodos numéricos 
que proporcionan la transición del modelo matemático de un problema (las ecuaciones 
o funciones obtenidas en cálculo o álgebra, etc.) a un algoritmo que puede programarse 
(o usarse directamente en una calculadora de bolsillo) para obtener la solución del 
problema en forma numérica. Lo anterior incluye la investigación del rango de 
aplicabilidad, el análisis del error, la estabilidad y las propiedades en general de los 
métodos numéricos. 

Se empezará con métodos numéricos de naturaleza general en el capítulo 18. En 
el capítulo 19 se analizarán los métodos numéricos para resolver problemas de álgebra 
lineal; en particular, para encontrar la solución de sistemas de ecuaciones lineales y 
de problemas algebraicos con eigenvalores. El capítulo 20 está dedicado a la solución 
numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. 

Los algoritmos se proporcionan en una forma que parece ser la más idónea para 
mostrar cómo funciona un método y cómo programarlo, aun cuando se tenga poca 
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PARTE E. METODOS NUMERICOS'^g 

Ér 


experiencia. El estudiante es alentado a programar los algoritmos dados e inte 
aplicarlos en la computadora. 1 También se recomienda fuertemente que el estudiant|^p"' 
haga uso de los programas que pueden adquirirse en librerías que venden prográrnaf® 
comerciales de alta calidad. Los dos más importantes de éstos para grandégSg 
computadoras son el IMSL (NBC Building, 7500 Bellaire Boulevard, Houstort,fFjffi 
77036-5085), escrito en FORTRAN 77, y el NAG (Mayñeld House, 256 Barihlj¡fe| 
Road, Oxford 0X2 7DE, Reino Unido), disponible tanto en FORTRAN comi|;’|||j 
ALGOL. Otros paquetes también pueden obtenerse escribiendo al National ~ 


Software Center (Argonne National Laboratory, 9700 South Cass Avenue, Afgbiín$|^^te: 
IL 60439). Ver también los programas EISPACK. y LINPACK (textos dados cortájpp 
referencias [E6], [E9] y [El9] en el apéndice 1). 


No se proporciona ningún programa reai, sea FORTRAN o cualquier otro porque, en experiencia del 
autor, esto podría alentar a algunos estudiantes a generar resultados sin haber comprendido por com¬ 
pleto el método numérico subyacente. 



Métodos numéricos 
en general 


Los métodos numéricos son métodos para resolver problemas en una compu¬ 
tadora (o en una calculadora de bolsillo en caso de que el problema sea senci¬ 
llo). La computadora se ha vuelto muy importante en el trabajo de ingeniería, 
ya que permite abordar problemas tan grandes que hasta antes de la aparición 
de las computadoras eran inaccesibles. Mucho del trabajo de cómputo actual¬ 
mente es "tiempo rea!": se efectúa de manera casi simultánea con el proceso de 
generación de datos; por ejemplo, para controlar procesos químicos que se es¬ 
tán llevando a cabo O para orientar el vuelo de aeronaves. Entonces se vuelven 
extremadamente cruciales las cuestiones sobre velocidad, demanda de almace¬ 
namiento y sincronización de porciones de grandes programas. 


Las computadoras han cambiado, casi revolucionado, los métodos numé¬ 
ricos —el campo como un todo, así como también a muchos métodos indivi¬ 
duales— y el desarrollo continúa. Actualmente se está realizando bastante tra¬ 
bajo de investigación para crear nuevos métodos, adaptar los ya existentes a 
nuevas generaciones de computadoras, mejorar métodos —en trabajo a gran 
escala inclusive pequeñas mejoras representan grandes ahorros en tiempo o 
espacio de almacenamiento— y en la investigación de la estabilidad y exacti¬ 
tud de los métodos. 


En este capítulo se persiguen dos objetivos. Primero, para las tareas prác¬ 
ticas más importantes, el estudiante debe familiarizarse con los métodos de 
resolución fundamentales (aunque no demasiado complicados). 2 Tales méto¬ 
dos son necesarios porque para muchos problemas no existe ninguna fórmula 
de solución (piense el lector en una integral complicada o en las raíces de un 
polinomio de grado elevado), o en otros casos la formula de solución puede ser 
prácticamente inútil. 


Segundo, el estudiante debe aprender a comprender algunas ideas y con¬ 
ceptos básicos que son importantes a lo largo de todo el campo de estudio; lo 


Esto incluye aquéllos para álgebra lineal numérica y ecuaciones diferenciales en los capítulos 19 y 20. 
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anterior incluye los conceptos de algoritmo, errores por redondeo, estimaci 
de errores en general, "mal condicionamiento”, orden de convergencia y estaj|| 

bilidad. 

En la primera sección se explicarán algunos conceptos que son básicos e|$| 
el trabajo numérico; esto incluye observaciones generales sobre computación^ 
y computadoras. Cada una de las demás secciones del capitulo esta dedicada .1 . 
métodos para efectuar una tarea específica que es importante en todo el campo. ^ 
de las matemáticas aplicadas, sin importar el campo de aplicación especifico. ^ 

Prerrequisitos para este capítulo: Cálculo elemental. ^ 

Bibliografía: Apéndice 1, parte E. 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2. <¡| 


18.1 INTRODUCCIÓN 


Los métodos numéricos son métodos para resolver problemas en computad 
(grandes o pequeñas), o en calculadoras, si el problema es simple. Los pasos <|.ie,,. ;¡ 
llevan de la situación dada (en física, economía, etc.) a la respuesta final suelen; 
los siguientes. 

1. Modelado. Establecer el modelo matemático; es decir, plantear el problei 

en ‘TSSIÍ Métodos matemáticos, junto con un análisis preliminar dgj 
error (estimación del error, determinación del tamaño de los pasos, etc., ver 

^^Programación. Escritura de un programa, por ejemplo, en FORTRAN, 
sea el resultado de un algoritmo o un diagrama de flujo (diagrama de bloques de l||i 
procedimientos a ser ejecutados por la computadora). 

4. Ejecución del programa. . . 

5 Interpretación de los resultados. Esto puede incluir también decisiones pamfl 
volver a ejecutar el programa en caso de que se requieran resultados adicionales. 

Los pasos 1 y 2 están relacionados: una ligera modificación en el modelo a me-| 
nudo puede permitir el empleo de un método más eficiente. . la 

En el paso 3, el programa consta de todos los datos relevantes con que se c«| 
y de una sucesión de instrucciones que serán ejecutadas por la computadora «1 
orden, con lo que al final se obtendrá una respuesta numérica (o una S rafica > e ‘ Cd « 
problema. El programa suele escribirse en FORTRAN o en algún otro 
alto nivel. Luego, un compilador traduce este programa a una sucesión de ms j 

nes en lenguaje de máquina que ejecuta la tarea deseada. . , 2 0 I 

Empezando en la siguiente sección y continuando hasta el final del capmdo J 
el tema principal lo constituye el paso 2, el análisis y la aplicación de métodos numj 
ricos básicos para resolver las clases más importantes de problemas que se• P^ent j 
en la práctica A fin de motivar una comprensión aceptable de la naturaleza del «rab^ 
jo numérico, en esta sección se continuará con algunas observaciones sencillas sob ^ 
computación y computadoras. S 
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Forma de punto flotante de los números 

En notación decimal, todo número real es representado por una sucesión finita o 
infinita de dígitos decimales. Para cálculos con máquinas, el número debe sustituirse 
por un número que conste de una finitud de dígitos. Casi todas las computadoras 
digitales cuentan con dos formas para representar los números, denominadas de pun¬ 
to fijo y de punto flotante. En un sistema de punto fijo, todos los números están 
dados con un número fijo de cifras decimales ; por ejemplo, 62.358, 0.013, 1.000: En 
un sistema de punto flotante, los números están dados con un número fijo de dígitos 
significativos ; por ejemplo, 


0.6238 x 10 3 0.1714 x 10“ 13 -0.2000 x 10 1 


lo que también se escribe como 3 


0.6238E03 


0.1714E- 13 


-0.2000E01. 


Un dígito significativo de un número c es cualquier dígito dado de éste, excepto 
quizá por los ceros a la izquierda del primer dígito diferente de cero, que sirven sólo 
para fijar la posición del punto decimal. (Así, cualquier otro cero es un dígito signifi¬ 
cativo de c.) Por ejemplo, cada uno de los números 1360, 1.360, 0.001360 tiene 
cuatro dígitos significativos. 4 

Casi todas las computadoras usan (internamente) el sistema de números binarios, 
cuya base es 2 (ver los problemas 3, 4 y 5). Un dígito binario se denomina de 
manera abreviada bit. Al agrupar bits es posible obtener representaciones octales 
(base 8) o hexadecimales (base 16). En la computadora, un número representado 
en punto flotante consta del signo, de una parte fraccionaria, denominada mantisa, 5 
y de la parte exponencial, denominada característica. Por ejemplo, en la serie IBM 
un númerp en notación de punto flotante (de precisión sencilla) consta de 1 bit para 
el signo, 24 bits para la mantisa (lo cual corresponde a 6 o 7 dígitos decimales), y 7 
bits para el exponente (en base 16), siendo posibles valores desde -64 hasta 63. Si 
en un cálculo aparece un número mayor que 16 63 (= 10 76 ), lo cual sucede algunas 
veces, entonces este hecho se denomina desbordamiento, y la computadora se 
detiene. Si aparece un número menor que 16" 64 , esta condición se denomina 
subdesbordamiento. Lo anterior es semejante para computadoras con otro rango 
de tamaños de números. En muchas computadoras, los números que provocan 
subdesbordamiento se fijan en cero. 


También se usa una notación de la forma 6.238 x 10-, 1.1714 x 10"’*, etcétera. 

En las tablas de funciones que muestran k dígitos significativos, por convencionalismo, se supone que 
cualquier valor dado a se desvía con respecto al valor exacto a correspondiente, cuando mucho + 0.5 
unidad del último dígito dado, a menos de que se diga otra cosa; por ejemplo, si a =1.1996, entonces 
en una tabla de cuatro dígitos significativos debe obtenerse a = 1,200. De manera correspondiente, si 
12 000 es correcto hasta tres dígitos significativos únicamente, mejor debe escribirse 120 x I0 3 , etc. 
"Decimal" se abrevia D y "dígito significativo", S. Por ejemplo, 5D significa 5 decimales y 8S quiere 
decir 8 dígitos significativos. 
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MÉTODOS NUMÉRICOS EN GENERAL 

La forma de punto fijo de los números es impráctica en física, química, etc 
debido a su rango limitado (¡explicar esto!) y por lo mismo en este libro ya nq s 
mencionará a partir de este momento. 


M 


Redondeo 


Se genera un error al recortar (= descartar todos los decimales que están a la derech 
de alguno de ellos) o redondear La regla para redondear un número hasta k décima 
les es como sigue (La regla para redondear hasta k cifras significativas es la mism 
con "decimales" sustituido por "cifras significativas".) 


Regla de redondeo. Se descartan el (k + l)-ésimo decimal y todos los decimales subsj 
guientes. (a) Si el número así descartado es menor que la mitad de una unidad en el ¿15 
ésimo lugar, entonces el Ar-ésimo decimal permanece sin cambio ("redondeo p'óifí 
defecto"), (b) Si es mayor que la mitad de la unidad en el A--ésimo lugar, entonces 
sumar la unidad al Ar-ésimo decimal (" redondeo por exceso"), (c) Si es exactamentfr 
igual a la mitad de la unidad, entonces redondear al decimal par más próximo. (Ejepfi 
pío: Al redondear 3.45 y 3.55 hasta un decimal se obtiene 3.4 y 3.6, respectivamente!) 

La última parte de la regla se supone con el fin de asegurar que al descartar 
exactamente la mitad de un decimal, el redondeo por exceso y el redondeo por defec 
to suceden en promedio con la misma frecuencia. 

Si se redondea 1.2535 hasta 3, 2 y 1 decimales, se obtiene 1.254, 1.25 y 1.3, pera 
si 1.25 se redondea hasta un decimal, sin ninguna información adicional, entonces se¿ 
obtiene 1.2 

No se recomienda recortar, ya que se introduce un error que es sistemático y que 
puede ser mayor que uno por redondeo. Sin embargo, sorprendentemente, ¡muchas; 
computadoras aplican el recorte! Una de las razones que explican lo anterior es que el; 
redondeo consume tiempo y los fabricantes intentan todas las clases de atajo a fin dp- 
hacer que las operaciones aritméticas fundamentales se realicen de la manera mas 
rápida posible. Casi todas las computadoras que redondean siempre lo hacen por;. 
exceso en el caso (c) de la regla (o en el caso correspondiente, cuando se trata de una : , 
base diferente a la base 10), ya que esto es más fácil de efectuarse técnicamente. 

Los errores por redondeo pueden arruinar por completo un cálculo, aun cuando i 
éste sea pequeño. En general, son más peligrosos cuanto mayor sea el número de : 
operaciones aritméticas (¡quizá de varios millones!) a efectuar. Por consiguiente, es 
importante analizar los programas de computación respecto a los errores por redon¬ 
deo que se esperan y hallar un arreglo de los cálculos de modo que el efecto de tales 
errores sea tan pequeño como se pueda. 
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Algoritmo. Estabilidad 

Un algoritmo es una sucesión finita de reglas para efectuar cálculos por computado¬ 
ra de modo que en cada instante las reglas determinen exactamente qué debe hacer a 

5 Esto no tiene nada que ver con la "mantisa" que se usa en relación con los logaritmos- "Precisión 
sencilla" significa e! número de bits que suele usarse en los cálculos por computadora; "doble preci¬ 
sión" significa el doble de bits, etc. 
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continuación la computadora. Estas reglas incluyen una "regla de detención" que 
hace detenerse a la computadora, a fin de que no funcione de manera indefinida. En 
las siguientes secciones se proporcionarán algunos algoritmos importantes. 


Estabilidad. Para que un algoritmo sea útil, debe ser estable; es decir, que peque¬ 
ños cambios en los datos iniciales deben producir sólo pequeños cambios en los 
resultados finales. Sin embargo, si pequeños cambios en los datos iniciales produ¬ 
cen grandes cambios en los resultados finales, entonces se dice que el algoritmo es 
inestable. 

Esta "inestabilidad numérica", que es posible evitar eligiendo un algoritmo me¬ 
jor, debe distinguirse de la " inestabilidad matemática" de un problema, que se deno¬ 
mina "mal condicionamiento" , concepto que se analizará en la siguiente sección. 

Algunos algoritmos son estables sólo para ciertos datos iniciales, de modo que 
en tal caso debe tenerse cuidado 


Errores de programación 


A los errores de todos los tipos que hay en un programa de computadora se les deno¬ 
mina en forma colectiva errores (bugs), y el proceso de localizarlos y eliminarlos es 
la corrección de errores (debugging). Para programar se requiere experiencia, que 
no puede enseñarse sino que debe adquirirse. A pesar de lo anterior, las sugerencias 
que se proporcionan a continuación pueden ser de utilidad para programar. 

Preparar el programa con el máximo cuidado: es más fácil evitar errores de esta 
manera que descubrirlos después. No existe ninguna regla general que garantice la 
detección de todos los errores en todos los programas. Los compiladores suministran 
diagnósticos que indican todos los errores que hay en un programa fílente, excepto 
los de lógica. Quizá la mejor forma de determinar si un programa tiene errores es 
ejecutarlo con datos para los cuales se conocen las respuestas o éstas puedan obtenerse 
fácilmente de alguna otra manera. 

Si se tiene la convicción de que existen errores debido a que se obtienen resulta¬ 
dos sin sentido pero las prueba fracasan en detectar realmente los errores, entonces es 
necesario aplicar un rastreo selectivo (e inclusive completo); es decir, imprimir re¬ 
sultados intermedios y comprobarlos paso a paso, 


Errores de resultados numéricos 


Cuando se calculan cantidades desconocidas, los resultados finales obtenidos suelen 
ser aproximaciones; es decir, no son exactos, sino que implican errores. Tales erro¬ 
res pueden resultar de una combinación de los siguientes efectos. Los errores por 
redondeo resultan del redondeo de cifras, como ya se analizó. Los errores experi¬ 
mentales son errores de datos con los que se cuenta (y que quizá surgen por medi¬ 
ción). Los errores por truncamiento resultan por el truncamiento (suspensión pre¬ 
matura) de cifras, por ejemplo, cuando una serie de Taylor se sustituye por la suma- 
toria de sus primeros términos Estos errores dependen de! método de cálculo usado 
y deben tratarse de manera individual para cada método aplicado. [Algunas veces 
"truncamiento" se usa como sinónimo de "recorte" (ver lo antes escrito sobre el re¬ 
corte), terminología que no se recomienda.] 
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Fórmulas para calcular los errores. Si a es un valor aproximado de una cantitj| 
cuyo valor exacto es a , entonces la diferencia :-x| 


se denomina error de a. Por tanto 6 

a = a + e, Valor verdadero = Aproximación + Error 



Por ejemplo, si a = 10.5 es una aproximación de a - 10.2, entonces su error es t 
-0.3. El error de una aproximación a = 1.60 de a = 1.82 es e - 0.22. 

El error relativo r de a se defíne como 


SU i 


e a — a 


Valor verdadero 


(a 0) 


Esta expresión parece ser inútil porque se desconoce a. Pero si |e | es mucho mentí 
que a, entonces es posible usar a en vez de a y obtener 


Esta expresión sigue pareciendo problemática porque se desconoce e , en caso de qu| 
fuera conocido, a partir de (1) se obtendría a = a + e y se habría terminado^ Pero lo 
que puede obtenerse en la práctica es una cota para el error para a; es decir, i 
número P tal que 

|e| S jG, por tanto, |a — a| = /3. 

Lo anterior establece la distancia máxima a la que puede estar la a desconocida de 1 
a calculada. De manera semejante, para el error relativo, una cota para el,error es u 
número P r tal que ' 

a ~ a I 

|e r | = /3 r . por tanto, \ - Pr- 


Propagación de errores 

Esta es una cuestión importante. Se refiere a cómo los errores al principio y en 
posteriores (de redondeo, por ejemplo) se propagan en los cálculos y como 
exactitud, algunas veces de manera muy drástica. A continuación se establee q 




T ¡Aunc¡ 6^ usuarios de la última edición de este libro observad que la definición se 
- do de e = a - a a 6 = S - a porque la segunda parece ligeramente mas conven,ente, ya que gu 

una semejanza con expresiones estándares que se presentan en análisis, como senes - suma pare, ^ 
residuo, integral = suma de Riemann + error, etc 

En las publicaciones sobre el tema se usan ambas notaciones. 


"1 ’1 ’V*) "i r ) O ^ **>. "i "•) ^ ■% ^ ^ ^ ^ 
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sucede con las cotas para el error en la adición y la sustracción: se suman, mientras 
que bajo la multiplicación y la división se suman las cotas para el error de los errores 
relativos. 

Teorema 1 (Propagación de errores) 

(a) En la adición y en la sustracción, al sumar las cotas para el error de los términos 
se obtiene una cota para el error para los resultados. 

(b) En la multiplicación y en la división, al sumar las cotas para el error de los 
errores relativos de los números dados se obtiene (aproximadamente) una cota para 
el error del error relativo de los resultados. 

Demostración, (a) Se usan las notaciones x = x +e,,y= y + e 2 , |e ,| á P,, |e 2 | S P 2 . 
Así, para el error s de la diferencia se obtiene 

|e| = |x — y — (x — y)| 

= |* - 3c - (y - y)l 

= kj - <y a tal + tal = ta + 02 - 

La demostración para la suma es semejante y se deja para el estudiante. 

(b) Para el error relativo E r de x .v, a partir de los errores relativos e rl y e r2 de 
x, y y de las cotas ¡3 rl y p r2 se obtiene 


xy — 3cy 


xy - (x - 6j)(y - e 2 ) 


«lí 1 + e 2 x — ej6 2 

xy 


xy 


xy 


- 6iy + -—1 a |e il + |e r2 | £ P rl + ÍW 

xy | 

Esta demostración indica qué se entiende por "aproximadamente": se despreció e, 
<= cuyo valor absoluto es muy pequeño en comparación con |e ,| y |e 2 |. La demos¬ 
tración para la división es semejante, aunque ligeramente más ingeniosa (ver el 
problema 21). 


Comentario sobre el método de selección 

Mientras más poderosa sea la computadora y más grande sea el problema a resolver, 
más importante es la elección de un mejor método posible, ya que mayor será la 
pérdida provocada por el uso de matemáticas poco idóneas o de métodos de cálculo 
inferiores. Los programas brillantes no pueden funcionar adecuadamente para una 
elección deficiente de los métodos; por otra parte, programas deficientes pueden arrui¬ 
nar buenos métodos, proporcionando resultados inexactos al cabo de mucho tiempo 
transcurrido. Si se utiliza un programa paquete de la biblioteca, entonces debe cono¬ 
cerse exactamente cuáles son su objeto y sus limitaciones. En muchos casos es nece- 
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sario estar preparado para modificar o cambiar el programa hasta que se obtenga éf 
óptimo para el problema en cuestión. 

La computadora no reduce la necesidad de un conocimiento aceptable del área 
que pertenece el problema y de la infraestructura matemática relacionada con !a so!; 
ción de éste. Inclusive en casos muy simples es posible aplicar recursos matemáticos 
numéricamente aceptables o numéricamente deficientes, como se ilustrará a conti-S 


Ejemplo 1. Ecuación cuadrática 
Encontrar las raíces de la ecuación 

x 2 - 40.x + 2 = 0, 

usando 4 dígitos significativos en los cálculos 

Solución. Una fórmula para encontrar las raíces x, y x 2 de una ecuación cuadrática ax 2 + bx + c ~ 0 c 


'b z — 4 <ac). 




Además, como x,x 2 “ c/a, otra fórmula para encontrar tales raíces es 


Xh como antes 


Con (3) se obtiene x— 20 ± \/j98 — 20,00 ± I9.95,x, = 39,95, x 2 = 0,05, lo cual es .deficiente, mientras 
que con (4) se obtiene x, = 39,95, x, = 2.000/39,95 = 0.05006, lo que guarda un error de menos de una 
unidad con respecto al último dígito, como puede observarse al efectuar un cálculo con más cifras. 

Comentario » Para evitar malentendidos: ia aproximación hasta 4S es por conveniencia; (4) es mejor que (3) 
sin importar el numero de cifras que se use. Por ejemplo, el cálculo hasta 8S aplicando (3) es x, = 39.949937, 
x, = 0 050 063, que es deficiente, y al aplicar (4) se obtiene x, como antes, x, = 2/x, = 0,050062657. | 

Problemas de la sección 18.1 

1. (Punto flotante). Escribir 98.17, — 100.988, 0.0047869, —13 800 en forma de punto flo¬ 
tante con 4 dígitos significativos. 

2. Escribir —0.01 68409, 10.27845, —30 681,55 en forma de punto flotante con 6 dígitos 
significativos. 

3. (Representación binaria). Casi todas las computadoras usan el sistema binario de nume¬ 
ración o una variante de éste, como el sistema en base 8 o el sistema en base ¡ 6. Escribir 
la conocida representación con base 10 en la forma (81.5) |0 y comprobar que 

(8L5) 10 = 8 ■ 10 1 -+ I • 10° -f 5 ■ 10" 1 = 2 6 + 2 4 + 2° + 2" 1 = (1010001 .\) T 

Convertir (100), 0 , (29.25), 0 y (3.75) {0 a forma binaria. 

4. Convertir (1000) J0 , (1 3.78125) J0 y (-22.0625), 0 a forma binaria. 

5. Convertir (11100.1 ) 2 , (0.00101 ) 2 , (1.101 1 1), y (— 1 1.01 101), a forma en base 10.. 

6. (Diferencias pequeñas de grandes números). Los errores por redondeo pueden volver¬ 
se particularmente desventajosos en las expresiones a — h cuando ay b son números muy 
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i¡gk0. 

feffi&ií . próximos entre si. Para ilustrar este hecho, calcular 0 36443/( 1 7.862 - I 7.798), primero 

,• usando los números como se dan, y luego redondeando paso a paso a 4, 3 y 2 dígitos 

significativos. 

7. E! cociente en e! problema 6 es de !a forma a/{b — c}., Escribirlo como — c~) y 

calcularlo primero con. 5 dígitos significativos y luego redondeando el numerador 12.996 
§lp¡§|? y el denominador 2.2822 paso a paso como en e! problema ó„ 

||pp: 8. Resolver x 2 — 20x +1=0 aplicando (3) y (4), usando 6 dígitos significativos (6S) en el 

gilí- cálculo. Comparar los resultados y hacer un comentario. 

9. Efectuar el cálculo en el problema 8 con 4S y 2S„ 

|§n|£ 10. Si a y ó son casi iguales, escribir una forma aceptable de calcular eos a - eos b. 

§pi| : 11. Indicar cómo es posible usar log a ~ log b - log ( a/b ) y e°~ b ~ e -"/e 6 en cálculos a fin de 

evitar la pérdida de dígitos significativos. 

12. Algunas aproximaciones a tc — 3,14159265358979 " • * son 22/7 y 355/113. Determinar 
ÉMpj ios errores y los errores relativos correspondientes hasta 3 dígitos significativos. 

g |." 13. Calcular tc aplicando la aproximación de Machín 1 6 are tan (1/5) — 4 are tan (1/239) hasta 

jJJ§ 10 dígitos significativos. [¡Observar que estos dígitos son correctos! Para los primeros 

jf|g 100 000 dígitos de n, consulte la obra de D, Shanks y J. W. Wrench, Mathematics of 

Computation 16 (1962), págs, 76-99.] 

* 14. Sean 32.03 y 12,2381 correctamente redondeados hasta el número de cifras que se 

muestra. Calcular el menor intervalo en que debe estar la suma exacta s de los números 
dados. 

U 15. Contestar la misma pregunta que en el problema 14 para la diferencia 32.03 - 13.238 I. 

^ 16. Ilustrar con un ejemplo que en cálculos con un número fijo de dígitos significativos e! 

resultado de sumar números depende del orden en que se sumen. 

17. Se tienen n números a,, - • • , a n , en donde a } está redondeado correctamente hasta Dj 

decimales. Al calcular la suma + - • • + a ¡t reteniendo D — mín D. decimales, ¿es esencial 

que primero se efectúe la adición y luego se redondee el resultado, o que primero se 
redondee cada número hasta D decimales y luego se efectúe la adición? 

18. Demostrar el teorema 1(a) para la adición. 

19. Calcular una tabla decimal a dos dígitos 7 de/(x) = xf 16, x — 0(1)20 y encontrar cómo está 
distribuido el error por redondeo. 

20. Demostrar que en el ejemplo 1 el valor absoluto del error dex, = 2 000/39.95 = 0,05006 

; es menor que 0.00001. 

| 21. Demostrar el teorema l(b) para la división 

18.2 SOLUCIÓN DE ECUACIONES POR ITERACIÓN 

, A partir de este momento, cada sección está dedicada a algún tipo fundamental de 

problema y los métodos de solución correspondientes. Se empezará con métodos 
para determinar las soluciones de una simple ecuación 

ü ) | m = 0 , 

tarea para la que prácticamente no existen fórmulas (excepto en unos cuantos 
casos simples), de modo que se depende casi por completo de los algoritmos 

1 La notación x ~ a{h)b significa x ~ a, a + h, a + 2h, , b 
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iMpil | 

numéricos./en (1) es una función dada. Una solución de (1) es un número * | 

tal que/» = 0. Aquí, s sugiere el término "solución", aunque también se usar^^^® | 

otras letras. '■ 

Algunos ejemplos son x 2 - 3.x + 2 = 0, x + x = 1, sen x - 0,5x, tan x - x, coMH| 

= secx, coshx eos x = -1, todas las cuales pueden escribirse en la forma (1). Las-d ^M | 
primeras son ecuaciones algebraicas porque la/correspondiente es un pohnonümB 
en este caso las soluciones también se denominan raíces de las ecuaciones. Las Qt| g|||l jS¡ | 
ecuaciones son ecuaciones trascendentes porque implican funciones trascendenté^i| l j^p 
La resolución de las ecuaciones (1) es una tarea de primera importancia, ya qu/||fj¡g| 
aplicaciones a la ingeniería son abundantes: algunas se presentaron en los capíta¡g||||||| 
2, 4 y 7 (ecuaciones características), 6 (fracciones parciales), 11 (eigenvalores, cero||¡||||| 
dé las funciones de Bessel) y 15 (integración), aunque existen muchísimas más. 

Las fórmulas con que se obtienen valores numéricos exactos de las solucto n^MB 
existen sólo en situaciones muy simples. En la mayor parte de los casos es necesario^^p 
usar un método de aproximación, en particular un método de iteración, es dectr,T|^^ 
método en el que se empieza con un x 0 tentativo inicial (que puede ser deficiente).|g|fe 
paso a paso se calculan aproximaciones (que, en general, son mejores cada vez) 
x , • • • de una solución desconocida de (1). A continuación se analizarán tres de tale|g^®: 
métodos, que revisten importancia práctica particular, y en los problemas de la sep| 

ción se mencionarán otros dos. JgjgHK 

En general, los métodos de iteración son fáciles de programar porque las oper|^^^ 
ciones de cálculo son las mismas en cada paso —de un paso a otro sólo cambian lj|ggg||| 
datos— y, lo que es más importante, si en un caso concreto se tiene que el métod«^g|| 
converge, entonces en general es estable (ver la sección 18.1). , i 


í"-. 

te#! 
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Iteración de punto fijo 8 para resolver ecuaciones í{x) 

(1) se transforma algebraicamente en la forma 


Luego se elige un x fl y se calculan x, = g(x 0 ), x 2 - g(x,) y, en general, 



s 


mSm 

Ww 


(3) x n + l = g^n) (n = 0, 1, ' • 

Una solución de (2) se denomina punto fijo de g, lo cual motiva el nombre del meto-.,mfe 
do, y es una solución de (1), ya que a partir de x = g(x) es posible volver a la 
original/x) = 0. Con base en (1) es posible obtener varias formas distintas de (2), y 
por consiguiente el comportamiento de las sucesiones iterativas correspondientes x 0 , M||| 
x,, • • ■ puede diferir, en particular con respecto a su rapidez de convergencia. Esto se |gjg 
ilustrará con un ejemplo sencillo. 


El uso actual de la expresión "punió fijo" no tiene absolutamente nada que ver con el de la sección 
anterior. 
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Ejemplo 1. Un proceso de Iteración (Iteración de punto fijo). 

Establecer un proceso de iteración para la ecuación/(x) - x 2 - 3x + I =0, Corno se conocen las soluciones 
x = 1.5 ± VL25, por tanto, 2.618 034 y 0.381966, 
entonces es posible observar el comportamiento del error a medida que avanza la iteración. 

Solución. La ecuación puede escribirse como 

(4a) x = gj(x) - ¿(x 2 + I), por tanto, x n + 1 = ¿(x n 2 + I), 

y si se elige x,, 8 * 1, se obtiene la sucesión (figura 401a) 

x Q - 1.000, JCj « 0.667, x 2 = 0.481, x 3 = 0.411, x 4 = 0.390, • - • 

que parece tender a la solución menor. Si se elige x„ = 2, la situación es semejante. Si se elige x„ = 3, se 
obtiene la sucesión (figura 401a, parte superior) 


,x 0 « 3,000, Xj = 3,333, x 2 = 4.037, ,x 3 - 5.766, 


que parece divergir. 

La ecuación también puede escribirse como 

(4b) x = g 2 (x) - 3 - - , por tanto, x n + j " 3 - , 

x 

y si se elige x a = 1, se obtiene la sucesión 

x 0 « 1.000, Xj = 2.000, x 2 = 2.500, x 3 = 2.600, x 4 - 2,615, - ■ 

que parece tender a la solución mayor. De manera semejante, si se elige x u ~ 3, se obtiene !a sucesión 
(figura 401¿>) 

x 0 = 3.000, *, = 2.667, i 2 = 2.625, * 3 = 2.619. x 4 = 2.618, 

En las figuras se muestra lo siguiente. En la parte inferior de la figura 401 o la pendiente de g,(.r) es menor 
que la pendiente dey = r, que es igual a I; asi, |g’,(x)| < I, y parece que hay convergencia. En la parte 




Figura 401. Ejemplo 1, iteraciones (4a) y (4b), 
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superior, g,(x) es más pronunciada (g',(x) > 1) y se tiene divergencia En la figura 4016, la pendiente ¿1 
g,(r) es menor cerca del punto de intersección (x = 2 618, punto fijo deg.,, solución dc,/[x) = 0), y paree 
que ambas sucesiones convergen. Con base en todo lo anterior es posible concluir que la convergencí 
parece depender del hecho de que en una vecindad de una solución la curva g(x) es menos pronunciad 
que la rectas “ x, y a continuación se verá que esta condición g'(x) < l (= pendiente de y = x) es suficieni 
para la convergencia. 

Un proceso de iteración definido por (3) se denomina convergente para un x fl s 
la sucesión correspondiente x 0 , x,, ■ ■ ■ , es convergente. 

El siguiente teorema, que tiene varias aplicaciones prácticas, proporciona un 
condición suficiente para que haya convergencia. 

Teorema 1 (Convergencia de una iteración de punto fijo). 

Sea x = s una solución de x = g(x), y suponer que g tiene una derivada continua e 
algún intervalo J que contiene a s. Entonces si Ig’WI S K < 1 en J, el proceso d 
itei ación definido por (3) converge para cualquier x Q en J. 

Demostración. Por el teorema del valor medio de cálculo diferencial, entre x y 
existe una t tal que 


(x in J)i- 


«W - #0) = g'(0(x - s) 

Como g(s) = s y x, = g(x 0 ), x 2 = gC*,), - - - , a partir de esto se obtiene 

K “ d = k(T n _ x ) - g(í)| 

= l^'Wl |* n _i - s\ 

= K K-i ~ A 

= K\g{x n _ 2 ) - g(j)| 

= K\g\t )| \x n _ 2 - s\ 

= K 2 \x n _ 2 - s\ 


Como K < 1, se tiene que K" ■—> 0; por tanto, |jc — —> 0 cuando n —> ~>. 

Se menciona que una función g que satisface la condición del teorema 1 se denomina 
contracción porque |g(x) - g(v)| 2 K\x — v|, en donde K < 1. Además, K proporciona 
información sobre la rapidez de convergencia. Por ejemplo, si K — 0.5, entonces la 
exactitud aumenta por lo menos en 2 dígitos en sólo 7 pasos, ya que 0.5 7 < 0.01 


Ejemplo 2. Un proceso de iteración. Ilustración del teorema 1. 
Encontrar una solución de f{x) ~ x 3 + x — 1 “0 por iteración. 


Solución. Un esquema aproximado muestra que una solución real está cerca de.x ” 1. Es posible escribir 
la ecuación en la forma 
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,y=f(x) 


*i x mili 

Figura 403. Método de Newton. 

En el segundo paso se calcula x 2 = x, -/íx.W/x,); ® el ter ° er P aSO , X 3 se calcu 
n^tt de x aplicando la misma fórmula, etc. Por tanto, así se obtiene el algoritmo 
seluestraen la tabla 18-1. La fórmula (5) deeste algoritmo tambren puede obten,-,-, 
a partir de la fórmula de Taylor (ver el problema 20). 

Tabla 18-1 _ n wgj 

ivípindó de Newton para resolver ecuaciones/^) - «• _üi 

__ —— — -—-- m j¡ 

ALGORITMO NEWTON (/",/', x 0 . e . N) 

Este algoritmo calcula una solución de/(x) - 0 dada una aproximación inicia^ 
x*(valor üdcial de la iteración). Aquí la función/(x) es contmua y posee una|, 
derivada continua/"' (x). lyí 

ENTRADA: Aproximación inicial x 0 , tolerancia e > 0, , 

número máximo de iteraciones N. |¡ 

SALIDA: Solución aproximada x„ (n < N) o mensaje de falla. J 

Para n = 0. 1, 2, ••• N- 1, ejecutar: 

1 Calcular/'(x). |} 

2 Si f'(x) = 0, entonces dar como SALIDA "Falla”. Detener el ;t 

- proceso. . ■■ 

[Procedimiento terminado sin éxito ] 

3 O bien, calcular 

I JCO 

(5) *„+l - X n f’( Xn ) ■ 


Six -X entonces dar como SALIDA x, 1+1 . Detener el proceso. 

{¡Procedimiento terminado con éxito J 


Wm 

B 1 
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| Si sucede que f' (x„) = 0 para alguna n (ver el segundo renglón del algoritmo), 

1 entonces se intenta con otro x 0 . El tercer renglón constituye el meollo del método de 

I: Newton La desigualdad del renglón 4 es el criterio de terminación; si se cumple, 

í entonces se ha llegado a la exactitud deseada de la aproximación y el algoritmo se 

? ” detiene. En el renglón 5 se proporciona otro criterio de terminación necesano porque el 

® método de Newton puede divergir o porque el primer x 0 pudo ser tan deficiente que no 

f se llegará a la exactitud deseada en un número razonable de iteraciones. Entonces se 

intenta con otrox n . Si/(x) = 0 tiene más de una solución, entonces diferentes elecciones 
de x pueden producir soluciones distintas. También, es posible que algunas veces una 
sucesión iterativa conveija aúna solución diferente a la esperada. 


5 Dar como SALIDA "Falla". Detener el proceso. 

[Procedimiento terminado sin éxito después de N iteraciones] 

'Fin de NEWTON 


Ejemplo 3. Raíz cuadrada. 

Establecer una Iteración de Newton para calcular la raíz cuadrada * de un número positivo dado c y 
aplicarla ac = 2. 

Solución. Se tiene *= fe. de donde/W = - c = 0./ 1 (*> - 2x y (5) asume la forma 


*n - c 
2x„ 


Para c = 2, al elegir jr„ = I se obtiene 

x¡ =. 1.500 000, x 2 = 1.416 667, x 3 = 1.414 216, x 4 = 1.414 214, • 
jr es exacto hasta 6D. 

Ejemplo 4. Iteración de una ecuación trascendente. 

Encontrar la solución positiva de 2 sen x = x. 

Solución. Haciendo/(x) « x - 2 sen x se obtiene/ 1 (x>.« 1 “ 2 cos x, y con (5) se obtiene 

— 2 sen x n __ 2<senx n — x n eos A n ) __ N# 

^n+l ” x n 1 — 2 COS X n 1—2 eos x n 

A partir de la gráfica de/se concluye que la solución está próxima a x 0 = 2. Se calcula 


■*n 

N n 


*n+l 

2.00000 

1.90100 

1.89552 

1.89550 

3.48318 

3.12470 

3.10500 

3.10493 

1.83229 

1.64847 

1.63809 

1.63806 

1.90100 

1.89552 

1.89550 

1.89549 


x = 1.89549 es exacto hasta 5D, ya que la solución hasta 6D es 1.895494. 

Ejemplo 5. El método de Newton aplicado a una ecuación algebraica. 
Aplicar el método de Newton a la ecuación/(x) = x' + x - I =0. 

Solución. Por (5) se tiene que 

x„ 3 + x„ - 1 _ 2x„ 3 + 1 
X n +1 - X n ~ 3 . r 2 + 1 3x n 2 + 1 ‘ 
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Empezando con .x n ~ 1 se obtiene 

Xj = 0,750 000, x 2 = 0,686 047, 


0,682 340, 


0,682 328, 


i dondq x 4 es exacto hasta 60, Al comparar con el ejemplo 2 se observa que ia presente convergencia! 


mucho más rápida. Este hecho puede motivar el concepto de orden de un proceso de iteración , que 


analizará a continuación. 


Orden de un método de iteración. Rapidez de convergencia 


A continuación se verá cómo es posible caracterizar la calidad de un método de iterd0!m 
ción juzgando la rapidez de convergencia, como se muestra a continuación. 

Sean x j|+| = g(x n ) que define un método de iteración y x n que 



. : se aproxima a úrígll 

solución s de x = g(x). Así, x n = s — e n , en donde e n es el error de x n . Suponer qu$|2 
es diferenciable varias veces, de modo que al aplicar la fórmula de Taylor se obtieri^pH^ 

me 


( 6 ) 


*n+l = 8(*n> = SM + g'(s)(x n - s) + £g"(s)(x n - s) 2 + 


g(s) - g'(s)e n + ig'Xs)e n 2 + 


ijsi 
m 

|jj 

teft 1 


El exponente de s n en el primer término que no desaparece después de g(s) se denip^H§ 
mina orden del proceso de iteración definido por g. Este orden mide la rapidiv d> © 
convergencia. 

Para ver lo anterior, a ambos miembros de (6) se resta g(s) = s. Luego, en . j 


izquierda se obtiene x ))4 ., - s = r e „ + ,, en donde e ;i+ , es el error de x )í+ ,, y en la derechffP®* 


la expresión que queda es casi igual a su primer término diferente de cero porque |e 
es pequeño en el caso de convergencia. Así, 


«I 


(7) 


(a) 

(b) 


+ g'(s)e n 
-i s'\s)e n 2 


en el caso de primer orden 
en el caso de segundo orden, 


M 




etc. 


Por tanto, si en algún paso se tiene que e 
E, 1+l = constante ■ 10" 2 * 
duplica en cada paso. 




10 , entonces • 


es para el segundo orden, :"0 ' 
de modo que el número de dígitos significativos casi s ©l|||fí' 


Por ejemplo, en el método de Newton, g(x) = x ~JJx)/f'(x) y por diferenciación, 
f'M 2 - /(x)/"(x) /(x)/"(x) 


g'W 


f'w 2 f'M 2 

Como/( j) = 0, lo anterior muestra que también g' (s) = 0. Entonces, el método de! 




Newton es por lo menos de segundo orden. Si de nuevo se extrae la derivada y se 


hace x = s, se encuentra que 

( 8 ) 


g'\s) 


f"(s) 


f'M ’ 

que, en general, es diferente de cero. Así se demuestra el 
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Teorema 2 (Convergencia de segundo orden del método de Newton) 

Sifx) es tres veces diferenciable yf vf’ son diferentes de cero en una solución s de 
,f[x) = 0, entonces para x Q suficientemente próximo a s, ei método de Newton es de 
segundo orden. 


Comentario. Para el método de Newton, (7b) se vuelve, por (8), 

. _ fW . 2 


(9) 


2 f'(s) 


Ejemplo 6. Estimación previa del error. 


En e! ejemplo 4, usar.x u = 2 y x, = 1.901 para calcular cuántas iteraciones son necesarias para obtener la 
solución hasta 5D de exactitud Esta es una estimación a priori o estimación previa porque es posible 
calcularla sólo después de una iteración, antes de efectuar iteraciones adicionales. 


Solución. Se tiene 


/y) /”<* i> 


2 sen x, 


2 f(s) 2/ f (Xj) 
Por tanto, ai aplicar (9) se obtiene 

|e n + 1 | “ 0-57e„ 2 « 0.57 3 6^. 


2(1 


2 eos x,) 


> 0,57, 


0.,57 M e 0 2n + 2 m 5 


io- 


en donde M ~ 2" + 2"' 1 + + 2 +1 = 2 " 1 - l„ A continuación se demostrará que e (t = 

consecuencia, la condición se vuelve 


-0.1 I. En 


0,57 m 0.I 1 2,1 + 2 = 5 • 10" 


Por tánto, n ? 2 es ia menor n posible, según está cruda estimación, lo cual concuerda bien con el 
ejemplo 4 


0 10 = 


= -0,1 1 se obtiene a partir de e, - -r)- (e 0 - j) - —,.r, 4- x t] = 0 10, por tanto, e , = e„ + 

-0.57e ,7 o 0,57 e f + e „ + 0. i 0 = 0, con lo que se obtiene £ „ = -0, i 1, i 


Dificultades en el método de Newton pueden presentarse si |/’(.v)| es muy pequeño 
cerca de una solución dey(x) = 0 o, geométricamente, si la tangente de/(x) en el punto 
de intersección casi coincide con el eje x (de modo que puede ser necesario usar 
doble precisión a fin de obtener/(x) y/’ (x) lo suficientemente exactas). Asi, para 
valores x = 7 lejanos a una solución s sigue siendo posible obtener pequeños valores 
funcionales 


R(l) = f{s). 


En este caso, se dice que la ecuación /(xjj^O está mal condicionada. 7?( s ) se deno¬ 
mina residuo de_/(x) en i - . Por tanto, un residuo pequeño garantiza un pequeño error 
de s sólo si la ecuación no está mal condicionada. 
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Ejemplo 7. Una ecuación mal condicionada. 

- il¡|jPB&£ 

/( x) - x 5 - 1 0~*x = 0 está mal condicionada., x ~ 0 es una solución./'(0)" 10 -4 es pequeña. En $ - 0. 

resíduo/O- I) = 2 • 1 Ox" 5 es pequeño, pero el error “0.1 es más grande en valor absoluto por un ^ ac torí(e^^^S BBffllí' 

5000.. Proponer un ejemplo más drástico. 

Método de la secante para resolver ecuaciones f{x) = 0 

Si en el método de Newton se sustituye la derivada/' ( x ) por el cociente de diferem 

fu.) - í^LJk^ú . 


¡¡IfUjCIÓN DE ECUACIONES POR ITERACIÓN 


ff x ) —í»- ^-1 - 

W /(*„) - /C* B _ X ) 


fu,) - f< /: fe/ 1 ■ 

entonces se obtiene el método de la secante. ^ ' •. _ 

Así, en vez de (5) se tiene pR 

(10) X " + 1 = /Un) '/(*„) ~ fin-ó ' 

- fli »' 

1 «WBp fjfe 

Geométricamente, el ejex es cortado enx jl+| por la secante de/x) que pasa por|gj>|. 
y P en la figura 404. Se requieren dos valores iniciales x 0 y x,, pero asi se evita ej fe 

cálculo de las derivadas. El método no es tan bueno como el de Newton (ver la obnj pgjg i j i 3p 
[El6] citada como referencia en el apéndice 1), aunque es preferible si para calculaíjj 
una/' (x) se requiere más de la mitad de las operaciones necesarias para calcular UnaS fe 

/(x). El algoritmo es semejante al del método de Newton, como se pide demostrar á¡i 

estudiante. No es recomendable escribir (10) como m99h|É M 

= X n-l/U'n) ~ x n/( x n-l> M Bp P 

X n + 1 - /(x) _ /<*„_,) ’ 9KS 

porque esto puede producir la pérdida de dígitos significativos si x n y x H _, son casi) , , V'-. \ 

iguales. (¿Puede ver esto a partir de la fórmula?) RMÉt H 

• ■y y = Secante jí 


Los valores numéricos son 


n 

*n-\ 

*n 


D„ 

** + l “ x n ■ 

1 

2 

3 

2.000 000 
1.900 000 
1.895 747 

1.900 000 
1.895 747 
1.895 494 

-0.000 740 
-0.000 002 

0 

-0.174 005 
-0.006 986 

-0.004 253 
-0.000 252 

0 


x, = 1.895494 es exacto hasta 6D, Ver el ejemplo 4 * 

El método de bisección (que es más bien deficiente) y el método de falsa posi¬ 
ción (regula falsi) serán considerados en los problemas de la sección. 

Problemas de la sección 18.2 
Iteración de punto fijo 

1. ¿Por qué se obtiene una sucesión monótona en el ejemplo I, pero no en el ejemplo 2? 

2. Realizar las iteraciones indicadas a final del ejemplo 2. Trazar una figura semejante a la 
figura 402. 

3. Calcular la solución de x 4 = x + 0.12 cerca de x = 0 transformando algebraicamente la 
ecuación a la forma (2) y empezando desde x 0 = 0 (8S = 8 dígitos significativos). 

4. La ecuación en el problema 3 tiene una solución cerca de x = I. Calcularla para 
x = Vx + 0.12, empezando desdex„ = I (8S). 

5. Usar iteración para demostrar que la menor solución positiva de x= tan x es aproxiinada- 
mente4,49. Sugerencia. A partir délas gráficas dex y tan x concluir que una solución está 
próxima a x 0 = 3rt/2; escribir la ecuación en la forma x = n + are tan x. (¿Por qué?) 

6. Resolver x = eos x por iteración (x 0 = 1,20 pasos, 6S.) 

7. Demostrar que x = eos x puede transformarse a x — I - (sen 2 .x)/( I + x) y que 15 pasos con 
x 0 = I proporciona x = 0.739085 (exacto hasta 6S). 

8. Demostrar que x = eos x puede transformarse a (x eos x) 1 ' 2 = x, con lo que se obtiene el 
resultado del problema 7 con 6 pasos. 

9. Demostrar que si g es continua en un intervalo cerrado / y su rango está en /, entonces la 
ecuación x = g(x) tiene por lo menos una solución en ese intervalo. Ilustrar que puede 
tener más de una solución. 

10. ¿De qué orden son los procesos en el ejemplo I? 


——" s X n + I X n x n ~ 1 x 

Figura 404. Método de la secante. 

Ejemplo 8. Método de la secante. 

Encontrar la solución positiva de fix) = x - 2 sen x = 0 aplicando el método de la secante, empezando 
desde x„ = 2, x, = 1,9. 


Solución. Aquí, (10) es 


c„ - 2 sen x„)(x„ - x„_i> 
x„_i + 2(senx n _j - sen x n ) 


! 

VSSS'ivÍB: 


Método de Newton 

Calcular la solución (hasta 6D de exactitud) por el método de Newton, empezando desde el x 0 
dado. (Primero intentar trazar la gráfica de la función, a fin de ver qué sucede.) 

11. x 3 - 5x + 3 = 0, x 0 = 2 12. x = eos x, x 0 = I 

13. x 5 + O.üSx* + 0.7x 3 - 3.45x 2 - l.lx + 1.265 = 0, x 0 = 1 

14. e~ x - tan x = 0, x 0 = I 15. sen x = cot x, x 0 = 1 

16. x + In x = 2, Xq — 2 17. e- x, x 0 = 0.5 

18. Diseñar una iteración de Newton para hjc (c > 0). Usar lo anterior para calcular 
Jl, \Í2, ÍÍ2, 5/2,(6D,x 0 = 2). 


n ' : i ^ i 


*■) ’) 0 y ) -) ,) fe --fe -fe ^ ^ % «d ^ ^ ^ # m % © # o ^ @ ^ ^ # 0 
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19. Diseñar una iteración de Newton para las raíces cúbicas y calcular \Jl (6D, x 0 = 2) 

20. Obtener la fórmula del método de Newton por truncamiento de la serie de Taylor 

Método de la secante 

Resolver el problema dado aplicando el método de la secante, usando x 0 y x, como se ind' 

21. Prob. 11; x 0 = 1.5, Xj = 2 22. Prob. 14; x 0 = l.*i = °- 7 


jE^jr-r r c . < > / < i ¡ c < < < r í r < <" í c í i ( c r ( 


Encontrar todas las soluciones reales de las siguientes ecuaciones aplicando el método de falsa 
posición, 

31. x 3 = 5.x + 6 32. eos x = Vx 33. x 4 = 2 


23. Prob. 15; x n 


24. Prob. 12; x 0 = 0.5, x l = 1 


Método de bisección y método de falsa posición 

26. (Método de bisección). Este método sencillo pero de lenta convergencia para encontrar 
una solución de_/[x) = 0 con/continua se basa en el teorema del valor intermedio, qui 
establece que si una función continua/tiene signos opuestos en algunos i = oyr=6(: 
a); es decir, que si sucede/(n) < 0 ,J[b) > 0 o fa) > 0, f[b) < 0, entonces/debe ser 0 en 
alguna parte de [a, ó]. La solución se encuentra por bisección repetida del intervalo ; 
eligiendo en cada iteración la mitad que también satisface esta condición del signo. Escri 
bir un algoritmo para ejecutar el método de bisección, resolver eos x = x, tomando a 
b = 1, y comparar la rapidez con lá del problema 12. 

Encontrar una solución de las siguientes ecuaciones aplicando el método de bisección 

iteraciones) 

26. e~ x = ln x, a = 1, b = 2 27. e* + x 4 + x = 2, a = 0, b 

28. x 3 - 2x 2 + 6x = 10, a = 1.7, 29. x 2 = ln x + 3, a = 1, b 

b = 1.8 

30. (Método de falsa posición; regula falsi). En la figura 405 se muestra la idea Se supone 
que/es continua Calcular la abscisa al origen c 0 de la recta que pasa por (,a 0 ,J[a 0 ), 
fb 0 )). Si/c 0 ) = 0, entonces ya se ha terminado Si /(n 0 )/[c 0 ) < 0 (como en la figura 405) 
se hace o, = o 0 , i, = c c y se repite a fin de obtener c,, etc Si A a aiA c o> > °> entonccs 
f[c 0 )/[b B ) < 0 y se hace o, = c 0 , ó, = ¿> 0 , etc Demostrar que 


0 ñb 0 ) - f(a 0 ) 

y escribir un algoritmo para ejecutar este método. [En general, el método es de primer 
orden y es aceptable para empezar, aunque no debe aplicarse cerca de una solución.] 


x 4 + x = 2, a = 0, b 
ln x + 3, a = I, b 



33. x 4 = 2 


34. En el problema 33, los valores aproximados de la solución positiva siempre son algo 
menores que el valor exacto de la solución. ¿Por qué? 

18.3 INTERPOLACIÓN 

Interpolación significa encontrar valores funcionales (aproximados)/[x) para una x 
entre valores x diferentesx Q ,x ]t ■ ■ ■ ,x n para los que están dados los valores de/(x). Lo 
anterior se conoce a partir de una tabla de logaritmos, o puede pensarse que se tienen 
valores registrados (temperaturas, resultados de censos como en el problema 54 de 
los problemas de la sección 1.7, etc.) Asi, los valores dados 


pueden provenir de una "función matemática" definida por una fórmula o de una 
"función empírica" que resulta de la observación o de la experimentación. 

Así pues, una idea normal en la interpolación es encontrar un polinomio pfx) de 
grado n (o menor) que asuma los valores dados; así, 


Pn<. x o> 






Figura 405. Método de falsa posición. 


Este/?,, se denomina polinomio de interpolación yx Q , • • • ,x n se denominan nodos. Sifx) 
es una función matemática, entonces p n se denomina aproximación de/(o aproxima¬ 
ción polinómica, ya que existen otras clases de aproximaciones, como se verá posterior¬ 
mente). p n se usa para obtener valores (aproximados) de f para x que están entre x 0 y x 
("interpolación") o que algunas veces están fuera del intervalo ("extrapolación"). 

Existencia y unicidad. p n que satisface (1) para datos específicos existe: a continua¬ 
ción se proporcionarán fórmulas para p n . p n es único. En efecto, si un polinomio q n 
también satisface q n (x g ) =f 0 , • • - , q n (x n ) =f u , entonces p„(x) - < 7 „(x) = 0 en x 0 , • • •, x (I , 
pero un polinomio p n - q n de grado n (o menos) con n + 1 raíces debe ser idénticamente 
cero, como se sabe por álgebra; así,p (| = q n , con lo que se ha demostrado la unicidad. 

Cómo determinar p n . Esta es una importante pregunta práctica. Se contestará expli¬ 
cando varios métodos estándares. Para datos específicos, con tales métodos se obtie¬ 
ne el mismo polinomio, por la unicidad recientemente demostrada (¡que por esto 
reviste interés práctico!), aunque en varias formas, que difieren en la cantidad de 
esfuerzo computacional para determinarlas. ■ 


Interpolación de Lagrange 

Dados (x 0 ,/ 0 ), • • •, (x n ,f H ) con Xj arbitrariamente espaciado, Lagrange tuvo la idea de 
multiplicar cada f. por un polinomio que es 1 en y 0 en los demás n nodos, y luego 
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efectuar la suma de estos n + 1 polinomios a fin de obtener el único polinomio i 
interpolación de grado menor o igual que n. Empezando con el caso más simpl’|^®“®' 
enseguida se verá cómo funciona lo anterior. 

La interpolación lineal es interpolación mediante la recta que pasa por ( x 0 ,f Q ), (iwl 
_/¡); ver la figura 406. Así, debido a esta idea, el polinomio lineal de Lagrange p r¡ esWk 
una suma p¡ = L 0 f 0 + L, e n donde £, es el polinomio lineal que es igual a 1 eni”'|8Í 
y 0 en x,; de manera semejante, L¡ es 0 en r„ y 1 en x,. Resulta evidente que 


L 0 (x) 


LAx) 


*0 **1 i 

Con lo anterior se obtiene el polinomio lineal de Lagrange 


( 2 ) 




f o + 




,y 

Error —-- 



/ I/q iPjfx) 

_1_!_ 

r 1 

1 

_t_ 



x 0 X *1 

Figura 406. Interpolación lineal. 


ejemplo 1. Interpolación lineal de Lagrange. 

Calcular ln 9.2 a partir de In 9.0 = 2.1972, In 9.5 = 2,2513 por interpolación lineal de Lagrange y 1 j 

determinar el error a partir de ln 9.2 = 2.2192 (4D). | 


Solución. ,x 0 = 9,0, x, - 9.5,7 q - ln 9 0,/ 0 = ln 9.5. En (2) se requiere 

9.2 - 9.5 „ , . _ „ 9.2 - 9.0 


L 0 (9.2) 

y se obtiene la respuesta 


9.0 - 9.5 


0 . 6 , 


Z-l (9.2) 


9.5 - 9.0 


= 0.4 


ln 9.2 - p,(9.2) = í. 0 (9.2)/ 0 + ¿.¡(9.2)/¡ = 0.6 • 2.1972 + 0.4 • 2.2513 = 2.2188. 

El errores e = a— a —2.. 2192 - 2.2188 = 0,0004. Por tanto, la interpolación lineal no es suficiente aquí 
para obtener 4D de exactitud; debe ser suficiente para 3D de exactitud. 1 

La interpolación cuadrática es interpolación de los puntos dados (x Q , f 0 ), (x,,/,), 
(x 2 ,f 2 ) mediante un polinomio de segundo grado p 2 (.x), lo cual según la idea de 
Lagrange es 

(3a) p 2 (x ) = L 0 (x)f 0 r L¡(x)f¡ -I- Z- 2 (x)/ 2 

con L 0 (x 0 ) = 1, Z,!(x!) = 1, L 2 (x 2 ) = 1 y L 0 (x t ) = L Q (x 2 ) = 0, etc. Se afirma que 


W 

* cfr,' 

•Vít’; 

«íte- 

■w 

"’c: 

■fíl-iT 

WVPA - 

fet 


ífe 

S§-, 

(ítsr s 

íSÍMíI 


/ 0 to (* - *i)(x - x 2 ) 


(3b) 


Eo(x) 



(■*0 

- XjXx,, - x 2 ) 

¡l(x) 

(X 

- X 0 )(x - x 2 ) 


(X X 

^ 0)^1 ^ 2 ) 

/ 2 (x) 

(x 

- X 0 )(x - x x ) 


¡2 ^X 2 ) 0*2 x 0 ){x 2 • X l9 


¿Cómo se obtuvo esto? Bien, el numerador se hace L k (xJ) = 0 siy *k, y el denomina¬ 
dor se hace L k (.x k ) = I debido a que es igual al numerador en x = x k . 

Ejemplo 2. Interpolación cuadrática de Lagrange. 

Calcular ln 9.2 aplicando (3) a partir de los datos del ejemplo 1 y ln 11.0 = 2.3979. 
Solución, ln (3), 

£ (X ) = (jf ~ 9 - 5){x ~ 1 '--P i- = x 2 - 20.5x + 104.5, L 0 ( 9.2) = 0.5400, 

° W (9.0 - 9.5)(9.0 - 11.0) u 

_ (x - 9.0)(x - 11.0) _ _ [ 

~ (9.5 - 9.01(9.5 - 11.0) 0.75 

(x - 9.0)(x - 9.5) I 


LAx) 


: (x 2 - 20x + 99), 
•(x 2 - 18.5x + 85.5), 


LA9.2) = 0.4800, 


LA 9.2) 


0 . 0200 , 


(11.0 - 9.0)01.0 - 9.5) 3 

de modo que con (3a) se obtiene, exacto hasta 4D, 

ln 9.2 ~ p 2 ( 9.2) = 0.5400 • 2.1972 + 0.4800 ■ 2.2513 - 0.0200 - 2.3979 = 2.2192. B 

Interpolación polinómica general de Lagrange. Para n en general se obtiene 


(4a) 


n n i < x ) 

i(x) =» p n (x) = 2 L kW-rk ~ 2 1 \ fk 

fc = 0 


k-0 W 


en donde L k (x¡) = 1 y 0 en los otros nodos. Esto se obtiene si se toma 

/„(*) = (x - JCj)(x - x 2 ) ■■■ (x - x n ), 

(4b) l k (x) = (x - x 0 ) • ■ • (x - x k _ 1 )(x - x k+1 ) ■ ■ ■ (x - x n ), 0 < k < n, 

/ n W = (x ~ * 0 )(x - Xj) ■ ■ • (x - x„_!). 

Es fácil ver que p„(x k ) = f k . En efecto, al analizar (4b) se observa que l k (x k ) = 0 siy 
k, de modo que para x = x k , la suma en (4a) se reduce al simple término U k ( x k V 

¡k¿ t )V k -fr 


1, 3 9 "j V VO 


-) V 


/i •') ■) '■) 3 3 3 3 ) 3 : 'D 0 : '9> ' 


/Sfíl 


3 ^ A 3 '!) 3 -j J a ü j $ i/ ^ A) 'S # i? 
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MÉTODOS NUMÉRICOS EN GENERAtf 


Estimación del error. Si/es en sí un polinomio de grado n (o menos), entonces deb'gt^f 
coincidir con p n porque los n + 1 datos (* 0 ,/ 0 ), • • • , (x n ,/ n ) determinan un polinomio®! 
de manera única, de modo que el error es cero Así, el/especial tiene su (n + 1 )-ésimaf"" 
derivada idénticamente cero. Lo anterior hace plausible que para un /general su (4 
l)-ésima derivada/*"* 1 ’ debe medir el error e „(x) =/x) - p„(x). Es posible demostrár1t§p¡ 
que esto es cierto si/*"*” existe y es continua, y que, con una t idónea entre x„ y x (¿§l||¡ 
entre x 0 , x H y x si se extrapola), ' " ■' sí5 - s ** 
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sam. 


(5) 


= f(x) - pjx) = (x - x 0 )(x - Xj) • ■ - (x - x n ) 


/ (n + 1) (í) 


(« + D! ' 


Por tanto, e Jx) = 0 en los nodos. También, se obtienen cotas del error al tomar los, : t§¡®& 
valores menor y mayor d e/*' 1 * 1 ’^) sobre el intervalo r„Slí x n (o sobre el intervalo 
que también contiene a x, en caso de que se extrapole). Lo que es más importante:%É¡j| 


como p n es único, como acaba de demostrarse, entonces se tiene el siguiente 


Teorema 1 (Error de Interpolación) 


Con la fórmula (5) se obtiene el error para cualquier método de interpolación: 


polinómica si la (n + l)-ésima derivada dej[x) es continua. 




Ejemplo 3. Estimación del error de la interpolación lineal. Daño por redondeo. 
Estimar el error en el ejemplo 1 aplicando la expresión (5). 

Solución, n = !,/■(/) = In t,/%t)= Ut,f'\t)-~Ut 2 ,de donde 


«iW = (x - 9.0)(x - 9.5) { ~^¡r , 


0.03 

ei(9.2) = - 5 - , 


Con / = 9.0 se obtiene el máximo 0 03/9 2 = 0 00037 y con i - 9.5 se obtiene el mínimo 0 03/9 5 2 = 
0.00033, de modo que se obtiene 0.00033 < e ,(9.2) < 0 00037 o, lo que es mejor, 0.00038 porque 0 3/81 
« 0.003 703 • 

Pero el error 0 ,0004 en el ejemplo l no concuerda, por lo que es posible aprender algo. Al repetir el 
cálculo con 5D en vez de con 4D se obtiene 


In 9.2 » Pj(9.2) = 0.6 ■ 2.19722 + 0.4 - 2.25129 = 2.21885 


con un error real le - 2,21920 -2,21885 = 0..00035, que está satisfactoriamente próximo a la mitad entre 
las dos cotas para el error. 

Lo anterior muestra que ia discrepancia (0.0004 contra 0.00038) fue causada por el redondeo, que no 
es tomado en cuenta en (5). B 


ft 

Mmr 


MM'í 1 
dgzm ¡ 
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Interpolación de Newton con diferencias divididas 


UjTíKfc-J 

Él 


En la práctica, a menudo no se conoce el grado del polinomio de interpolación con el 
que se obtendrá la exactitud requerida, por lo que es necesario prepararse para incre- ||| 
mentar el grado en caso de ser necesario. Mientras que en la interpolación de Lagrange ;, . j 

seria necesario un polinomio totalmente nuevo, en la interpolación de Newton es M 


posible usar el trabajo ya realizado y simplemente agregar otro término, como se 
mostrará a continuación. Sea p n . t (x) el (n — l)-ésimo polinomio de Newton (cuya 
forma se determinará posteriormente); asi,¿ 7 n _,(x 0 ) =/ n , • • . Además,' 

el n-ésimo polinomio de Newton se escribirá como 


(6) 


PnW = Pn-lW + ?«W- 


( 6 ') 


S „W = P n W “ Pn-lW 


a detenninar de modo que p n (x 0 ) =f 0 , ■ ■ ■ ,P„(x „) =/,. 

Como p u y p n _ , coinciden en x 0 , ■ ■ ■ , x (| _,, se observa que g n es cero ahí. También, 
por lo general g n es un polinomio de grado n porque este es el grado de p n , en tanto 
que p H _i puede ser cuando mucho de grado n ~ 1. Así, g H debe ser de la forma 


( 6 ") 


tf„(x) = a n (x - x 0 )(x - xp • • • (x - x n-1 ). 


A continuación se determinará la constante a n . Para lograrlo, se hace x = x n y ( 6 ”) se 
resuelve algebraicamente para a n . Al sustituir g„(x n ) según ( 6 ’) y usarp (| (x (| ) —f n , 
se observa que con lo anterior se obtiene 


(7) 


fn - Pn-lW 


(x„ 


T 0 )(X n - Xj) ■ ■ ■ (X n 


Se demostrará que a k es igual a la k-éslma diferencia dividida, que se denota y 
define recursivamente como 


/[.fn. X,] 


f 1 - /o 


£¿2 /[Xq, X|, X 2 ) 


l l -'O 

/[Xj, x 2 ] - /[X 0 , Xj] 


y en general 

( 8 ) 


/[*0’ 


x fc ] 


ñx V 


x k ] - /U 0 , • • • , X k _ 1 ] 


Demostración. Si n = 1, entonces p n _ ,(x () ) = p 0 (x¡) = f 0 , de modo que con (7) se 
obtiene 


/1 Po^Xi) f 1 f o 


/[Jo- *i3. 


*1 'o 1 A o 

y con ( 6 ) y ( 6 ") se obtiene el polinomio de interpolación de Newton de primer 
grado 
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Si n = 2, entonces con estep, y con (7) se obtiene 

f 2 ~~ P 1 ^ 2 ) f 2 /o t X 2 ~~ Xq)/[Xq, X ]i 

(A '2 Aq)(A"2 Aj) 


(x. 


A ())í V 2 


ti) 


/[x 0 , x r x¡A$ 




en donde la última igualdad se obtiene por cálculo directo y por comparación con}| 
definición del miembro derecho. (Comprobar este hecho.) A partir de (6) y (6")|| 
obtiene entonces el segundo polinomio de Newton ’ í| 

p 2 (x) = f 0 + (X — A' 0 )/[x 0 , Xj] + (x — X 0 )(X - Xj)/[x 0 , X v X z ]. ;i 

i 

Para ti = k, al aplicar la fórmula (6) se obtiene ' ig 

(9) p k (x) = p fc _j(x) + (x - x 0 )(x - Xj) • • • (x - x k _ 1 )/[x 0< • • • , x k ].J 

Con p 0 (x) = /, por aplicación repetida con k = 1, • • • , «, finalmente se obtiene la 
fórmula de interpolación con diferencias divididas de Newton. 


, INTERPOLACIÓN 

f(x) - p 3 (x) = 2.079 442 + 0.117 783U - 8.0) - 0.006 433(x - 8.0)(x - 9.0) 

+ 0.000 41 l(x - 8.0)(x - 9.0)(x - 9.5). 

En x = 9.2, 

/(9.2) » 2.079 442 + 0.141 340 - 0.001 544 - 0.000 030 = 2.219 208. 

El valor exacto hasta 6D es /[9, 2) = ln 9.2 = 2.21920.3. Observar que puede verse satisfactoriamente 
cómo la exactitud aumenta de término a término: 

Pl (9.2) = 2.220 782, p 2 (9.2) = 2.219 238, p 3 (9.2) = 2.219 203. 1 

Tabla 18-2 

Interpolación de Newton con diferencias divididas 


( 10 ) 


/(X) - /„ + (X - X 0 )/[X 0 , Xj] + (X - X 0 )(X - Xjf [X 0 , X V X 2 ] 
+ • - • + (X — Xq) • • ■ (x — x n _ 1 )/[x 0 , ’ 


En la tabla 18-2 se presenta un algoritmo. En el primer ciclo "do" (de ejecución) 
calculan las diferencias divididas y en el segundo, el valor deseado p„ (x). :¡PfjÉS 

En el ejemplo 4 se muestra cómo arreglar diferencias próximas a los valores 
partir de los cuales se obtienen; las últimas siempre están a medio renglón haci a, ' r , V' 
arriba y medio renglón hacia abajo en la columna previa. Tal arreglo se denomina|g|¡|j 
tabla de diferencias (divididas). *j’“ 


Ejemplo 4. Fórmula de Interpolación con diferencias divididas de Newton. 
Calcular/19.2) a partir de los valores dados. 


fj - fixj) 


8.0 

( 2.079 

4421 

( 0.117 

NT 

00 

r- 




9.0 

2.197 

225 




0.108 

134 

9.5 

2.251 

292 






0.097 

735 

11.0 

2.397 

895 




fUj. x i+1 ] 


flxj. x j+1 . x j + 2 l flx J. • - ■ , x j + a ] 


f^Q.0006 433) 
-0.005 200 


(O.OOO 411) 


Solución. Las diferencias divididas se calculan 
— 0.108! 34)/( 11 - 9) =-0.005200. Los valores 
Se tiene 


lan como se muestra Cálculo por muestreo: (0.097735 m 
:s que se requieren en {10) están encerrados en un circulo, 


íü 

‘tiifs'i 

US* 

m 


ALGORITMO INTERPOL (x 0 , • • ■ x„;/ 0 , - • i) 

Este algoritmo calcula una aproximación p n (x) de /(x) en x. 

ENTRADA: Datos (x 0 ,/ 0 ), (x,,/,), • • • , (x„,f„); x 
SALIDA: Aproximación p u (x) de /(x) 

Hacer/[Xy] (j = 0, ■ ■ ■ , n). 

Para m=l,---,n-l, ejecutar: 

Para j = 0, • • • , n - m, ejecutar: 
f ['/' » Xj 771 ) 

/[Xj + 1 , ■ • • > X) + m1 ~ f[Xj, ’ Xj + m-l] 


X j + m X j 


Fin 


Fin 

Hacer p 0 (x) =/ 0 . 

Para k = 1 ejecutar: 

P k (x) = p fc _ 1 (x) + (x - x 0 ) • • • (x - x fc _ 1 )/[x 0 , ,x k ] 
Fin 

SALIDA P„(i) 

Fin de INTERPOL 
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MÉTODOS NUMÉRICOS EN GENERAIS 

' 1 

Separación igual: Fórmula de interpolación con diferencias 
hacia adelante de Newton 

La fórmula de Newton (10) es válida para nodos arbitrariamente espaciados como: 
pueden ocurrir en la práctica en experimentos u observaciones. Sin embargo, en muchas; 
aplicaciones las x . están separadas de manera regular, por ejemplo, en tablas de fun¬ 
ciones o en mediciones a intervalos regulares de tiempo. Así, es posible escribu' 


I© £■■■ ('■ ( : r C < O: C: © C c. > © © © (.:■ © <©' ©' © (. ■ © C. © 

;§r "• ■ ' 
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que es (13) con 1 en vez de k. Se ha demostrado la fórmula (13). ■ 

5jg( 

Por último, en (10) se hace x = x„ + rh. Entonces x - x 0 = rh, x -x, = (r - l)/¡ 
porque x. -x g = h, etc. Con lo anterior y (13), la fórmula (10) se vuelve la fórmula 
de interpolación con diferencias hacia adelante de Newton (o de Gregory w - 
Newton) 


Xq "b h, Xq 


x 0 + 2 h. 


x 0 + nh. 


Se demostrará cómo en este caso se simplifican (8) y (10). 

Para empezar, la primera diferencia hacia adelante de/"en Xj se define como 


A fj “ fj+i ~ © 

la segunda diferencia hacia adelante de/en Xj se define como 

A 2 fj = A/ j + 1 - A 

y, continuando de esta manera, la A-ésima diferencia hacia adelante de/en x y se 
define como 


A*- 1 /,- 


(k = 1,2,---). 


A continuación se proporcionan ejemplos y la explicación de la expresión "hacia f. 
adelante". ¿Cuál es el interés de hacer esto? Se demostrará que si se tiene un 
espaciamiento regular (11), entonces 


/u 0 , 


— A k f 
, k a 1 0- 


Ahora, (13) se demostrará por inducción. Es verdadera para k — 1 porque x, - x 0 + h, 
de modo que 

/ [ x 0 , = i (/ i - f o> = TT h A/ o- 

Suponiendo que (13) es verdadera para todas las diferencias hacia adelante de orden k, se 
demostrará que también se cumple para k+ 1. Se aplica (8) con k + 1 en vez de k, por lo 
que x M = x 0 + (Je + 1 )/t, que resulta de (11), y finalmente (12) con j = 0. Así, se obtiene 

/[x a , • • • , X fc + 1 ] - /[x 0 , • ■ ■ , X fc ] 

nx °’ ' ' ’ ’ A ’ k . + lJ (k + l)h 


f(x) =p_(x) i 




(x = X 0 + rh, r = (x — x Q )/h) 




= f 0 + rM 0 + -^~-A 2 f 0 +- 


r(r - 1) 


4^ A "/ 0 


en donde los coeficientes binomiales en el primer renglón se definen como 


(ó) - '■ C) 


r(r - l)(r - 2) • • • (r - J + 1) 


(s > 0, número) 


y s! = 1 • 2 ■ • • s. 


Error. A partir de (5) se obtiene, con x - x„ = rh, x - x, - (r - 1 )h, etc.. 


(16) e n (x) = /(x) - p n {x) 


(, n + 1 )! 


r(r — 1) • ■ ■ (r - n)/ (n + 1 >(í) 


con t como en (5). El siguiente ejemplo explica la aplicación. 

Comentarios sobre la exactitud. (A) El error E„(x) es aproximadamente del orden 
de magnitud de la siguiente diferencia no usada enp (1 (x), 

(B) Es necesario elegir x 0 , • ■ ■ , x a de modo que la x en que se interpola esté lo 
mejor centrada posible entre x„, ■ • ■ , x n . 

La razón que explica a (A) es que en (16) 


f n + H ‘) 


A n + 1 /(f) 
h n + 1 


| r(r - 1) • ■ • {r^n)\ |r | S | 

1 • 2 • • • (n + I) 


(y en realidad para cualquier r, en la medida en que no se extrapole). La razón 
para (B) es que |r(r - 1) • • (r - n)| se vuelve lo más pequeño posible para tal 
elección. 

Ejemplo 5. Fórmula de Newton con diferencias hacia adelante. Estimación del error. 
Calcular cosh 0.56 a partir de (14) y los cualro valores en la siguiente tabla y estimar el error. 


(A + \)h L k\h k k\h k 


(k + l)!/t 


kTI Afc+1 A 


i» JAMES GREGORY (1638-1675). matemático escocés, profesor en San Andrés y Edimburgo 
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MÉTODOS NUMÉRICOS EN GENER/ 

*vj a3/ í s 


0.01I 86 5J 
0.012 562 


j _*j _ fj = CQsh x¡ _A fj _ A 2 / _ Bj|j| 

0 0.5 (1.127 626) ^ pjp 

1 0.6 1.185 465 " ~ í 0.011 8651 ,-, MW B» 

0.069 704 (0.000 697 J JHH flltfí 

2 0.7 1.255 169 0.012 562 ‘. «jUife SÉH^ 

o.o82 266 mm m 

3 0.8 1.337 435 ___ '»H |gÍ 

Solución . Las diferencias hacia adelante se calculan como se muestra en la tabla. Los valores necesario^ 

están encerrados en un círculo. En (14) se tiene r — (0.56 - 0,50)/0.1 “ 0.6, de modo que con (14) 

obtiene |||t; 

... . 0.6Í-0.4) ^ 0.6(-0.4)(-M) , „ J||M| M 


0.057 839] 
0.069 704 
0.082 266 


0.6Í —0.41 .. 0.6( —0.4)1 

cosh 0.56 = 1.127 626 + 0.6 • 0.057 839 + --- 0.011 865 + - — 

= 1.127 626 + 0.034 703 - 0.001 424 + 0.000 039 = 1.160 944. 


o.ootáwjSp?, ase 

S/Wm ¡P 

éSíéi 


Estimación del error. Por (1 6), como cosh <4) t ~ cosh t, 

n t 4 >&$'■ 

e 3 (0.56) = - • 0.6( - 0.4)( — I 4)(-2.4) cosh / - A cosh t , 

->Mm & 

en donde A = -0 00000336 y 0 5 < / < 0.8 No se conoce (. pero al tomar el mayor y menor cosh i en 
intervalo se obtiene una desigualdad: 

A cosh 0.8 s e^(0 62) S /t cosh 0.5. # 

ISÉI 

Como f(x) = p 3 (x) + 6 ,(*), con lo anterior se obtiene 

Mi 

/3o(0.56) + A cosh 0.8 S cosh 0.56 S p,(0.56) + A cosh 0.5. P- 

. filis 


• 0.6(-0.4)(- 1.4H-2.4) cosh I = A cosh I, 


intervalo se obtiene una desigualdad: 


p 3 (0.56) + A cosh 0.8 S cosh 0.56 S p 3 (0.56) + A cosh 0.5. 


Valores numéricos son ^ 

1.160 939 S cosh 0.56 S 1.160 941 $jlÉ§ H 

El valor exacto hasta 6D es cosh 0 56 = 1.160941, que está dentro de las cotas indicadas Tales cotas no 
siempie son tan estrictas También, no se consideran errores poi redondeo, que dependen del número de í*r 

operaciones efectuadas ® &v 

-r 

Este ejemplo también explica la expresión "fórmula con diferencias hacia ade - Jpapí |¡ 
lante"\ se observa que las diferencias en la fórmula tienden hacia adelante en la tabla ^ 

de diferencias. iÉfStS 4 


Separación igual: Fórmula de interpolación con diferencias p| || 

hacia atrás de Newton .«fe fe 

En vez de diferencias que tienden hacia adelante también es posible emplear diferen- |i’ 

cias que tienden hacia atrás. La tabla de diferencias queda igual (los mismos núme- / 

ros, en las mismas posiciones), excepto por un ligero cambio muy inofensivo en el jggpL gj 
subíndice j (que se explicará en el ejemplo 6, a continuación). A pesar de lo “ n ‘üS r ñ IHl 
exclusivamente por razones de conveniencia es normal introducir otra denominación ¡¡./.¡i;-.. #• 

Ifii 

Ifpl 

Mg& 

'3 ■') 1 '•) ) > ) "3 '3 *D i) -3 V / J '■) '■) X y X ) 
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y notación para las diferencias como se muestra enseguida. La primera diferencia 
hacia atrás de/en Xj se define como 

= fi - fj- 1. 

la segunda diferencia hacia atrás de f en x. se define como 

V 2 /, = V/. - V fj _ v 

y, continuando de esta manera, la A‘-ésima diferencia hacia atrás de/en x. se define 
como 



Una fórmula semejante a (14) pero que implica diferencias hacia atrás es la fór¬ 
mula de interpolación con diferencias hacia atrás de Newton (o de Gregoty- 
Newton) 



Ejemplo 6. Interpolaciones hacia adelante y hacia atrás de Newton. 

Calcular un valor hasta 7D de la función de Bessel J it {x) para* = 1.72 a partir de los cuatro valores que se 
proporcionan en la tabla siguiente, usando (a) ia fórmula hacia adelante de Newton (14), (b) la fórmula 
hacia atrás de Newton (18) 


■í fo r 

^bock 


J 0 (Xj) 

lst Diff 

2nd DifT. 

3rd Diff. 

0 

— 3 

1.7 

0.397 9849 

-0.057 9985 



1 

-2 

18 

0 339 9864 

-0.058 1678 

-0.000 1693 

0.000 4093 

2 

- 1 

1.9 

0.281 8186 

-0.057 9278 

0.000 2400 


3 

0 

2,0 

0.223 8908 





Solución . El cálculo de las diferencias es el mismo en ambos casos Sólo es diferente la notación 

(a) Hacia adelante. En (14) se tiene / = (1,72 - I 70)/0,I = 0.2. y j varía desde 0 hasta 3 (ver la 
primera columna). En cada columna es necesario el primer número dado, por lo que con {14) se obtiene 
entonces 
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MÉTODOS NUMÉRICOS EN GENERA 

T 0 (l 72) = 0.397 9849 + 0.2(-0.057 9985) + 0 2( — (-0.000 1693) 

+ 0-2(-0-8)(-_h g) , 0 00Q 4Q93 \ 
6 

= 0.397 9849 - 0.011 5997 + 0 000 0135 + 0.000 0196 ■ 

= 0.386 4183, 


que es exacto hasta 6D; y el valor exacto hasta ?D es 0 3864185 

(b) Hacia atrás. Para (18) se usa la j mostrada en la segunda columna, y en cada columna el últii 
número Como r - (1.72 - 2.00)/0 1 = ~2 8, entonces a partir de (18) se obtiene • 

J 0 (1.72) » 0.223 8908 - 2.8(-0.057 9278) + . 0 .000 2400 

. — 2 . 8 ( — 1 . 8 )( — 0 . 8 ) „„„„ , nn , ; 




wm 


0.223 8908 + 0.162 1978 + 0.000 6048 - 0.000 2750 
0.386 4184. 


Notación de la diferencia central 

Para las diferencias existe una tercera notación, que es de utilidad en ciertas fórmul 
de interpolación (ver, por ejemplo, el problema 21), en derivación numérica que sé 
analizará en la sección 18.5, y en relación con ecuaciones diferenciales (capitulo 20); 
Se trata de la notación de la diferencia central. La primera diferencia central de/[x)j 
en Xj se define como 'i 

5/j = fj + 1/2 ~ fj —1/2 


y la A-ésima diferencia central de_/(x) en Xj se define como 


líigÉ 


5 k f = gfc-i/. . 


U = 2, 3, • • * 


Por tanto, en esta notación una tabla de diferencias, por ejemplo para/jj,/},/,/,, es i 
como sigue: / 


'Q: c r r r. r r 


í Í ( < > r ,! r í 0 r; o O 0 


f(NTER poLACI ° N 

W :! 


Interpolación inversa 

El problema de determinar x para J(x) dada se denomina interpolación inversa. Si/ 
es diferenciable y dfldx es diferente de cero cerca del punto en que la interpolación 
inversa habrá de efectuarse, entonces la inversa x = F{y) de v=,/[x) existe localmente 
cerca del valor dado de/y es posible que F pueda aproximarse en esa vecindad por 
un polinomio de grado moderadamente bajo. Luego es posible efectuar la interpolación 
inversa tabulando F como una función de y y aplicando métodos de interpolación 
directaji F. Si dfldx = 0 cerca o en el punto deseado, entonces es de utilidad resolver 
P( x ) ~ f por iteración; aquí, p(x) es un polinomio que aproxima/x) y f es el valor 
dado. 


Problemas de la sección 18-3 

1. Calcular pfx) en el ejemplo I a partir de In 9.4 = p s (9A). 

2. Estimar el error en el problema I aplicando la fórmula (5). 

3. Calcular el polinomio de Lagrange pfx) para los valores hasta 4D de la función gamma 
[(24), apéndice 3.1]; a saber, r(l.00)’= 1.0000, T(!.02) = 0.9888, T(l.04) = 0.9784, y a 
partir de ese polinomio calcular aproximaciones de F(l.0l) y F(1.0.3). 

4. Calcular p 2 (x) en el ejemplo 2. A partir de este polinomio calcular aproximaciones de In 
9.4, ln 10, In 10,5, In 11.5, ln 12, calcular los errores usando valores exactos hasta 4D, y 
hacer un comentario. 

5. Calcular el polinomio de Lagrange pfx) para los valores hasta 4Q de la integral senoidal 
Si(x) [(40), apéndice 3.1]; a saber, Si(0) = 0, Si(l) = 0.9461, Si(2) = 1.6054, y a partir de 
p 2 calcular aproximaciones de Si(0.5) (= 0.4931,4D) y Si(1.5) (= 1.3247, 4D). 

6. A partir de (5) obtener cotas para el error para pf 9.2) en el ejemplo 2. 

7. Calcular el polinomio de Lagrange/?,/) para los valores hasta 5D de la función error J[x) 

= ferx = (2 / -Jñ ) JJ tT'" 2 dw, a saber,/0.25) = 0.27633,/0.5) = 0.52050,/1) = 0.84270, 
y a partir de p 2 calcular una aproximación de/(0„75) 0,711 16, 5D)„ 

8. A partir de (5) obtener una cota para el error en el problema 7, 

9. Establecer la fórmula con diferencias hacia adelante de Newton para los datos del proble¬ 
ma 3 y calcularla a partir de F(1,01), T(1.03) f r(L05), 

10. Establecer la fórmula con diferencias divididas de Newton para los datos del problema 4 
y obtenerla a partir de en e! problema 4, 

J1. Hacer lo mismo que en el problema 10 para ios datos del problema 7. 

12. En el ejemplo 5 escribir la fórmula con diferencias hacia atrás con x general y luego 
aplicarla para comprobar cosh 0.56 en el ejemplo 5, 

13. Establecer la fórmula con diferencias hacia adelante de Newton para los datos del proble¬ 
ma 5 y obtenerla a partir de p^x) el problema 5, 

14. Usando (10), por interpolación cúbica calcular/(6..5) a partir de/(6.,0) = 0.1506, /[ 7,0) = 
0.3001,7(7.5) « 0.2663,7(7.7) - 0.2346. 

15. Calcular7(0.8) y 7(0.9) a partir de7(0.5) « 0,479,7(1.0) = 0.841,7(2,0) = 0 909 por 
interpolación cuadrática. 

16. Usando una tabla de diferencias, calcular la función de Bessei ./}(*) para 11 x~ 0,1(0.2)0.9 
a partir de J,(x) para x ~ 0(0.2)!.0 dada por 0, 0.09950, 0„ 19603, 0.28670, 0,36884 y 
0.44005, respectivamente. 


La notación estándar x - a(h)b significa x - o, a + h t a + 2h, - ■ * , b 
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17. Escribir las diferencias en la tabla del ejemplo 5 en notación de diferencias centrales. 

18. Calcular una tabla de diferencias de/(x) = x 3 para 11 x ~ 0( 1 )5. Elegirx 0 — 2 y escribir 

los números que ocurren, en términos de las notaciones de (a) diferencias centrales, (b)íp9 
diferencias hacia adelante, (c) diferencias hacia atrás. 

19. Demostrar que 8"f m = A ? 1 

20. Demostrar que Srf m - 2f m &f m+í /2 = fm*i ~ 3 /n+i + ~fm-r ■ 

21. (Fórmula de interpolación de Everett) Existen fórmulas que implican sólo diferencia: 
de orden par. Una de éstas especialmente útil es la fórmula de Everett 


r)/ 0 + rf l 


8 2 f 0 + 


(r + IWr 


en donde /•= ( x-x a )/h. Aplicar esta fórmula para calculare 1 24 a partir de e u =3.004166. 
e 1 - 3 = 3.3201 17, e' 2 = 3.669297, e' 4 = 4.055200. i 

22. El error en la fórmula de Everett es 


o 


en donde p(x) denota el miembro derecho de (20) y x fl — h < t < x 0 + 2 h. Aplicar esta" 
fórmula para obtener cotas para el error en el problema 21. i 

23. Usar (20) para calcular J Q ( 1.72) a partir de7 0 (l ,60) = 0,4554022 y7 0 (l .7), */ 0 (i •8),*/ 0 (I.9) l 
en el ejemplo 6. Observar que la exactitud es mayor que en el ejemplo 6, aunque el trabajo 
computaciona! es menor, ¿Puede el lector explicar este hecho? 

24. Calcular (x) parax = 0.1 (0.2)0,9 a partir de J,(x) parax- 0.2(0.2)0.8 [dado en el proble¬ 
ma 16] aplicando la fórmula de Everett. ¡ 

18.4 INTERPOLACIÓN SEGMENTARIA (SPLINES) 

Podría esperarse que la calidad de la interpolación aumente al aumentar el grado ;t 
del polinomio usado. Desafortunadamente, en términos generales esto no es cierto. 
En efecto, para varias funciones/, los polinomios de interpolación correspondientes 
pueden tender a oscilar más y más entre los nodos a medida que n crece. Por tanto, es 
necesario prepararse para tratar con posible inestabilidad numérica. En la figura 
407 se muestra un famoso ejemplo para el que C. Runge 12 ha demostrado que para 


Ty' floW f(x) 


Figura 407. Ejemplo de Runge f(x) = 1/(1 + X a ) 
y polinomio de interpolación P, 0 (x). 


Ver el problema 20 en lus problemas de lá sección 19.7, 


) <)_).) > > i 
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nodos equidistantes el error máximo tiende a infinito cuando n (Ver las obras 
" citadas en la bibliografía como [E13], págs. 275-279, y [E24], p. 148.) En la figura 

408 se muestra cómo el error se vuelve más grande con n creciente. 

En esta sección se analizará un método popular e importante: el método de 
interpolación segmentaria, con el que se evita la desventaja mencionada. Este méto¬ 
do fue iniciado en 1946 por I. J. Schoenberg ( Quarterly of Applied Mcithematics 4 
(1946), págs. 45-99, 112-141), y ha encontrado varias aplicaciones. 

La interpolación segmentaria es interpolación polinómica por secciones. Esto 
significa que se tiene una función ,/(x) sobre un intervalo a < x < b y se desea aproxi¬ 
mar flx) sobre este intervalo por una función g(x) que se obtiene como se muestra a 
continuación. Se hace una.partición de a <x<b\ es decir, se subdivide en subintervalos 
con puntos extremos comunes, que nuevamente se denominan nodos, 


Luego, se requiere que g(x 0 ) =/(x 0 ), ■ • -, g(x n ) =J{x l¡ ), y que en estos subintervalos 
g(x) esté definida por polinomios, uno por subintervalo, de modo que g(x) sea varias 
veces diferenoiable en los nodos. Por tanto, en vez de aproximar J[x) mediante un 
solo polinomio sobre todo el intervalo a < x < b, ahora J[x) se aproxima por n 
polinomios. Así es posible obtener una función de aproximación g(x) que es más 
idónea en muchos problemas de interpolación y aproximación. En particular, este 
método es numéricamente estable en general; estas g(x) no son tan oscilatorias entre 
nodos como a menudo lo es un solo polinomio sobre a<x<b. Las funciones g(x) así 
obtenidas se denominan splines. Esta denominación se deriva de las delgadas reglas 
elásticas, denominadas splines o cerchas, que los ingenieros han utilizado durante 
mucho tiempo para ajustar curvas que deben pasar por puntos dados. 

La aproximación polinómica por secciones continua más simple debe ser realizada 
mediante funciones lineales por secciones. Sin embargo, las gráficas de tales funciones 
presentan esquinas, por lo que revisten poco interés práctico (piense el lector en el diseño 
del cuerpo de una nave o de un automóvil). Así, es preferible usar funciones que poseen 
un número determinado de derivadas en todas partes sobre el intervalo a ¿x¿b. 

Se considerarán splines cúbicos, que quizá son las más importantes desde un 
punto de vista práctico. Por definición, un spline cúbico g(x) sobre a <x <b corres¬ 
pondiente a la partición (1) es una función continua g(x) que tiene primera y segunda 
derivadas continuas en todas partes sobre este intervalo y, en cada subintervalo de la 




Figura 408. Función f(x) lineal por secciones y polinomios de 
interpolación de grados crecientes. 
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partición (1), está representada por un polinomio de grado no mayor que tres. Póf' 
tanto, g(x) consta de n de tales polinomios, uno en cada subintervalo. 

Si se tiene /(x) sobre a < x < b y se ha elegido una partición (1), entonces se 
obtiene un spiine cúbico g(x) que aproxima a f(x) ai requerir que 


(2) g(x Q ) = /(x 0 ) = /„, g(Xj) = /(Xj) = / r ■ ■ • , g(x n ) = f(x n ) = f n 


así como en el problema de interpolación clásico de la sección precedente. Se afirma 
que existe un spiine cúbico g(x) que satisface estas condiciones (2). Y si también se 
requiere que 


g'(x 0 ) = k Q , g'(x„) 


(, k Q y k n números dados), entonces se obtiene un spiine cúbico determinado de manerá 
única. Este es el contenido del siguiente teorema de existencia y unicidad, cuya de; 
mostración también preparará el camino para la obtención práctica de splines. 


Teorema 1 (Splines cúbicos) 


Seafix) definida sobre el intervalo a <x < b, sea una partición (1) dada, v sean k 0 \ 
k dos números dados cualesquiera. Entonces existe una y sólo un spiine cúbico g(x)t 
correspondiente a (1) que satisface (2)_y (3). 


Demostración. Por definición, sobre todo subintervalo I. definido por x. < x < x. H 


spiine g(x) debe coincidir con un polinomio Pj{x) de grado no mayor que tres, tal qué 


Pjfy = Pfri+0 = f<*j + © 


Se escribe l/(x J+i - xj) = Cj y 


P¡(xj) = k jt pj(* J + 1 ) = k j+v 


en donde k Q y k n están dados, y /c,, • • ■ , k n _¡ se determinarán más tarde. Las ecuaciones 
(4) y (5) son cuatro condiciones para pjx). Por cálculo directo es posible comprobar 
que el único polinomio cúbico P¡{x) que satisface (4) y (5) es 


Pj(x) = f(xj)Cj Z (x - x j + 1 ) 2 [l + 2 Cj(x - xr)] 

+ /© + 1 )c/(x - X J .) Z [1 - 2 Cj(x - X j + 1 )] 


+ kjCj 2 (x - xj)(x - x j + 1 ) z 


+ ^- + 1 c/(x - X 7 -) Z (x - Aj. + 1 ). 


Al derivar dos veces se obtiene 


( 7 ) p'¡{xj) = -6c//(x.) + 6c//(x j+1 ) - 4 cfy - 2cjkj +1 

P'í^jf i) = 6c / / © ) “ 6c//(x j + 1 ) + Zcjkj + 4 Cj k j+1 . 


Por definición, g(x) tiene segundas derivadas continuas. Así se obtienen las condiciones 


©-i©) = p.;'©) 


, n - I>. 


Si se aplica(8) cony sustituida por y- 1, y (7), entonces estas (n - 1) ecuaciones se vuelven 


c J-l k i -1 + 2 ©-l + c j> k j + c j k i + l = 3 ÍS-l 2 V/ j + c j Z V ©© 


En estas ecuaciones, Vfj =.f{xj)-fixj.,) y V/^, =fix J+l ) -f{xj) yy = 1,•- ,n - 1, como 
antes. Este sistema lineal de n - 1 ecuaciones tiene una solución única k f , ■ ■ ■ , k n __ t 
porque todos los coeficientes del sistema son no negativos y cada elemento de la 
diagonal principal es mayor que la suma de los demás elementos en el renglón co¬ 
rrespondiente, de modo que el determinante de coeficientes no puede ser cero. (Ver 
el problema 20 en los problemas de la sección 19.7.) Por tanto, ya es posible determi¬ 
nar los valores únicos k t , • • ■ , k n _ } de la primera derivada de g(x) en los nodos. Así se 
completa la demostración. I 

A continuación se mostrará cómo es posible aplicar las fórmulas de esta demos¬ 
tración para la determinación real de un spiine. Por comodidad se considerará el caso 
de nodos equidistantes x 0 , x t = x 0 + h, ■ ■ •, x n = x 0 + nh, en donde la idea de nodos no 
equidistantes es la misma (sólo que las fórmulas son ligeramente más complicadas). 
Así, se tiene c j = l/(x ;+| - xj) = l//r, de modo que (9), después de multiplicar por h y 
con la notación previa fixj) = yT, simplemente se vuelve 


(10) V, + 4kj + k j+1 = - (f j + 1 - /,_,), y = I, 


k 0 y k t¡ están dados, por ejemplo, como k 0 =/' (a), k n —f' (b) o de otra manera, y k t , • ■ • , 


se obtienen resolviendo el sistema lineal (10) que consta de n — 1 ecuaciones. 


Éste fue el primer paso. 


xSx /+| = Xj + h el spiine g(x) está definido por un polinomio cúbico, que se escribe en 


la forma 


Pj(x) = a j0 + £Tj(x - Xj) + a j2 (x - xj 2 + o j3 (x - xj 3 . 


Aplicando la fórmula de Taylor se obtiene 


a j0 = Pty = -fj 


por (2), 


a n = p i {x ? 


por (5), 


¿(©t-/i)-í ( V. + 2 9 


por (7), 


z ©"©) = h u i~ f j +i) + + v 


( 8 ) 
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en donde a., se obtiene al calcular p"(x J+¡ ) a partir de (11) e igualando el resultado^ 
(8); es decir. 


Pj t*j + i) = 2a j2 + 6a j3 h = ~ fj+i> + \ {k i + 2k i + !>• 


y luego restando de lo anterior 2a^ según se proporciona en (12), y simp!ifícandoi|| 
resultado. 


Ejemplo 1. Interpolación segmentaria. jjjjj 

Interpolar/'(.x) = x A sobre el intervalo -I < x < 1 mediante el spline cúbico g(x) correspondiente a’laj 
partición x 0 - —I, = 0, x 2 — I que satisface ^r'(—1) —./**(— I), g'( 1) “/'(1 )• r \|| 

Solución. Primero se escriben los datos en notación estándar, f 0 — U.f\ ~f(0)r s 0 f f 2 ~f(\)~ L E|| 

intervalo dado se divide en n — 2 partes de longitud /» = 1. Asi, el spline g consta de n = 2 polinomios (I j v| 
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de los cuales está compuesto el spline g(x). En la figura 409 se muestran ftx) y este spline. 

j" — -ir 2 — Zr 3 cuando ~ I S jSO 
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P 0 U■) = a go + a 01 (x + I) + a 02 (,r + I) 2 + a 03 U + I) 3 
p¡(x) = O , 0 + o u at + «,2-r 2 + n 13 x 3 


( - I SiS ojí 
(0 a i s i)l 


Paso /. El objetivo es detenninnr ios coeficientes de p Q y /?,, pero (12) muestra que esta detcrminaciónj 
implica a las kj, que asi es necesario determinar primero a partir de (10).. Como n — 2, entonces en (10) se'j 1 
tiene y - 1 y se llega a una sola ecuación jl 


3 


f 0 ) - 3d “ 1) 


Luego, (5) muestra que/?' 0 (x 0 )~ k 0 y p\(x 2 )- k r Pero g — p 0 enx 0 = -1 y g~P\ en,x 2 = L Por tanto, como 
se proporcionó, {g* - f' en ± 1), , 

/’(LI) = -4 = g '(-l) = p 0 (-l) = k 0 , /'(l) = 4 = g’U).=5-p,(Í) = * 2 . I 

Al sustituir k Q - -4 y k 2 — 4 en (10) se obtiene k { - 0. 

Paso 2. Por (12), ahora ya es posible obtener los coeficientes de p 0 , 

a (X) — f o ~ 1, °oi ~ k Q ~ — 4 

a 02 = Jz Vi - fo> - 7 (*1 + 2 *„) = 3(0 — 1) — (0 — 8) = 5 

«03 =j3<fo- fl> + ~2 <*! + *o) = 2(1 - 0) + (0 - 4) = -2. 

De manera semejante, para los coeficientes de /?,, a partir de (12) se obtiene 


fi - 0, 




“lo ~ 

°12 = 3(/ 2 - /,) - (fc 2 + 2*,) = 3(1 - 0) - (4 + 0) = - I 
*13 “ 2 (/i - /z> + (* 2 + *i> = 2(0 - I) + (4 + 0) = 2. 


éJ&L 
S)§ >’ 

4 i 

m 

% L 

’' "Íí" 
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Con lo anterior se obtienen los polinomios 

P 0 (x) = I - 4(x + I) + 5(x + I) 2 - 2(x + I) 3 
Pj(jt) = — x 2 + 2x 3 


2a 3 , 


■ mm 

9 $ 


jfmk 


ib 

I 


gU) 


-x 2 + 2a- 3 cuando OSjS I. 


¿Se da cuenta de que en caso de haber aplicado simetría hubiera sido posible ahorrar aproximadamente 
la mitad del trabajo computaclonal? 8 



Figura 409. Función f(x) = x* y spline cúbico g(z) en el ejemplo 1. 

Ejemplo 2. Interpolación segmentaria. 

Interpolar/,, = fi.0) = I,/ =,/i2) = 9,/, = /14) = 41 ,/ 3 = ./16) = 41 mediante el spline cúbico que satisface 
* 0 = 0,Aj = -I2. 

Solución, n = 3, h = 2, de modo que (10) es 

k 0 + 4k¡ + k 2 = f(/ 2 - / 0 ) = 60 
*1 + 4* 2 + *3 = f<4 - /t> = 48 - 

Como k lt ~ 0 y A, = -12, entonces la solución es k t ~ 12 ,k 2 ~ 12. 

En (12) cony « 0 se tiene a m = 4» “ 1 * “ K = °« 


“02 “ 4' 
w 03 ” H v 


A partir de lo anterior y, de manera semejante, a partir de (12) con y ~ ! yy ~ 2 se obtiene el spline g(.x) 
que consta de los tres polinomios siguientes (ver la figura 410) 

p 0 (x) = 1 + jc 3 (0 £ x si 2) 

p x {x) = 9 + 12(x - 2) + 6(r - 2) 2 - 2(x - 2) 3 » 25 - 36* + 18* 2 - 2x 3 (2 £ x S 4) 

p 2 (x) = 41 + I2(a - 4) - 6(a - 4) 2 = - 103 + 60x - 6x 2 (4 S a S 6). 8 

Los splines poseen una interesante propiedad del mínimo, que se obtendrá a 

continuación. Suponer que f{x) en el teorema 1 es continua y que posee primera y 
segunda derivadas continuas sobre a <x <b. Suponer que (3) es de la forma 


(13) 


g’(a) = f(a), g'(b) = f'(b) 


^ ^ ^ ^ ^ '-5) ^ y - j y j '3 j , ) ) ) 


j j 


j j 


i ) i 








@ © © © © © © © © ©' © (■■■ ©■ © © © O’ © G © © G> © c 


MÉTODOS NUMÉRICOS EN GENE; 



Figura 410. Spline en el ejemplo 2. 



(como en el ejemplo 1). Entonces/' - g’ es cero en a y en b. Así, por integración póf 
partes, 

r b r b 

J g"(x)[f"(x) - ©(x)] dx = - J g"'(x)[/'(x) - g'Cx)] dx. 


Como g"\x) es constante sobre cada subintervalo de la partición, entonces al evaluar.l 
integral del miembro derecho sobre un subintervalo se obtiene constante • [fx) -g(xj] 
tomada en los puntos extremos del subintervalo, que por (2) es igual a cero. Por tanto: 
la integral del miembro derecho es cero. Así se demuestra la siguiente fórmula: 


J f"(x)g"(x) dx = J g"(x ) 2 


En consecuencia, 


r b r b r b ,b 

/ [ f"(x) - g"(x)] z dx = f f"(x) 2 dx - 2 J f"(x)g"(x) dx + J g"(x) 


f f’(x) 2 dx - f g"(x) 2 


Como el integrando del miembro izquierdo es no negativo, entonces también la inte 
gral es no negativa. Lo anterior conduce a 


b b 

J f"(x) 2 dx ¡g J g"(x) 2 dx. 


El resultado puede plantearse como sigue. 


Teorema 2. (Propiedad del mínimo de los splines cúbicos). 

Seaf(x) que es continua y posee primera y segunda derivadas continuas sobre algún 
intervalo a <x < b. Sea g(x) el spline cúbico correspondiente a alguna partición (1) 


t 
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de ese intervalo y que satisface (2) y (13). Entonces fx) y g(x) satisfacen la desigual¬ 
dad (14),>> la igualdad se cumple si y sólo si/(x) es el spline cúbico g(x). 

Los ingenieros utilizan reglas delgadas denominadas splines o cerchas para ajus¬ 
tar curvas que pasan por puntos dados, como ya se mencionó, y la energía de defor¬ 
mación minimizada por tales splines es proporcional, aproximadamente, a la integral 
del cuadrado de la segunda derivada del spline. Por tanto, la desigualdad (14) explica 
el empleo del término spline para las funciones g(x) consideradas en esta sección. 

Los splines cúbicos g(x ) que en vez de (13) satisfacen 


se denominan splines naturales porque poseen la siguiente interesante propiedad del 
mínimo. De todas las funciones g(x) dos veces diferenciables sobre a < x < b que 
satisfacen (2) y cuya segunda derivada es continua, los splines naturales son las fun¬ 
ciones que proporcionan a la integral 


f g"(x) z 


su valor más pequeño posible. La condición (15) significa que g(x) tiene una gráfica 
casi lineal cerca de los extremos ay b. 

Problemas de la sección 18.4 

1. Comprobar los cálculos en el ejemplo 1 

2. Comparar el spline g{x) del ejemplo I con el polinomio de interpolación cuadrático p{x) 
sobre todo el intervalo. ¿Cuáles son las máximas desviaciones de g(x) y p(x) con respecto 
a/*)? Comentar la respuesta. 

3. Derivarp,(jc) y p 2 (x) en el ejemplo 2 y comprobar que g(x) en el ejemplo 2 posee primera 
y segunda derivadas continuas. 

4. Comprobar que (6) satisface. (4) y (5). 

5. Obtener (7) y (8) a partir de (6) según se Indica en el texto. 

6. Comprobar la obtención de (9) indicada en el texto. 

7. Obtener (10) a partir de (9), 

8. Proporcionar los detalles de la obtención de a J2 y a fl en (12). 

Encontrar los splines cúbicos de los datos siguientes, con A, y k„ como se indica. 

9. /„ = /(O) = 0, /, = /O) = 0, f 2 = /(2) = 4, *„ = - 1. * z = 5 

10. /„ = /(-2) = 1, /, = /(0) = 5, f 2 = /(2) = 17, A 0 = -2, k 2 = - 14 

11. f B = /O) = 1, /, = m = 46, f 2 = /(9) = 86. k 0 = 0, k 2 = - 157 

12. f B = /(0) = 0, /, = /(I) = I, / 2 = /(2) = 6, f 3 - /(3) = 10, k B = 0, á 3 = 0 

13. f B = /(0) =!,/,= /(O = 0, f 2 = }(2) = -1, / 3 = /(3) = 0, k B = 0, 


14. /„ = /(0) = 4. /, 

15. /(-2) = /(-1> = 


= /(2) = 0, f 2 
/( 1 ) = /( 2 ) = 
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18.5 


O ) ¡ r ) p : 3 ■ 


16. 


17. 
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Volver a escribir los polinomios en la respuesta del problema 15 en potencias de 4¡S- 
demostrar queg(x) es una función par deje; es decir, que g(-.x) = g(x), ¿Qué es de esperar^ 
Si en la figura 411 se hubiera empezado a partir de la función lineal por secciones/*), e¿¡; 
el problema 15 se hubiera obtenido g(x) como el spline que satisface g'(—2)=f (-2 ),¿¡$¡0 
= f(2). Encontrar y trazar la gráfica del polinomio de interpolación de cuarto gráá'o 
correspondiente y compararla con la gráfica de ese spline (ver la figura 411). Comentarla 
respuesta. 



Figura 411. Spline y polinomio de interpolación 
en los problemas 15-17. 

18. Algunas veces puede suceder que un spline está representado por el mismo polinomio t 

subintervalos adyacentes de a < x < b. A fin de ilustrar este hecho, encontrar el spline 
cúbico g(x) para_/(x) = sen x correspondiente a la partición x 0 = - 7t/2, x, = 0, x, = 7t/2 del í| 
intervalo - 7t/2 x < ld2 y que satisface g\~n 12) = /' (- jt/2) y g'{ 7t/2) = /’ (rc/2), l 

19. Una posible interpretación geométrica de (14) es que una función spline cúbico minimiza ;>| 

la integral del cuadrado de la curvatura, por lo menos de manera aproximada. Explicar'At¬ 
este hecho. jl 

Si un spline cúbico es tres veces continuamente diferenciable (es decir, que posee prime--ti 
ra, segunda y tercera derivadas continuas), demostrar que debe ser un polinomio. 1 
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INTEGRACIÓN Y DERIVACIÓN NUMÉRICAS 

El problema de la integración numérica es la evaluación numérica de integrales 


r° 

= J fw 


dx 


en donde ay b están dados yf es una función definida analíticamente por una fórmu¬ 
la o empíricamente por medio de una tabla de valores. Geométricamente, Jes el área 
bajo la curva de / entre ay b (figura 412). 

Se sabe que si/es tal que es posible encontrar una función diferenciable F cuya 
derivada es f entonces es posible evaluar J aplicando la conocida fórmula 


r 

J/M 


dx = F(b) - F(a ) 


[F'{x) = /(*)], 
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Figura 412. Interpretación geométrica 
de una integral definida. 

y para lograr lo anterior pueden ser de utilidad tablas de integrales, como las que 
apárecen en la obra citada como referencia [3] en el apéndice 1. 

Sin embargo, en las aplicaciones a la ingeniería frecuentemente se presentan 
integrales cuyo integrando es una función empírica definida por valores medidos, o 
bien, la integral no puede integrarse aplicando los métodos normales del cálculo. En 
tales casos es posible aplicar un método numérico de integración aproximada. 


Regla rectangular. Regla trapezoidal 

Los métodos de integración numérica se obtienen mediante la aproximación del inte¬ 
grando / por funciones que son fáciles de integrar. La fórmula más simple, la regla 
rectangular, se obtiene si el intervalo de integración a < x < b se subdivide en n 
subintervalos de la misma longitud h — (b - a)/n y en cada subintervalo/se aproxima 
por la constante / (xA), el valor de / en el punto medio x* del y'-ésimo subintervalo 
(figura 423). Así,/es aproximada por una función escalón (función constante por 
secciones), los n rectángulos de la figura 413 tienen las áreas/(x, *)/;, • • • ,J[x n *)h, y 
la regla rectangular es 


(X) 


r b 


J = J /(X) dx = h[f{x*) + /(x 2 *) + • 

a 

• + /(X n *)] 


en donde h = (b - a)ln. 

La regla trapezoidal suele ser más exacta, y se obtiene si se considera la misma 
subdivisión que antes y/se aproxima mediante una recta discontinua de segmentos (cuer¬ 
das) con puntos extremos [a,J[a)\, [x^/x,)], • • ■ , [b, /ó)] sobre la curva de/(figura 
414). Así, el área bajo la curva de / entre ay bes aproximada por n trapezoides de áreas 


HfM + /(x^/r, il/ÍXj) + /(x 2 )]/«. 


y al efectuar su suma se obtiene la regla trapezoidal 




( 2 ) 


r» 

J = J / (x) dx = M|/(a) + /(Xj) + /(x 2 ) + - ' 

■ • + /(*„_!) + ifm 

a 



1 0-0 O O DO DO D O O O y D O 3 0 O O O O O O O 
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en donde h = (b- a)/n , como en (1). 

Ejemplo 1. Regla trapezoidal. 

Evaluar J - f e~ x - dx por medio de (2) con n = 10. 

Solución. J = 0.1(0 5 1.367879 + 6,778167) ■= 0.746211 por la tabla 18-3, 


Tabla 18-3 

Cálculo en el ejemplo 1 


j 

X J 

X - 2 

3 


e ~ XjZ 

0 

0 

0 

1.000 000 


1 

0.1 

0.01 


0.990 050 

2 

0.2 

0.04 


0.960 789 

3 

0.3 

0.09 


0.913 931 

4 

0.4 

0.16 


0.852 144 

5 

0.5 

0.25 


0.778 801 

6 

0.6 

0.36 


0.697 676 

7 

0.7 

0.49 

' 

< 0.612 626 

8 

0.8 

0.64 


0.527 292 

9 

0.9 

0.81 


0.444 858 

10 

1.0 

1.00 

0.367 879 


Sumas 

, 


1.367 879 

6.778 167 
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Ü 

y| con una t idónea dependiente dex, entre x Q y x { . Al integrar sobre x desde a =x„ hasta 


je, = x Q + h se obtiene 


xq + H • x 

J f(x) dx - ~~ [f (x Q ), + /Uj)] - J 


(x ~ x 0 )(x - x 0 - h) - . dx. 


Al hacer x — x Q = v y usar el teorema del valor medio del cálculo integral, que es 
posible aplicar porque ( x — x 0 )(x - x 0 - h) no cambia de signo, se encuentra que el 
miembro derecho es igual a 


r 

J ü(i> - h ) 


/"(O (h z h 3 \ f"( t ) 


(t-t) 


en donde t es un valor idóneo entre x Q y x y Por tanto, el error 6 de (2) es la suma de 
n de tales contribuciones de los n subintervalos; como h — (b — a)/n, entonces se obtiene 

(b - a ) 3 

£= IZn 3 f 

con i idónea entre ay b. Finalmente, ahora las cotas para el error se obtienen 
tomando para/" el valor más grande, por ejemplo M 2 , y el más pequeño, M 2 , en el 
intervalo de integración, con lo que se obtiene 


KM 2 §¡ c s KM Z * en donde K 


(b - a) 3 

12/t 2 




“ *1* x 2* • ■ • x n* b x 

Figura 413. Regla rectangular. I 

Cotas para el error de la regla trapezoidal 


‘ *1 x 2 . . . x n - 1 4 

Figura 414. Regla trapezoidal. 


Esta estimación del error puede obtenerse a partir de (5), sección 18.3, con n - 
como se muestra a continuación. Empezando con un solo subintervalo, se tiene 

f"(t ) 

fW - p x {x) = (x - x Q )(x - JCj) 


Ejemplo 2. Estimación del error para ia regla trapezoidal 
Calcular el error del valor aproximado en el ejemplo I 

Solución. Se aplicará (3)., Por diferenciación,/"(*) - 2(2xr 3 — 1 )e“* 2 . También, /'"(x) > 0 si 0 < x < 1, de 
modo que el mínimo y el máximo ocurren en los extremos del intervalo. Se calcularán A-/, == /” ’*( l) = 
0.735759 y M 2 * «/"(0) “ -2, Además, K = -1200 y con (3) se obtiene 

-0.000 614 £ e Si 0.001 667. 

Por tanto, el valor exacto de J debe estar entre 

0.746 211 - 0.000 614 = 0.745 597 and 0.746 211 + 0,001 667 = 0.747 878. 
(En realidad, J= 0.746824, exacto hasta 6D„) H 

Regla de integración de Simpson 

La aproximación constante por secciones de /produjo la regla rectangular (1); la aproxi¬ 
mación lineal por secciones, la regla trapezoidal (2); y la cuadrática por secciones dará 
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lugar a la regla de Simpson, que reviste gran importancia práctica porque es suficiente-* 
mente exacta para casi todos los problemas, sin dejar de ser suficientemente simple. ‘;á| 
A fin de obtener la regla de Simpson, el intervalo de integración a < x < b se r í| 
divide en un número par de subintervalos iguales; por ejemplo, en n = 2 m subintervalosjjSf 
de la misma longitud h = (b- a)/2m, con puntos extremos x 0 (= a), x,, - • •, x 2m _,, x 2 41 
(= b ); ver la figura 415. Luego se toman los dos primeros subintervalos y se aproxima.il 
J{x) en el intervalo x„ < x < x 2 = x Q + 2h por el polinomio de Lagrange p 2 {x) que pasa."® 
por (x 0 ,f 0 ), (x,,./¡), (x 2 ,/ 2 ), en donde/ =J[xj). Por (4a) de la sección 18.3 se obtiene 5 !® 


(x - x t )(x - x 2 ) 
(x n -- x,)(x n - x,) 


(x - x 0 )(x - x 2 ) 
(Xj - X 0 ){x 1 - x 2 ) ' 


(x 2 - X 0 )(x 2 - Xj) Jz ' 

I,os denominadores son 2/i 2 , - h 2 y 2 h 2 , respectivamente. Al hacer í = (x - x,)//r se 
tiene x -x„ = (j + l)ú,x -x, = j/i, x -x 2 = (s - l)/i, y se obtiene 

p z (x) = %s(s - 1 )f 0 - (s + 1)(í - 1)/! + j(.r + I )sf 2 . 

Luego se integra con respecto a x desde x Q hasta x 2 . Lo anterior corresponde a inte¬ 
grar con respecto a r desde --1 hasta 1. Dado que dx = h ds, el resultado es 

r * 2 r 12 /I 4 1 \ 

J /(x) dx = J p 2 (x) dx = h í - f 0 + - /j + - / 2 J. 

’xo '*0 ^ ' 

Una fórmula semejante se cumple para los dos siguientes subintervalos desde x 2 has¬ 
ta.*., etc. Al sumar todas estas m fónnulas se obtiene la regla de Simpson 1 -’ 


r° 

(4) J f(x)c 


r (/ 0 + 4 /1 + 2 f 2 + 4/3 + • ■ • + 2/ 2m _ 2 + 4 / 2 


+ U' 


* Primera parábala 

- _ Segunda parábola 


ÚHima parábola 


X 1 *2 x 3 x 4 


x 2m — 2 x 2m —1 b 


Figura 415, Regla de Simpson, 

THOMAS SIMPSON (! 710-1761), matemático inglés autodidacto, autor de vanos libros populares. 
La regla de Simpson fue usada mucho antes por Tomcelli, Cregory (en 1668) y Newton (en 1676), 
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en donde h — (b — a)/2m y f. =f¡xj). En la tabla 18-4 se muestra un algoritmo para 
efectuar la regla de Simpson. 

Tabla 18-4 

Regla de integración de Simpson 

ALGORITMO SIMPSON = 0, 1, • • • , 2 m) 

Este algoritmo calcula la integral J~ f( x ) dx a partir de valores dados / = 

/[xj) en puntos equidistantes x 0 = a, x, = x 0 + h, ■ ■ ■, x 2m = x 0 + 2 mh — b mediante 
la regla de Simpson (4), en donde h = (b - a)/2m, 

ENTRADA: a, b, m,f 0 , • - • ,/ 2m 

SALIDA: Valor aproximado y de y 
Calcular s 0 = f 0 + f 2m 

5 1 ~ -f 1 + /3 + + / 2m _i 

5 2 = / 2 + / 4 + ’ • ‘ + f 2m -2 

h — (b — a)/2m 

J ” ^ (X{) + 4.v j 4- 2.v z ) 

SALIDA J . Detener el proceso. 

Fin de SIMPSON 

Las cotas para el error e 5 en (4) pueden obtenerse con un método semejante al 
aplicado en el caso de la regla trapezoidal (2), suponiendo que la cuarta derivada de/ 
existe y es continua en el intervalo de integración. El resultado es 

{b - a) 5 

(5) CM 4 S e s S CM*, mientras que C = - , 80(2/M )4 

y M A y M A son los valores más grande y más pequeño de la cuarta derivada de/en el 
intervalo de integración, respectivamente. Es trivial que e s = 0 para un polinomio 
cuadrático/ pero (5) muestra que e s = 0 inclusive para un polinomio cúbico, porque 
la cuarta derivada de tal polinomio es cero. 

La regla de Simpson es suficientemente exacta para casi todos los propósitos 
prácticos, y es preferida a otras fórmulas más complicadas de mayor precisión que 
pueden obtenerse mediante el empleo de polinomios de aproximación de grado supe¬ 
rior. En la pág. 361 de la obra citada como referencia [El3] en el apéndice 1 se 
proporciona una lista de estas así denominadas fórmulas de Newton-Cotes. 

Ejemplo 3. Regla de Simpson. Estimación del error, 
i 

Evaluar J~ J e 1 dx aplicando la regla de Simpson con 2m = 10 y calcular el error 
0 


j. : D a j -j> j ■ :) D v / / -j. J> J J L) j / 
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Solución. Gomo A = 0.1, con la tabla 18-5 se obtiene 
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./ 

0.1 

.367 879 + 4 




“T“ 

■ 3.740 266 + 2 

■ 3.037 901) = 0.746 

825. 

Tabla 18-5 





' '¿í: 

Cálculos en 

el ejemplo 3 



TÍljl 

j 

x i 

X/ 


e-*? 


0 

0 

0 

1.000 000 



1 

0.1 

0.01 


0.990 050 


2 

0.2 

0.04 



0.960 789 

3 

0.3 

0.09 


0.913 931 


4 

0.4 

0.16 



0.852 144 'i 

5 

0.5 

0.25 


0.778 801 

6 

0.6 

0.36 



0.697 676 | 

7 

0.7 

0.49 


0.612 626 

8 

0.8 

0.64 



0.527 292' 

9 

0.9 

0.81 


0.444 858 

10 

1.0 

1.00 

0.367 879 



Sumas 



1.367 879 

3.740 266 

3.037 901 i! 


Estimación de!error. Al derivarse obtiene/' v (x) = 4(4x" - 12* 2 + 3>r* Al considerar la derivada/ v de 
/ se encuentra que el mayor valorde f ,v en el intervalo de integración ocurre en i = 0 y que el menor 
valor lojiacc en x - x = 2 5 + 0 5 VI 0 Los cálculos dan por resultado los valores M A = f ,v (0) = 12 y M ' 
-f ir ) = -7 359 Como 2m = 10 y b - a = I. se obtiene C= -1/1800000 = -0 00000056 Por consi¬ 
guiente, a partir de (5) se obtiene 


-0.000 007 3 i 


i 0.000 005. 


Asi, J debe estar entre los valores 0.746825 - 0 000007 = 0.746818 y 0.746825 + 0.000005 = 0 746830, 
de modo que por lo menos cuatro dígitos del valor aproximado son exactos. En realidad 0 746825 es 
exacto hasta 5D porque J= 0.746824 (exacto hasta 6D), 


Por tanto, el resultado obtenido es mucho mejor que el del ejemplo I, que se obtuvo aplicando la 
regla trapezoidal, a pesar de que el número de operaciones es casi el mismo en ambos casos. I 


En el ejemplo se usaron primero alguna n = 2my luego se aplicó (5) para estimar 
el error resultante. De manera más realista, se requiere cierta exactitud, a partir de la 
cual se determina n = 2m. Lo anterior simplemente significa que dado e se resuelve 
(5) para n, como se muestra en el siguiente ejemplo. ' 3 


Ejemplo 4. Determinación de n a partir de la exactitud requerida. 

En el ejemplo 3, para alcanzar una exactitud hasta 6D, 6 qué n es necesario elegir? 


Solución. Al usar M A - 12 (que es mayor en valor absoluto que partir de (5) se obtiene, con b - 

o 1 y la exactitud requerida, 


I CALI 


12 


I80{2mj 4 


io- 


por lo que m 


p - I0 6 I2 ] 1 

L 180 • 2 4 J 


9.55, 


ilgpíi 


,itfi 

'Élífí. 

ilii 


... ss; 

'Í# K 


wm 




l’if: 


’ ir? 

■ - ' 

Sifc- 


■;”.V 


-,#Í 


ast? 

m 




lis 


ite 


Así, es necesario elegir n 2m - 20. Se pide que el estudiante efectúe los cálculos pertinentes, que son 
semejantes a los del ejemplo 3. 


Observar que las cotas para el error en (3) o en (5) algunas veces pueden ser holgadas, de modo que 

en tal caso puede ser suficiente unan = 2m más pequeña. | 


Estabilidad numérica. Todas las fórmulas de Newton-Cotes son estables con res¬ 
pecto al error por redondeo. 


Para la regla de Simpson la afirmación anterior puede demostrarse como sigue 
(y pura otras fórmulas de Newton-Cotes la demostración se efectúa siguiendo la mis¬ 
ma idea). El error por redondeo de un valor/(.v r ) no excede la unidad de redondeo 
“• le^l < u (por ejemplo, u = 1/2 - 10~ 6 si se redondea hasta 6D). Cada uno de los 2m 
+ 1 valores funcionales contribuye con un e y . multiplicado por su coeficiente 1,4 o 2, 
de modo que para la suma de estos errores se tiene 


l e o + 4 éj 


2e z + 


' ‘ + e 2 m l = (! + 4+ -f 4 + 1)« = 6 ffttt. 


En (4) lo anterior se multiplica por /t/3 = (ó - á)/6m, con lo que se obtiene la cota 
6mu - (b — a)/6m = (b — a)u. 


Esta cota es independiente de m. Por tanto, el método es estable cuando b tiende a 
cero o bien, prácticamente, cuando se incrementa la exactitud al elegir valores cada 
vez más pequeños de h. I 


Fórmulas gaussianas de integración 


Las fórmulas de integración obtenidas hasta el momento implican valores funciona¬ 
les para valores equidistantes de x y proporcionan resultados exactos para polinomios 
que no exceden cierto grado. De modo más general, puede hacerse 


( 6 ) 


r 1 " 

J /U) <¡x = © Ajfj 


3=1 


[fj = f(Xj)l 


(eligiendo a 1 y b — 1, lo que puede efectuarse mediante una transformación 
linea] de escala), y determinarlas 2 n constantes A,, ■ ■ ■ ,A n , x,, ■ - • ,.t (i de modo que 
con (6) se obtengan resultados exactos para polinomios de grado A:'tan alto como 
sea posible. Ya que 2 n es el número de coeficientes de un polinomio de grado 2n - 1, 
se concluye que k<2n- 1. Gauss demostró que la exactitud para polinomios cuyo 
grado no es mayor que 2 n — 1 (en vez de n - 1 o de n) puede alcanzarse si y sólo si 


los valores x. 


son los n ceros del polinomio de Legendre P (;x), en donde 




x , 


P 2 (x) 


!(3.x 2 


I), P 3 (x) = i(5© - 3x), ■ 


[respecto a la fórmula general, ver (11) en la sección 5.3] y los coeficientes A. se 
eligen de manera idónea. Entonces, (6) se denomina fórmula gaussiana de integra- 
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ción. Algunos valores numéricos son (más valores se encuentran en la obra citádl 
como referencia [1] en el apéndice 1) ' :í|g 




Y DERIVACION NUMERICA 
) j J{x) dx = ~ (/„ + j\ 


5 2 J 0 + S Z J X IK(5 4 /o + 5 4 / x ) 
12 + 720 


: 0.57735 02692 


Coeficientis^^B Ü 


Para obtener más detalles, consulte el texto dado como referencia [E24] en el apén¬ 
dice 1. 


: 0.77459 66692 


±V(15 - VT20)735 = ±0.33998 10436 


; 0.86113 63116 


0.65214 51549 -i 


0.34785 48451 


Ejemplo 5. Fórmula gausslana de integración con n = 3 yj|| 

Evaluar la integral de! ejemplo 3 aplicando la fórmula gaussiana (6) con n — 3, '.Mi- 

té!* 

Solución. La integra! dada desde 0 hasta 1 debe convertirse en una integral desde — I hasta 1 „ Se hace'iíw 
— l/2(/r+ 1). Entonces, dx~ 1/2 dt> y (6), con n - 3 y ios valores antes dados de los ceros y los coeficiente'^?! 
conduce a : ■ h M 

J exp (™A- 2 ) dx - ~ f exp ~ U -f I) 2 ^ dt n || 

“ 5 [f eXp (“ Í( 1 - 4)) + ? ex p(-í) + f exp (-i(í + ^/|) )] = 0.746 81 

(exacto hasta 6D: 0.746825), lo cual es casi tan exacto corno el resultado de la regla de Simpson que sé|| 
obtuvo en el ejemplo 3 realizando un número mucho mayor de operaciones aritméticas Ijjíi 


Derivación numérica 

La derivación numérica es la determinación de los valores de la derivada de una 
función/a partir de valores dados de/ La derivación numérica debe evitarse siem¬ 
pre que sea posible porque, mientras la integración es un proceso suavizador y no 
es afectada mucho por pequeñas inexactitudes en los valores funcionales, / a deri¬ 
vación tiende a ser menos suave y, en general, proporciona valores de/ ' mucho 
menos exactos que los de/; recuerde que la derivada es el limite del cociente de 
diferencias y, en éste, normalmente se tiene una pequeña diferencia de dos cantida¬ 
des grandes, que luego se divide entre una cantidad pequeña. Sin embargo, las 
fórmulas que se obtendrán son fundamentales en la solución numérica de ecuaciones 
diferenciales. 

Se usarán las notaciones f j = f'(x J ),f" i =f"(x j ), etc., y pueden obtenerse fórmulas 
preliminares de aproximación para las derivadas, recordando que 

, .. j\x + h) - ,f(x ) 


Lo cual sugiere que 


La fórmula gaussiana de integración (6) tiene la ventaja de que es muy exacta. ; 
Su desventaja la constituyen el espaciamiento irregular de x p ■ ■ • ,x n y los valores un . 
tanto inconvenientes de los coeficientes, pero esto no es esencial si los/x.) también 
se calculan (no se toman de tablas) u obtienen de un experimento en el que los x ¡ 
pueden fijarse de una vez por todas. La fórmula (6) es poco práctica si J{xJ) resulta de 
la interpolación en una tabla en que/se proporciona a intervalos iguales, porque una 
interpolación de este tipo puede ser más importante que cualquier ganancia debida a 
una mayor exactitud. 


De manera semejante, para la segunda derivada se obtiene 

(9) r . £!íi _ + f ° 

(y) h 2 _ h 2 


Dado que los puntos extremos —1 y 1 del intervalo de integración de (6) no son 
ceros de P„(x), entonces no se encuentran entre x t , ■■■ ,x y, debido a ello, se dice que 
la fórmula de Gauss (6) es una fórmula abierta, en contraste con una fórmula ce¬ 
rrada en la que los puntos extremos del intervalo de integración son x 0 y x u . Por 
ejemplo, (2) y (4) son fórmulas cerradas. 

Se menciona que, precisamente como en el caso de la interpolación, existen 
métodos de integración numérica basados en diferencias. Un método muy eficaz 
utiliza la fórmula de Gauss de diferencias centrales 


Derivando polinomios de Lagrange idóneos pueden obtenerse aproximaciones 
más exactas. Si se deriva (4’) y se recuerda que los denominadores en (4*) son 2/r, 
—h 2 , 2/r 2 , se tiene 


f'(x) = p' 2 (-v) 


2x - x. - .r. 


2.x — ,r n — .v„ 

- y- 1 f 4 . 

1,2 J 1 T 


^ <3% ,*S5) .43) ¿7) m -3 ñ ^ 


7) T/s;.) 


‘v r;: ;> v ) ) •')■') ‘ n J d / "í> "h : 0 V : J -Ü J -) 




j j ..) ; i j 




r ' 5'i Cpi Q) C:-‘ C'> C í f 
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Al evaluar lo anterior en x n . x 


: 0 , x f , x 2 , se obtienen las "fórmulas de los tres puntos” 3 


( 10 ) 


(a) 


(b) 


(c) 


f o 
fl 
fí 


TZ (-3/ n + 4/, - f 2 ). 


■V-- 


2 h 

_1_ 
2 h 


(~fn + /o). 


(/ 0 ~ 4/j + 3/ 2 ). 


Aplicando la misma idea al polinomio de Lagrange p 4 (x) se obtienen fórmulas semej 
jantes, en particular , 


( 11 ) 


fó 


1 

I2/z 


(/ 0 - 8/, + 8/3 - /,). 


En el texto dado como referencia [El 1] en el apéndice 1 se incluyen niás detalles 
fórmulas. '¿3 

■fj 

Problemas de la sección 18.5 '*')!,■ 

m 

1. Demostrar que al aplicar (I ) con n = 5 se obtiene / 0.748053 para la integral del ejeniplctí 
1 [exacto hasta 6D: 0.746824] 

T ^ ■&!) 

2. Para tener una idea del crecimiento en la exactitud, calcular J -V dx aplicando (I) co'tjl; 

A- I, A-0.5, A-0.25. s | 

3. Efectuar la tarea de problema 2 aplicando la regla trapezoidal (2) en vez de (I). También?*! 

gradear x 1 y los trapezoides. jS¡| 

4. Deducir una fórmula con la que se obtengan cotas inferior y superior para 7 en relación|jas> 
con la regla rectangular (I). Aplicar esta fónnula al problema 1. 

Evaluar numéricamente las siguientes integrales según se indica y comparar el resultado 
con el valor exacto obtenido mediante una fónnula conocida del cálculo. 


r c C: ('■ (■ ( c 


( ( ( 1 


(■ r 


r ( (^ c r - o o o C 


Cuestionario y problemas de repaso del capítulo is 

Evaluar numéricamente las siguientes integrales según se indica» 


fewL w 

§j 

fflggfc ., 

ifct 


m 


A(x) 


5. A(l)por(2), n = 4 
7. A(l)por(4), 2/n = 4 

9. A(2) por ,(4), 2m = 10 
11. 5(2) por.(4), 2m = 4 
13. 5(2) por (2), 77 = 10 


r x dx* 

r 1 dx* 

r 

l 1 + X* 2 ' 

5W = { 

D{x) = J 
"0 




dx* 


6. A( I) por (2), 77 = 20 

8. A( I) por (4), 2/77 = 10 

10. A( 10)por (2), 77 = 10 
12. 5(2) por (4), 2m = 10 
14. 0(0.4) por (4), 2m = 4 


Calcular las cotas para el error en el 

15. Problema 5 16. Problema 6. 17. Problema 1 I, 

18. ¿Cuál es la menor 77 al calcular B(2) para el que se garantiza una exactitud de 5D (a) 
aplicando (3) en el empleo de (2), (b) aplicando (5) en el empleo de (4)7 Comparar lo 
anterior y hacer un comentario. 


s 


a# 


aiUJ 


f sen x* . , 

i -^ ax ~ 


CU) 


eos u**) dx’ 11 . 


JKx) 


451 


r . ... 

f J 0 (x*) dx 


(Estas integrales no son elementales. Si(,r) se denomina integral senoidal , C(.r) es la inte¬ 
gral de Fres n el, y es la función de Bcssel de orden cero,} 

19. Si{ 1) por (2), n = 5, n « 10 20. Si(l)por(4). 2 m = 2 y 2 m = 10 

21. C(2) por (4), 2 m = 10 22. C(2)por(2). n « 10 

23. J(I)por(2), n ~ 10. y valores de la tabla I, apéndice 5 

24. 7(1) por (4), 2 m = 10 

25. Demostrar que la regla trapezoidal es estable con respecto al redondeo. 

26. Escribir los detalles de la obtención de (10). 

27. Considerar/Lr) = „r 4 para ,v (J = 0, ..r, “ 0.2, x 2 ~ 0.4, jr 3 = 0.6 y ,r 4 = O S» Calcular/,’ a partir 
de (10a), (10b), (10c), (II).. Detenninar los errores, comparar los resultados y hacer un 
comentario. 


28. Una "fórmula de los cuatro puntos" para la derivada es 

i 


fí 


6/7 


1-2/, - 3 f 2 + 6/, 


/<>■ 


Aplicarla a /(x) = x A con x,, ■ - \x A como en el problema 27, detenninar el error y compa¬ 
rarlo con el que se obtuvo en el caso de (I 1) 

29. La derivada./'( jt) también puede aproximarse en términos de diferencias de primer orden 

y de orden superior: ' 

r<v - i (V/o - [ * 2 h + j a 3 / 0 - { av 0 

Calcular / '(0.4) en el problema 27 a partir de esta fónnula, usando diferencias hacia 
adelante e incluyendo diferencias de primero, segundo, tercero y cuarto orden, 

30. Obtener la fónnula del problema 29 a partir de (14) en la sección I 8.3 , 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 18 

!. ¿Cómo se representan los números en una computadora? 

2. ¿Qué se entiende por punto flotante y punto fijo? 

3. ¿Cuáles son las reglas del redondeo? 

4» Mencionar y explicar algunas de las fuentes de errores al efectuar cálculos. 

5. ¿Qué significa "estabilidad de un algoritmo"? ¿Por qué es importante? 











MÉTODOS NUMÉRICOS EN GEN! 

'í®ps 

6. Escribir las definiciones de error y error relativo de un valor aproximado. 

7. ¿Cómo se comportan el error y el error relativo bajo la adición? ¿Bajo la tnult¡p]¡caciof¡’>ííÉ 

8. ¿Por qué la selección de un buen método es tan importante en una gran computadora!^ 

como en una calculadora de bolsillo? ’. ■ 

9. ¿0“é es la iteración de punto fijo? Escribir una condición suficiente para la converge 

10. ¿Qué se entiende por "orden de convergencia de una iteración"? ¿Por qué es importi 

11. Hacer una tabla de diferencias dc/[x) = l/jr, x = 1.0(0.2)2.0,4D, y escribir las diterem 

en las tres notaciones. £Bs| 

12. ¿Cuál es el objetivo del método de Newton(-Raphson)? ¿Cuál es la idea? 

13. ¿Qué es el método de bisección? ¿Puede divergir? ¿Es rápido? . ‘ 

14. ¿Qué es la regula falsi? ¿Cuándo es posible aplicarla? 

15. ¿Cuál es una ventaja de las fórmulas de interpolación de Newton con respecto a la cje||| 
Lagrange? 

16. Al obtener la regla de Simpson se usó un polinomio de interpolación de Newton. Explicph® 
cómo. 

17. ¿Qué es "interpolación por cerchas"? ¿Por qué puede ser mejor que la interpolación 
polinómica usual? 

18. ¿Qué recuerda sobre el error de la interpolación polinómica? 

19. ¿Cómo se obtuvieron las fórmulas para la derivación numérica? 

20. ¿Por qué en general la derivación numérica es más delicada que la integración numérica?^ 

"tí 

21. Escribir-0.53678. I 186.699, -0.00604, 23.9481, 1/3, 85/7 en forma de punto flotontpM 
con 5 dígitos significativos. 

22. Convertir (1992) l0 , (5.25) 10 , (15.6640625) lo y (—24 875) |0 a forma binaria. 

23. Convertir (I I 1.101),, (100tí 10.1), y (I 1.101 I), a forma en base 10. 

24. Calcular 0.29731/(4.1232 - 4.0872) con los números asi dados y luego redondear po¿¡|| 

pasos hasta 4, 3 y 2 dígitos significativos Hacer un comentario. Mü 

i 

. vVi 

25. Resolver x 2 - 50x +1=0 aplicando (3) y (4), sección 181, usando 5 dígitos significativos jfe 

en los cálculos. Comparar los resultados y hacer un comentario Tjj 

26. ¿Cuál seria una manera aceptable de calcular \m'+ 9-3 para ) v | pequeño"’ 

27. Sean 4.81 y 12 752 redondeados correctamente hasta el número de digitos mostrado. 1 

Determinar el menor intervalo en el que debe estar la suma s = 4 81 + 1 2.752 (usando para 
las cantidades valores reales en vez de redondeados) • 

28. Contestar lo que se pide en el problema 27 para la diferencia d = 4.8 1 — I 2.752 ¿ 

29. ¿Cuál es el error relativo de na en términos del de a 1 

30. Demostrar que el error relativo de o 2 es el doble que el de o. 


Encontrar la solución de x s = x + 0.2 cerca de .v = 0 transformando algebraicamente la 
ecuación en la forma (2), sección 18.2, y empezando en x 0 = 0. 

La ecuación del problema 3 I tiene um solución cerca de x = I. Encontrar esta solución 

_ 
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escribiendo la ecuación en la fonna x = Vi + 0.2 e iterando, empezando con x 0 = 
Resolver,x 6 + 3x 4 — 6.x 2 — 8 = 0 por iteración con x 0 = 1, en 10 pasos, hasta 6S 


34. Resol ver eos x = x por iteración (6S,x 0 = I Rescribiendo la ecuación como x=(0.74x + eos x)/ 
1.74, obteniendox 4 = 0.739085 (¡exacto hasta 6SI). ¿Por qué lo anterior converge tan rápido? 

35. Resolverx 4 -4,00322x-’ +x 2 + 6.43105 = 0 aplicando el método de Newton con x 0 = 3;5, 
hasta 6S de exactitud. 

36. Resolver x 4 — x J — 2x — 34 = 0 aplicando el método de Newton con x 0 = 3, hasta 6S de 
exactitud. 

37. Resolver e x — \/x — 0 aplicando el método de Newton con x 0 = 0.5, hasta 6S de exactitud. 

38. Resolver eos x - x = 0 aplicando el método de falsa posición. 

39. Mediante interpolación cuadrática calcular senh 0.3 a partir de senh (-0.5) = -0.521, senh 
0 = 0, senh 1 = 1.175. 

40. Por interpolación lineal, calcular K 1.75) a partir de 7(1.0) = 3,00000,/(1.2) = 2.98007, 
7(1.4) = 2.92106,7(1.6) = 2.82534,7(1.8) = 2.69671,7(2.0) = 2.54030, Hacer lo mismo 
por interpolación cuadrática, usando los tres últimos valores. 

41. Efectuar la misma tarea que en el problema 40, para7(1.28). 

42. En el problema 40, ca!cular7(l ,75) aplicando la fórmula de Everett (ver los problemas de 
la sección 18.3). 

43. En el problema 40, calcular/(I -28) por medio de la interpolación cúbica usual. 

44. Calcular7(0.3) a partir de7(0) = 0.50000,7(0.2) = 0.69867,7(0.4) = 0.88942,7(0.6) = 
1.06464 aplicando la fórmula de Everett de los problemas de la sección 1 8.3. 

45. Encontrar el spline cúbico para los datos7(0) = 1,7(1) = 0,7(2) = -3, k Q = k 2 = 0, 

46. Encontrar el spline cúbico para los datos/f-l) = 3,/(l) = 1,7(3) = 23,7(5) = 45, k g = L, = 3. 

f I 3 

47. Aplicar la regla rectangular (I) de la sección 18.5 con n = 5 para calcular J o x dx. ¿Cual 
es el error? 

48. Calcular la integral del problema 47 aplicando la regla trapezoidal (2) de la sección 18.5 
con n = 5. ¿Qué cotas para el error se obtienen a partir de (3)? ¿Cuál es el error real del 
resultado? ¿Por qué este resultado es mayor que el valor exacto? 

49. Calcular la integral de Fresnet C(x) = J^cos (/-) dt para x = I. aplicando la regla de 
Simpson con 2 m = 2. 

50. Calcular la integral del problema 49 aplicando la regla de Simpson con 2 m = 10. 

Resumen del capítulo 18 

Métodos numéricos en general 

En este capítulo se analizaron conceptos relevantes a lo largo y ancho del tra¬ 
bajo numérico como un todo y métodos de naturaleza general, en oposición a 
los métodos para resolver problemas en álgebra lineal (capítulo 19) o en 
ecuaciones diferenciales (capítulo 20). 

En cálculos científicos se usa la representación de punto flotante de los 
números (sección 18.1); la representación de punto fijo es menos adecuada en 
la mayor parte de los casos. 

Los métodos numéricos proporcionan valores aproximados a de cantida¬ 
des. El error e de a es 

( 1 ) e = a - a (Secc. 18.1) 


') ) ) "3 ■ ): 
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en donde a es el valor exacto. El error relativo de a es e/a. Los errores surgen í 
por redondeo, inexactitudes de valores medidos, truncamiento (es decir, la sus-’’!? 
titución de integrales por sumatorias, derivadas por cocientes de diferencias,’'^ 
series por sumas parciales), etc. 

Un algoritmo es numéricamente estable si pequeños cambios en los datos '1 
iniciales conducen sólo a pequeños cambios en los resultados finales. Los í 
algoritmos inestables por lo general son inútiles porque los errores pueden vol- "1; 
verse tan grandes que los resultados son muy inexactos. La inestabilidad nu¬ 
mérica de los algoritmos no debe confundirse con la inestabilidad matemática ii 
de los problemas ("problemas mal condicionados ", sección 18.2). | 

La iteración de punto fijo es un método para resolver ecuaciones J[.x) = 0 ; i,;; 
en donde la ecuación se transforma primero algebraicamente a x = g{x), se | 
efectúa ún intento inicial x 0 para la solución y luego de manera sucesiva se ) 
calculan aproximaciones .r 2 • * - , por iteración a partir de (ver la sección , 1 
18.2) 


El método de Newton para resolver ecuaciones,/(x) = 0 es una iteración 

(3) , = •*„ - -p~ (Secc. 18.2). 

en donde x ;|+| es la abscisa al origen de la tangente a la curva y =J[x) en el punto 
x n . Este método es de segundo orden (teorema 2, sección 18.2). Si en (3) se 
sustituye f por un cociente de diferencias (geométricamente, la tangente se 
reemplaza por una secante), entonces se obtiene el método de la secante; ver 
(10) en la sección 18.2. Para el método de bisección (que es lento) y el método 
de falsa posición , ver los problemas de la sección 18.2. 

Interpolación polinómica significa la determinación de un polinomio de 
interpolación ; es decir, un polinomio p„(x) tal que p H (xj) = f r en donde j = 0, • • ■ 

. n Y (x 0 ,f 0 ), • ■ ■, {x n ,f¡) son valores medidos u observados, valores funcionales, 
etc. Cuando se tienen datos específicos, p H (x) de grado n (o menor) es único. 
Sin embargo, es posible expresarlo de varias formas, de las cuales destacan la 
forma de Lagrange (4), sección 18.3, o la forma de diferencias divididas de 
Newton (10), sección 18.3, que requiere menos operaciones y parax 0 , x, =x fl + 
h, ’ ’ • , x H = x 0 + nh regularmente espaciados se vuelve la fórmula con diferen¬ 
cias hacia adelante de Newton (sección 18.3) 


fW “ P„W = f 0 + rAf 0 + 


r . < r !> a 2 


A 2 /n + 


r(r - 1) 


(r — n + 1) 












19.1 



Métodos numéricos en 
álgebra lineal 

En este capítulo se considerarán algunos de los métodos numéricos más ! 
importantes para resolver sistemas lineales de ecuaciones (secciones 19.1 a i 
19.4), para ajustar rectas (sección 19.5) y para resolver problemas matriciales 
con eigenvalores (secciones 19.6 a 19.10). Estos métodos y otros semejantes 
revisten gran importancia práctica. En efecto, muchos problemas de ingeniería 
u otros campos (por ejemplo, de estadística) conducen a modelos matemáticos 
cuya solución requiere métodos de álgebra lineal numérica. 

Este capitulo es independiente del capitulo 18 y puede estudiarse 
inmediatamente después del capitulo 7. 

Prerrequisitopara este capitulo: Secciones 7.1, 7.2, 7.3, 7.10. 

Secciones que.pueden omitirse en un curso más corto: Secciones 19.4, 19.5, 
19.6,19.9,19.10 

Bibliografía: Apéndice 1 , parle E. 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 


SISTEMAS LINEALES: ELIMINACIÓN DE GAUSS 

Un sistema lineal de n ecuaciones en n incógnitas jr,, • • • , ,r, es un conjunto de 
ecuaciones E,, ■ • • , E,, de la forma: 


E i: 

“ir v i 

4- * 

■ ■ + 

a ln x n 

= b 1 

E 2 : 

“21*1 

+ ■ • 


a 2n X n 

“ ^2 

E„: 

"nl*l 

+ • 

• • + 

c, nn X n 

= b n 


457 
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MÉTODOS NUMÉRICOS EN ÁLGEBRA LINEAL: 

en donde los coencientes a, y los ó son números dados. El sistema se denomina 
homo-éneo si todos los b son cero; en caso contrario es no homogéneo. Aplicando 

multiplicación matriciai iseooion ^,. u „s.-... ^7'í 

vectorial . ’fi 

(21 Ax = b , l ,t 


en donde la matriz de coeficientes A = [aj es la matriz denXn 


son vectores columna. La matriz aumentada A del sistema (1) es 


[A b] 


a ln b l 
a 2n b 2 


a nn b n 


Una solución de (1) es un conjunto de números x |; ■ ■ ■ , x, que satisfacen todas las n 
ecuaciones, y un vector solución de (1) es un vector x cuyas componentes constituyen 

una solución de (1). ' 

El método de resolución de tal sistema por medio de determinantes (regla de 
Cramer en la sección 7.9) no es práctico, inclusive si se cuenta con métodos eficientes 

para evaluar los determinantes. , 

Un método práctico para resolver un sistema lineal es la eliminación de Gauss, 
que se analizará a continuación (procediendo de manera independiente con respecto 
a la sección 7.4). 


Eliminación de Gauss 

Este método estándar para resolver el sistema lineal (1) es un proceso sistemático de 
eliminación que reduce (1) a una "forma triangular" porque entonces el sistema 
puede resolverse fácilmente por "sustitución hacia atrás". Por ejemplo, un sistema trian¬ 
gular es 

3xj -I- 5x 2 + 2x 3 = 8 


8x 2 + 2 x 3 = — 7 


3 
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SISTEMAS LINEALES: ELIMINACIÓN DE GAUSS 


y al aplicar sustitución hacia atrás se obtiene x 3 
con lo que 


1/2 por la tercera ecuación, 


por la segunda ecuación, y finalmente por la primera ecuación 


¿Cómo es posible reducir un sistema (1) dado a forma triangular? En el primer 
paso se elimina.r, de las ecuaciones E, hasta E„ en (1). Lo anterior se efectúa restando 
múltiplos idóneos de la primera ecuación a las otras ecuaciones. Esta primera ecuación 
se denomina ecuación pivotal en este paso, y a,, se denomina pivote. Esta ecuación 
permanece sin modificación. En el segundo paso se toma la nueva segunda ecuación 
(que ya no contiene a x,) como la ecuación pivotal y se usa para eliminar a x de las 
nuevas ecuaciones E/ hasta E/ que se obtuvieron en el primer paso, etc. Con lo 
anterior se obtiene un sistema triangular que puede resolverse por sustitución hacia 
atrás como acaba de mostrarse. De esta manera se obtienen precisamente todas las 
soluciones del sistema dado (la demostración de este hecho se proporciono en la 
sección 7.4). Los pivotes deben ser diferentes de cero. Para lograr lo anterior, puede 
ser necesario cambiar el orden de las ecuaciones. Esto se denomina pivoteo P arc ' al - 
También, los pivotes no deben ser demasiado pequeños en valor absoluto, debido a 
los errores por redondeo, y esta puede ser otra razón del pivoteo parcial, como se 
analizará más tarde. Primero se considerará un ejemplo sencillo. 

Ejemplo 1. Eliminación de Gauss. Pivoteo. 

Resolver el sistemo 


3jq + 5 jt 2 + 2*3 = 8 

*4* 8.xg ™ 26-. 

Solución. Para obtener una ecuación pivotal que contenga a x,, es necesario reordenar las “ u «*°" es ' 
por ejemplo, Intercambiando la primera ecuación y la primera ecuación que cont.ene a x, (es decir, 
segunda ecuación del sistema actual): 

*3.Vj + 5 a 2 2 .V 3 5=5 8 


Primer paso. Eliminación de .X,. » 

Es suficiente mostrar la matriz aumentada y operar sobre ella. Se mostraran tanto las ecuaciones como la 
matriz aumentada. En el primer paso, la primera ecuación es la ecuación pivotal. Asi. 


Pivote -> (3©) + 5jr z + 2v : 


Eliminar ■ 


1 En oposición al pivoteo total, que se analizara más tarde en esta sección. Para la eliminación de 
Gauss-Jordan, consultar la sección 19.2. 
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Para eliminar r, de las otras ecuaciones (aquí, de la tercera ecuación), se hace 

Restar 6/3 = 2 veces la ecuación pivotal de la tercera ecuación. : 4| 

E! resultado se muestra enseguida. 

3 

Segundo paso . Eliminación de x, ,!| 

La primer ecuación se deja sin modificary se toma la nueva segunda ecuación como la ecuación pivotaljj 
(En este caso sigue siendo la segunda ecuación anterior porque en el primer paso no hay término x, ¿i 
eliminar.) r 

3xj + 5x 2 + 2jt 3 * 8 3 5 2 8 J 

Pivote _► + 2x 3 = -7 0 8 2 -7 ¡í¡ 


Eliminar —► | - 8x 2 


Para eliminar x, de las ecuaciones que están abajo de la ecuación pivotal (aquí, a partir de la tercera| 
ecuación), se hace: $¡ 

Restar —8/8 ~™l veces la ecuación pivotal de la tercera ecuación. 

A continuación se muestra el sistema triangular resultante. Aquí termina la eliminación hacia adelante,.$ 
Ahora viene la sustitución hacia atrás. % 

Sustitución hacia atrás. Determinación de x yy x,, x r £ 

E! sistema triangular obtenido en el paso 2 es \ 

3a. + 5a, t- 2 a, = 8 f3 5 2 8 1 


A partir de este sistema, al tomar primero la última ecuación, luego la segunda ecuación y por último la 
primera ecuación, se calcula la solución 


Lo anterior coincide con los valores dados arriba. 1 

El algoritmo general se muestra en la tabla 19.1. Para explicarlo se han numerado 
algunos de sus renglones. Por uniformidad, b j se denota por El término m jt en el 

tercer renglón sugiere el término multiplicador , ya que éstos son los factores por los 
que es necesario multiplicar la ecuación pivotal E* en el paso k antes de restarla de 
una ecuación E* abajo de E t *, a partir de lo cual se desea eliminar x t . Aquí, E t * y E* 
se han escrito para indicar que después del paso 1 éstas ya no son las ecuaciones 
dadas en (1), sino que experimentaron un cambio en cada paso, como se indica en el 
renglón 4. En consecuencia, el posible pivoteo en el renglón 1 siempre se refiere a las 
ecuaciones más recientes, y j'ík indica que se dejan sin modificar todas las ecuaciones 
que sirvieron como ecuaciones pivotales en pasos previos. Para p- ke n e! renglón 4 
se obtiene 0 en la derecha, como debe ser en la eliminación, 


1 ") 1 ■') ) '0 - ; v ^ r ') V ■■) ^ ? •> ^ ^ 
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En el renglón 5, si la última ecuación en el sistema triangular es 0 = h* ^ o 
entonces no hay solución Si es 0 = b * = 0, no se tiene una solución única porque eri 
este caso hay menos ecuaciones que incógnitas. 


Ejemplo 2. Eliminación de Gauss en la tabla 19.1, muestra de cálculos. 


En el ejemplo I se tenia o„ = 0 y n,, * 1 0. por lo que j = 2 y. por el renglón 2 del algoritmo, seá 
intercambiaron las ecuaciones E, y E, Luego se calcularon m,, = 0/3 = 0 y ni,, = 6/3 = 2. de modo que eri 
el renglón 1 con p = 2, 3, 4 no se obtuvo ningún cambio en E„ y en E, (identificando los nuevos 
elementos con un asterisco) 

Ip = 2) «32 = «32 - '«31 «12 13 2 - 2 5 = -- 8 

(p = i) »*3 = U 33 - / 7 ! 3 i, 3 = 8-22= 4 

(p = 4) «J 4 = «34 - nl 2l «14 = *3 - m 31 /; ] = 26 - 2 8 = 10 

como los coeficientes de E,* en el poso 2 | í 


pl 
lili 


n ~1 n ~1 

/(/i) = 2 (/t - A') + 2 2 (" “ k)in - k + I) 
k=l k=l 


(escribir n - k = v) 


= 2 J + 2 2 ¿'O + 1) = — Ijri + §(/7 Z - l)r¡ = §/7 3 

s = 1 s= 1 

en donde 2/1-73 se obtiene al eliminar las potencias más bajas de n. Se observa que 
f[n) crece de manera casi proporcional a n\ Se dice que /(/i) es de orr/e /7 /i’ y se 
escribe 

/(/i) = 0{« 3 ), 

en donde O sugiere el término orden. La definición general de O es como sigue. Se 
escribe 
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m ■ 

pH . si el cociente \f{n)/h(n)\ permanece acotado (es decir, que no tiende a infinito) cuando 

$k¿ //-><». En este caso, h(n) -* n 3 y, en efecto,/f/i)/n 3 -» 2/3 porque los términos omitidos 

M ■ divididos entre n 3 tienden a cero cuando n -*• co. 

fe: 

En la sustitución hacia atrás de se efectúan n - i multiplicaciones y el mismo 
if número de sustracciones, así como una división. Por tanto, el número de operaciones 

SÉf en la sustitución hacia atrás es 


b(n) = 2 (n — i) + n — 2 s + n = in{n + I) + n = ¿n 2 = 0(n z ). 

s ~1 

Se observa que la expresión anterior crece más lentamente que el número de 
operaciones en la eliminación hacia adelante del algoritmo de Gauss, de modo que es 
despreciable para sistemas grandes debido a que es menor por un factor n, 
aproximadamente. Por ejemplo, si una operación se efectúa en 10 -6 s, entonces los 
tiempos requeridos son: 


Conteo de operaciones 

De manera bastante general, la calidad de un método numérico se juzga en términos de: 

La cantidad de almacenamiento 

La cantidad de tiempo ( = número de operaciones) 

El efecto del error por redondeo 

Para la eliminación de Gauss, el conteo de operaciones es como sigue. En el paso k se 
elimina x k de n — k ecuaciones. Para efectuar lo anterior se requieren n - k divisiones 
para calcular m jk (renglón 3) y (// - k)(n - k + 1) multiplicaciones y el mismo número 
de sustracciones (ambas en el renglón 4). Corno se ejecutan n - I pasos, entonces k 
varía desde 1 hasta n — 1 y así el número total de operaciones en esta eliminación 
hacia adelante es 




n 

Eliminación 

Sustitución hacia atrás 

100 

0.7 sec 

0.005 sec 

1000 

11 min 

0.5 sec 


Más sobre pivoteo. Cambio de escala 

Se sabe que un elemento pivotal a kk debe ser diferente de cero. Si es cero, entonces 
es necesario pivotear (intercambiar ecuaciones). Pero esto no es todo: si es pequeño 
en valor absoluto, debe pivotearse, porque entonces seria necesario restar grandes 
múltiplos de la ecuación pivotal de otras ecuaciones, amplificando asi los errores por 
redondeo. Lo anterior puede afectar la exactitud del resultado. Antes de analizar cómo 
superar esta dificultad, se ilustrará con un ejemplo sencillo. 

Ejemplo 3. Dificultad con pequeños elementos plvotales. 

La solución del sistema 

O.OCKM.r) + 1,402.v z = 1406 


es r, = 10, x, = I. Este sistema se resuelve por eliminación de Gauss, usando aritmética de punto flotante 
con cuatro dígitos. 

(a) Si se elige la primera ecuación como la ecuación pivotal, es necesario multiplicar esta ecuación 
por m - 0„4003/0 00Ü4 ~ 1001 y restar el resultado de la segunda ecuación, con lo que se obtiene 

— I405.V, = -1404. 

Por tanto, a, = — 1404/( — 1405) = 0-9993, y por la primera ecuación, en vez de. y, = 10 se obtiene 


fin) - OUi(n)) 


(1,406 - 1,402 • 0,9993) 
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Esta falla ocurre porque |a M | es pequeño en comparación con |a,,|, de modo que un pequeño errorp 
redondeo en x, produjo un gran error en r r 

(b) Si se elige la segunda ecuación como la ecuación pivotal, es necesario multiplicar esta ecuaci 
por 0.0004/0.4003 = 0.0009993 y restar el resultado de la primera ecuación, con lo que se obtiene 

l.404r, = 1.404. i 

Por tanto, t, “ I, y por la segunda ecuación se tiene que jr, = 10. Este éxito ocurre porque la,,j no es m 
pequeño en'comparación con |o„|, de modo que un pequeño error por redondeo en x, no conduce a qjj[ 
gran error en x r En efecto, por ejemplo, si se tuviera x, - 1.002, entonces por la segunda ecuaciq 
seguiría teniéndose el valor aceptable ..r, = f 2 501 + 1.5051/0.4003 = 10 01. 

En el pivoteo parcial, en el primer paso por lo general se elige como ecuació 
pivotal una ecuación en la que el coeficiente de x x es el de mayor valor absoluto; de. 
manera semejante parax, en el segundo paso, etc. Pivoteo total significaría que se| 
buscara un coeficiente con el mayor valor absoluto de todo el sistema y que Ip 
eliminación se iniciara con la variable correspondiente, usando este coeficiente come 
el elemento pivotal; y de manera semejante en los pasos subsiguientes. Lo anterior eg 
difícil de realizar en la práctica, ya que es mucho más costoso que el pivoteo parcial; 

Hay una trampa: un coeficiente podría amplificarse multiplicando una ecuación 
completa, pero ésto no cambiaría la solución calculada. Multiplicar una ecuación 
por un factor se denomina cambio de escala (o escalación) del renglón; aquí, por lofi 
general se usa una potencia de 10 (o de la base (3 de la máquina), de modo qué; 
después los coeficientes de mayores valores absolutos de la ecuación tengan su valor; 
absoluto entre 0.1 y 1 (o entre P~' y 1, respectivamente). J 

En la práctica se utiliza el pivoteo parcial con cambio de escala, es decir, en el k-i 
ésimo paso (k= 1,2, ■ • -) de la eliminación se elige como ecuación pivotal una ecuación^ 
de entre las n — k + 1 ecuaciones disponibles, de modo que el cociente del coeficiente dej 
x t y el coeficiente de mayor valor absoluto en la ecuación sea máximo en valor absoluto!; 
En caso de que haya varias de tales ecuaciones, se toma la primera de ellas. ./ 

Ejemplo 4. Elección de las ecuaciones pivotales. 

Aplicar el método recientemente mencionado a la elección de ecuaciones pivotales en ei siguiente sistema \ 
y calcular la solución 

3.rj - 4 x 2 + 5.v 3 = - I 

— 3x, + 2x 0 4- -q = 1 


6-íj + 8 .v 2 - -v 3 


Solución . Se tiene 


Kil ’ 3 l«2il = 3 l a 3ll = 6 

max |<i lfc | 5’ max |« 2fc | 3* max |a 3t | 8 

En consecuencia, como ecuación pivotal se elige la segunda ecuación y se elimina x r con lo que se obtiene 



-v vi ñ 


j i ~¡ ¡ ¡ ) '") "•) ') r ) f 
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Ahora se tiene 

|oy = 2 l»3zl = |2 

max |«5 fc | 6' max |t/ 3fc | 12 

Por tanto, como ecuación pivotal se elige la última ecuación y se obtiene el sistema triangular 

-3..r, + 2.v z + Jt 3 = I 

i 2.,r 2 + *3 = 37 

a7 _ ül 
f» *3 ~ « 

Al aplicar sustitución hacia atrás ahora se obtiene la solución „v, = I, v, = 3, ,v ( -• . 2 , en este orden. 


Para dos importantes clases de matrices no se requiere pivoteo, a saber, las ma¬ 
trices diagonalmente dominantes, es decir, 

l«j#l > 2 M <■/ = 

fc = i 
krj 

y las matrices simétricas y positivas definidas, es decir 

A t = A, x t Ax > 0 para todo x jt 0. 

En la obra citada en el apéndice I como referencia [E13], pág, 37 se analizan 
estimaciones del error para la eliminación de Gauss. 

Problemas de la sección 19.1 

Resolver los siguientes sistemas lineales por eliminación de Gauss (con pivoteo parcial en 
caso de ser necesario). 


1. 


4x 2 = -2 2. 

6a* j + 

*2 * 

-3 

3. 5.r, 

+ i>- 2 = 

- 1.5 


-f 

x 2 - 7 

4.r, - 

V SB 

6 

I2.v, 

- 3.v 2 = 

12.0 

4. 

4„r, + 

2x 2 - 2.r 3 = 0 


5. 


4*2 + 3a- 3 

= 9 




~lx 2 + 4x 3 = 5 



2.V, + 

lv 2 - x 3 

= 8 




3.r 2 + 2 x 3 = 3 



— .v , 

+ 5x, 

= 8 


6. 


x 2 ~* ^* V 3 ” “ 


7. 

2 a-, + 

2.v 2 + 2a 3 

= 4 



,.r, + 

3.v 2 - 2x 3 = 4 



-.t, + 

2.v 2 - 3.v 3 

= 32 



2.v, + 

5a 2 - 7a 3 = 6 



3.v, 

- 4.v 3 

= 17 


8. 


- 2.0.< 2 + 1 2.0.v 3 = 

12.00 

9. 

-0.8.V, 

+ l.6.v 2 - 

4.3.V, = 

5.28 


2.5.r, 

+ .v 2 - 3.2.v 3 = 

- 1.88 



- 7.3.v 2 + 

O. 5 .V 3 - 

-32.04 


0.5.x, 

1 „4ji* 2 + ()„5x 3 “ 

5.84 


4.5.v, 

- 3.5.v 2 


-3.30 



fí s> ! ^ 

\ / • • ( • l, 



tí ¿Va 



ffl, T 'ix . 

7 

•v '•■utr-xMKjtvr 1 

3, % ^ 

€ 

1 1 .. 


i/g)_ cig 

ir».?. 1 s y pfrWTWÉft* 

■0 f 1 
VrOtt&íUWÍÍJtf. 
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3.0Xj + x 2 
-2.5 jTj — 0.5x 2 


5x ; + 3x 2 + x 3 = 
— 4x z + 8 x 3 = 
lO-tj — 6x 2 + 26.r 3 = 

2Xj — x 2 + 5 x 3 = 
— 6Xj + 3 x 2 — 9x 3 = 


Resolverlos siguientes sistemas lineales por eliminación de Gauss con elección de las ecuaciones? 
pivotales aplicando el método del ejemplo 4. -3 


14. 

x t 


x 2 4 

2x 3 — 

3.8 

15. 5,Xj 

4 

Í0x 2 — 2 x 3 ~ 

-0,30 


4*i 

4 

3x 2 - 

*3 = 

-5.7 

2x k 

- 

x 2 X 3 = 

1.91 


5xj 

4 

x 2 4 

3x 3 - 

2.8 

3x, 

4 

4x 2 

1.16 

16. 

*1 

í + 

2x z 

- 3x 3 

= - II 








17. Resolver el siguiente sistema por eliminación de Gauss sin pivoteo- 

“1 + ^ = ■ ’Lft'Ji 

A*. + x 0 — 2. 

Demostrar que, para cualquier longitud de palabra de máquina fija y un 6 >0 ©V i 
suficientemente pequeño, la computadora proporciona 1 , = 1 y luego x, = 0. íjígjÉíjj! 
Resolver el sistema exactamente y demostrar que para la solución exacta, x, 
e-*l yXj -> I cuando -» 0. Hacer un comentario. 

18. Resolver el sistema del problema I 7 por eliminación de Gauss con pivoteo. Comparar los 

resultados y hacer un comentario. .‘ ; ií"|K© 

19. Intentar resolver cada uno de los dos sistemas siguientes por eliminación de Gauss. Explicar 

por qué la eliminación de Gauss fracasa en caso de que no exista solución ylljíj}, 

x, + x 2 + X 3 = 3 9x, + 5 x 2 - x 3 = 13 4x, + 2x 2 - x 3 = 5 


x. + x, + x. 


ME 1 z 
3 9x, + 5.x 2 


20. Comprobar los cálculos del conteo de operaciones del método de Gauss presentado en el texto. í' 

'i$B i 

19.2 SISTEMAS LINEALES: FACTORIZACIÓN LU, INVERSIÓN .J§p| 

DE MATRICES flgff 

Se continuará el análisis'de los métodos numéricos para resolver sistemas lineales de | 

n ecuaciones en n incógnitas x,, • • • , x n , | 

(1) AX •-15, 

en donde A = [a J es la matriz de coeficientes de n x n, x T = [x, • • • xj y b T = [6,- • ‘ 
b n ). Se presentarán tres métodos relacionados que son modificaciones de la eliminación 
de Gauss. Tales métodos reciben su denominación en honor de los científicos Doolittle, ; 




EMAS LINEALES: FACTORIZACIÓN LU, INVERSIÓN DE MATRICES 


Crout y Cholesky, respectivamente, y usan la idea de la factorización LU de A, que 
se explicará en primer término. 

Una factorización LU de una matriz cuadrada dada A es de la forma 



en donde L es triangular inferior y U es triangular superior. Por ejemplo. 



Es posible demostrar que para cualquier matriz no singular (ver la sección 7.7) los 
renglones pueden reordenarse de modo que la matriz resultante A tiene una j 

factorización LU (2) en la que L resulta ser la matriz de los multiplicadores m jk de la 
eliminación de Gauss, con diagonal principal 1, ■ • • , 1, y U es la matriz del sistema ! 

triangular que se obtiene al término de la eliminación de Gauss. (Consultar la referencia : 

[E3], págs. 155-156.) 

Así pues, ahora la idea crucial es que L y U en (2) puedari calcularse directamente, i 

sin resolver ecuaciones simultáneas (por tanto, sin usar la eliminación de Gauss). \ 

Como puede verse a partir de un conteo, para efectuar lo anterior se requieren 
aproximadamente «73 operaciones, aproximadamente la mitad de las necesarias para 
ejecutar la eliminación de Gauss, que requiere casi 2«73 operaciones (ver la sección ; 

19,1). Y una vez que se tiene (2), es posible usarla para resolver Ax = b en dos pasos, 
que implican sólo aproximadamente n 1 operaciones, notando simplemente que Ax = ¡ 

LUx = b puede escribirse como 



y resolviendo primero (3a) paray y luego (3b) para x. Lo anteriorse denomina método 
de Doolittle. Los dos sistemas, (,3a) y (3b), son triangulares, por lo que su solución es 
la misma que se obtiene al aplicar sustitución hacia atrás en la eliminación de Gauss. 

A partir de (2) se obtiene un método semejante, el método de Crout, si se requiere 
que U (en vez de L) tenga diagonal principa! 1, • • • , 1. En cualquier caso, la 
factorización (2) es única. 


Ejemplo 1. Método de Doolittle. 

Resolver el sistema del ejemplo 1 de la sección 19.1 aplicando el método de Doolittle 
Solución . La descomposición (2) se obtiene a partir de 
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mediante la determinació.n de los m. k y los w,, usando multiplicación matricial. Al recorrer A renglón poñjj® 
renglón, sucesivamente se obtiene 


«11 

= 3 = “11 

“l 2 

= 5 

= 

"l2 



“l3 

= 2 


"l3 



“21 

= 0 = m 21 u n 

“22 

= 8 

= 

m 21 u 12 


"22 

“23 

= 2 

= 

m 21 "l3 

+ 

"23 ; 


m zl = 0 


"22 

= 

8 




"23 

= 

2 



a 31 

II 

O 

ií 

3 

tti 

a 32 

= 2 

= 

m 3l"l2 

+ 

m 32 // 22 

a 33 

« 8 

= 

m 3l"l3 

+ 

m 32 u 23 + "33 


= m 31 • 3 



* 

2 • 5 + 

m 

32 8 



= 

2 ” 2 - 

1 

' 2 + "33 


m 31 = 2 


m 32 

= 

— 1 




"33 

= 

6 




Por tanto, la factorización (2) es 


“3 5 2“ 


V ’ p 0~ 


7 5 . 2 

0 8 2 

= 

0 1 0 


0 8 2 

6 2 8 


2-1 1 


0 0 6 



Primero se resuelve Ly = b, determinando„»•*,, luego r,, y después y y es decir. 


O 

O 


~V 


8 “ 


’ 8 ~ 

0 1 0 


-v 2 

= 

-7 

Solución y = 

-7 

2-1 1 


- y 3_ 


26 


3 


Luego se resuelve Ux 32 y, determinando x v luego x,, y después x r es decir. 


~3 5 2 ~ 

x i 


" 8 “ 


4” 

0 8 2 

X 2 

= 

-7 

Solución x — 

- 1 

0 0 6 

_ X 3_ 


. 3 _ 


1/2 


Lo anterior" coincide con la solución del ejemplo 1 de la sección 19. L 

Las fórmulas en el ejemplo 1 sugieren que para n en general los elementos de las 


matrices .L = [m ] (con diagonal principal 1 , 
Doolittle se calculan a partir de 


, 1 ) y TJ = [w.J en el método de 


'lk 


(4) 


% 


u lk 

a jk 

5¡l 

"h 

i 

u kk 


3-1 

2 

s — 1 


2 


n; 7 fe 2 


fk 


k-1 

2 '■'j^sk 

S~1 


k + 1 , 


• , n ; 




m 

m 


i§ 

lü 

■Sk 




J ) ) i ■) X 7 ) 7 7:: 7 00 ;i 
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I 


Las fórmulas correspondientes para la factorización LU en el método de Crout 
son bastante semejantes: 


(5) 


m n 

= a jl 



j 

= 1 , -- 

, n 


m 3k 

= °3k 

k-1 

- 2 
s-1 

m js u sk 

j 

=*,••• 

, n ; 

/c fe 2 

u ik 

_ a lk 
m n 



k 

= 2 , ■ • • 

, ai 


“jk 

1 

_ m 33 

( a jk ~ 

j-1 \ 

• 2 m js “sk) 

5 “ 1 ' 

k 

= j+ 1 , 


, tt; 7 


Método de Cholesky 

Para una matriz A simétrica positiva definida (es decir, que A = A T , x T Ax > 0 para 
toda x 0), en (2) es posible elegir inclusive U = L T , por lo que u jk = m Jk (pero sin 
imponer condiciones sobre los elementos de la diagonal principal). 

Por ejemplo, 


( 6 ) 


El método popular para resolver Ax = b con base en esta factorización A = LL T 
se denomina método de Cholesky. 

Las fórmulas para la factorización son 


”4 2 14~ 


i 

O- 

O 

CM 

1 _ 


‘2 1 7~ 

2 17 -5 

= 

1 4 0 


0 4-3 

_!4 -5 83 _ 


1 -3 5_ 


i 

O 

O 



m u 

= 







1 

j-l 





m a 

I 

>• 

II 

S 2 

j 

= 2, • • 

* , rt 

(7) 

m ji 

= 

m n 

S= 1 

j 

= 2, ■ • 

* , Aí 


k-i 


a «- - 2 ™. s m k 

s = 1 


jk ~ m kk \ “ ik ~~ ^ 


j = k + 1, • • ■ , n\ A: fe 2. 


Si A es simétrica pero no positiva definida, todavía puede aplicarse este método, pero 
entonces se obtiene una matriz compleja L, por lo que se vuelve impráctico. 


% ) i ) j. j j ":j j. ~j 3 3 3 


3 J 


3 J .3 J 


3 "3 % 3 3. 3) > 3 
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Ejemplo 2„ Método de Cholesky, 

Resolver el siguiente sistema aplicando el método de Cholesky: 


4*1 + 

^2 

+ 

14x 3 = 

14 

2x, + 

17x 2 


5x 3 = 

- 101 

14x, - 

5x 2 

+ 

83x 3 = 

155.. 


Solución. A partir de (7) o de la forma de la factorización 


2 
17 
— 5 


14 

-5 

83 


"II 

n 21 

”31 


'*22 

”32 


ri 21 

”22 


se calculan, en el orden dado, 
2 




u il 


q 21 

m ll 


I 


a 31 

m ll 


14 

2 


n 22 “ ^/ Q 22 


n 32 


m 


■ (á. 


22 


32 


m 31 m 2l^ 


VTT~ i 

i 


4 

(”5 - 7 




ri 33 “ v a 33 W 33 m 32 

Esto coincide con (6), Ahora es necesario resolver Ly - b, es decir, 


m. 


2 = V83 - 7 Z - (-3) 2 


~2 0 0~ 




14' 


7~ 

1 4 0 


72 

= 

- 101 

. Solución y = 

-27 

_7 -3 5 


_ y 3_ 


155 


5 


Como segundo paso, es necesario resolver Ux — L r x — y, es decir, 


~2 1 7" 


~ x l 


7~ 


3~ 

0 4-3 


X 2 

= 

-27 

Solución x — 

-6 

0 0 5 


- Jr 3- 


5 


1 


Eliminación de Gauss-Jordan. Inversión de matrices 


Hü 


Otra variante de la eliminación de Gauss es la eliminación de Gauss-Jordan, 
introducida por W. Jordán en 1920, en donde la sustitución hacia atrás se evita mediante 
cálculos adicionales con los que la matriz se reduce a forma diagonal, en vez de a la 
forma triangular que se obtiene en la eliminación de Gauss. Pero esta reducción de 
la forma triangular de Gauss a la forma diagonal requiere efectuar más operaciones 
que en la sustitución hacia atrás, de modo que el método es desventajoso para re¬ 
solver sistemas Ax = b. Sin embargo, es posible usarlo para invertir matrices, en 
donde la situación es como sigue. 


La inversa de una matriz cuadrada no singular A puede determinarse en principio 
resolviendo los n sistemas 


Ax 


h. 

3 


(J 


en donde b. es lay'-ésima columna de la matriz unitaria den x n, 

Sin embargóles preferible producir A" 1 operando sobre la matriz unitaria I de la 
misma manera que en el algoritmo de Gauss-Jordan, reduciendo A a I. En la sección 
7.7 se proporcionó un típico ejemplo ilustrativo de este método. 


Problemas de la sección 19.2 


Resolver los siguientes sistemas lineales aplicando el método de Doolittle. También mostrar la 
factorización LU. 


2x, 


18 

123 


2. 2x, 


4x, 


8x, 


15x, 


0 

0.5 


8 x, 


6x. 

Ix. 


6 . 


x % + 2x 2 + 2x 3 
x, + 2x¡¡ + 3 x 3 

3x, + 2x z 


ir, + 2 x 2 + 5x 3 


2x, + 9 x 2 + 1 lx 3 


2 

11 

1 

20 


-17.0 
-26.5 


6x, 


8 . 


-3Xj + 8 x 2 + 9x 3 

■x, - 


14 

40 

-28 


lOx, + 9x 2 + 4x 3 
lOx, + 13x 2 + 15x 3 


3.4 

8.8 

19.2 


— 1.5x, — 3.5 x 2 


10.4x- 


-4.94 

-8.27 

10.51 


9. 3x, + 9 x 2 

18Xj 

9x, 


6x, 


39x, 


23 

136 

45 


Aplicando el método de Crout, resolver el 
10. problema 1. 11. problema 5. 


12. problema 6. 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales aplicando el método de Cholesky. 


13. 9Xj + 6 x 2 + 12x 3 


174 


14. O.Olx, 


+ 0.03x 3 = 0.14 


0.16x, 


0.08x, 


0.16 


12Xj + I lx 2 + 26x 3 
4x, + 6x 2 + 8 x 3 

6x, + 34 x 2 + 52x 3 
8Xj + 52x z + 129x 3 


308 

0 

- 160 
-452 


0.03x, + 0.08 x 2 + 0.14x 3 = 0.54 


16. 4x. 


lOx, 


26x, + 26x, 


8x, 


44 

128 

214 


Encontrar la inversa de la matriz dada, aplicando el método de Gauss-Jordan. 


17. 


2 

- 1 


-0.5 

1.5 


18. 


19. 


0.5 

-0.7 


-0.5 

0.2 
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7 10 8 

6 8 10 
5 7 9 


19.3 SISTEMAS LINEALES: SOLUCIÓN POR ITERACIÓN 

La eliminación de Gauss y sus variantes presentadas en las dos últimas secciones 
pertenecen a los métodos directos para resolver sistemas lineales de ecuaciones; son 
métodos con los que se obtienen soluciones después de efectuar cálculos que pueden 
especificarse de antemano. En contraste, en un método indirecto o iterativo se 
empieza a partir de una aproximación de la solución verdadera y, si se tiene éxito, 
se obtienen aproximaciones cada vez mejores a partir de un ciclo computacional 
que se repite tanto como sea necesario a fin de alcanzar una exactitud requerida, de 
modo que la cantidad de cálculos aritméticos depende de la exactitud requerida y 
varia de un caso a otro. 

Los métodos iterativos se aplican si la convergencia es rápida (si las matrices tienen 
grandes elementos en la diagonal principal, como se verá), de modo que se ahorran 
operaciones en comparación con un método directo, o si un gran sistema es ralo, es 
decir, que tiene muchos coeficientes cero, de modo que se desperdiciaría espacio para 
almacenar ceros, por ejemplo, 9995 ceros por ecuación en un problema potencial de 
10* ecuaciones en 10' 1 incógnitas con típicamente sólo 5 términos diferentes de cero por 
ecuación (más sobre este tema se presentará en la sección 20.4). 

Método de iteración de Gauss-Seidel 

Este es un método iterativo de gran importancia practica, que puede explicarse simplemente en términos 
de un ejemplo. 

Ejemplo 1. Iteración de Gauss-Seidel. 

Se considerará el sistema lineal 


X 1 

- 0.25x z 

— 0,25*3 


= 50 

-0,25x 1 

+ x 2 


- 0.25x 4 

= 50 

~ 0,25*1 


+ * 3 

- 0.25x 4 

« 25 


- 0,25x 2 

- 0,25*3 

+ x 4 

= 25, 


(Ecuaciones de esta fonna se presentan en la solución numérica de ecuaciones diferenciales parciales y 
en interpolación por cerchas.) Este sistema se eácribe en la fonna 


Xn = 0.25.x, 


0.25x2 + Q2 ^ x 3 


0.25.1*2 + 0.25x 3 


+ 0.25x 4 + 50 
+ 0.25x 4 + 25 


ó) ,r ) - o ó ■•) o ó 0 o ;> ) ;■ j 1 ) ) ) • j j ) ) ') 3 'ó !í § ; D%'- 
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Estas ecuaciones se usan para iteración, es decir, se empieza a partir de una aproximación (quizá deficiente) 
de la solución, por ejemplo, x, tm fr 100, X,* 1 " = 100, x, 1 " 1 — 100, .xj'" = 100 y a partir de (2) se calcula una 
aproximación presumiblemente mejor 

Usar los valores “anteriores” 

(Aquí todavía no se dispone de los valores "nuevos") 

+ 50.00 = 100.00 
+ 50.00 = 100.00 
+ 25.00 = 75.00 
+ 25.00 = 68.75. 

Usar los valores "nuevos" 

Se observa que estas ecuaciones se obtienen a partir de (2) al sustituir en lo derecha las aproximaciones 
más recientes De hecho, elementos correspondientes reemplazan a elementos previo); tan pronto como 
han sido calculados, de modo que en las ecuaciones segunda y tercera se usa jr,* 1 * (no x,""), y en la última 
ecuación de (3) se usan Xj 1 " y x, 111 (no x, 1 " 1 y x," 11 ). En el siguiente paso se obtiene 

xf> = 0.25x^> + 0.25x^> + 50.00 = 93.75 

.vS?> = 0.25.r l j 21 + 0.25rí, 1} + 50.00 = 90.62 

xí¡ 2 > = 0.25.v (2) + 0.25x<¡ u + 25.00 = 65.62 

.«f> = Cl.25.xi, 2 > + 0.25xg' + 25.00 = 64.06. 

En la practica se efectuarían pasos adicionales y se obtendría una solución aproximada más exacta. 

El lector puede demostrar que la solución exacta es x, = x, = 87.5,.r, - x 4 = 62.5. i 

A fin de obtener un algoritmo para la iteración de Gauss-Seidel, a continuación 
se obtendrán las fórmulas generales para esta iteración. 

Se supondrá que a r = 1 para j = 1, • • • , n. (Observar que esto puede lograrse en 
caso de que sea posible reordenar las ecuaciones de modo que ningún coeficiente en 
la diagonal sea cero; luego es posible dividir cada ecuación entre el coeficiente diago¬ 
nal correspondiente.) Ahora se escribe 

(4) A = I + L + U 

en donde X es la matriz unitaria den X nyLyU son, respectivamente, matrices 
triangular inferior y triangular superior con diagonales principales iguales a cero. Si 
(4) se sustituye en Ax = b, se obtiene 

Ax = (I + L + U)x = b. 

Al tomar Lx y Ux en la derecha, entonces como Ix = b se obtiene 



(5) 


x = b — Lx — Ux. 










f-> r (' r c (' r r r r < i r < r. ( ( ¡ r r r r ( r ■ ( 
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Recordando por el cálculo en el ejemplo 1 que abajo de la diagonal principal^ 
tomaron "nuevas" aproximaciones y que arriba de la diagonal principal se tomar 
"viejas" aproximaciones, entonces por (5) se obtienen las fórmulas de iterácípn 

biiSCciuéiS ■’ "¿v;* 


Lx (m+ 1 ) _ Ux (m) 


■ 


en donde x ( "° = [jc^" 1 *] es la m-ésima aproximación y x (,n * 11 = [xj m * n ] es la [ni 
l)-ésima aproximación. En componentes, cün lo anterior se obtiene la fórmu 
en el renglón 1 del algoritmo de la tabla 19.2, en donde el factor 1 la.. satisfáte- 
la hipótesis en (4) y (5) de que todos los elementos en la diagonal principal 'di 
A son iguales a 1. 



Tabla 19-2 

Iteración de Gauss-Seidel 


ALGORITMO GAUSS-SEIDEL (A, b, x“», e, N) 

Este algoritmo calcula una solución x del sistema Ax = b dada uná‘4 
aproximación inicial x |0) , en donde A = [a .J es una matriz de n x n con a.. ^ 0, 
y - 1, •••,«. 

ENTRADA: A, b, aproximación inicial x |0) , tolerancia 6 > 0, número '“c 
máximo de iteraciones N 

SALIDA: Solución aproximada x 1 "” = [x^" 0 ] o mensaje de falla 

indicando que x ,N) no satisface la condición de tolerancia 

Para m = 0, • ■ • , N— 1, ejecutar: 
i Para j= 1, • ■ • , n, ejecutar: 


2vr u + s v r 


Si máx |x y lm+l) - x<” , > | < G , entonces dar como SALIDA x (m+l) . 
Detener el proceso 

[.Procedimiento completado exitosamente ] 


SALIDA: "Después de N pasos de iteración no se obtuvo ninguna 
solución que satisfaga la condición de tolerancia". 

Detener el proceso. 

[Procedimiento completado sin éxito ] 


Fin de GAUSS-SEIDEL 


r o r t ^ r - r.c- ce r r o r r c r. > o f C < < c c (. c 
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Convergencia. Normas mátriciales 

Se dice que un método iterativo para resolver Ax = b converge para una x (0) inicial 
si la sucesión iterativa correspondiente x 101 , x (l) , x (2) , ■ - • , converge a una solución 
del sistema dado. La convergencia depende de la relación entre x ,m) y x , ' ,, + ,, . A fin 
de obtener esta relación para el método de Gauss-Seidel, se usa (6). Primero se 


(I + L)x (mH 


y al multiplicar por (I + L) _l por la izquierda, 
(7) x <7n + 1) = Cx (m) + (1 + L) -1 b d 


-(I + L) J U. 


La iteración de Gauss-Seidel converge para todo x (0 > si y sólo si todos los eigenvalores 
(sección 7.10) de la "matriz de iteración" C = [c y J tienen valor absoluto menor que 1. 
(La demostración de este hecho se encuentra en la obra citada en el apéndice 1 como 
referencia [E3], pág. 191.) ¡Precaución! Si se desea obtener C, entonces primero 
deben dividirse los renglones de A entre o., para obtener diagonal principal 1, ■ • -, 1. 
Si el radio espectral de C (= máximo de estos valores absolutos) es pequeño, entonces 
la convergencia es rápida. 

Una condición suficiente para la convergencia es 
(8) l|C|| < 1. 


Aquí, ||C|| es alguna norma matricial tal que 


o bien, 


o bien, 


||C|| = 2 2 c jk Z (Norma de Frobenius) 

' j = l fc = l 


||C|| = max 2 kj (Norma "suma" de las columnas) 


||C|| = max 2 kjfcl (Norma "suma" de los renglones) 


Estas son las normas matriciales más frecuentemente utilizadas en el trabajo numérico. 
En (9) se toma la suma de los cuadrados de todos los elementos y luego se extrae raíz 
cuadrada. En (10) se toma la suma de los |c y J en la columna k, donde k = 1, • ■ • , n, y 
luego se considera la mayor de tales n sumas. En (11) se suman los \a jt \ en cada 
renglón y luego se considera la mayor de tales n sumas. 
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Ejemplo 2. Prueba de convergencia para la iteración de Gauss-Seidel. 

Probar si la iteración de Gauss-Seidel converge para el sistema 


Jiw 
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Xx + y + z = 4 

x + 2y + z = 4 

x + y + 2z = 4 

Solución, La descomposición 


b 


escrito como 


2 

2 - ¿A 
2 - ¿x 


b 


b 


” 1 

1/2 

1/2 ~ 


“ 0 

0 

o' 


*0 

1/2 

1/2: 

1/2 

1 

1/2 

= I + L + U = I + 

1/2 

0 

0 

H- 

0 

0 

1/2 ; 

1/2 

1/2 

I 


, 1/2 

1/2 

0 


0 

0 

0 



i 


muestra que 


-d + L) -1 U 


1 0 tf 


'0 1/2 1/2" 


O 

1 

NJ 

1 

NJ 

- 1/2 1 0 


0 0 1/2 

= 

0 1/4 - |/4 

- 1/4 - 1/2 1 


0 0 0 


0 1/8 3/8 


Se calcula la norma de Frobenius de C 

1 






lien 


ri + i 

(4 4 


■4' ” 

16 16 64 


£)“ - ( 


50\ 1/2 
64/ 


0.884 < I 


¡é 


y a partir de (8) se concluye que esta iteración de Gauss-Seidel converge Es interesante que las otras dos|¡^j^^p| 
nonnas no permiten ninguna conclusión, como debe comprobar el estudiante 

Residuo. Dado un sistema Ax = b, el residuo r se define como 


SÍ 


Ax. 


Resulta evidente que r = 0 si y sólo si x es una solución Por tanto, r^O para unáj.i 
solución aproximada. En la iteración de Gauss-Seidel, en cada etapa se modifica óg 
relaja una componente de una solución aproximada a fin de reducir a cero una) 
componente de r. Por tanto, la iteración de Gauss-Seidel pertenece a una clase de i 
métodos que a menudo se denominan métodos de relajación. En la siguiente sección!; 
se dirá más sobre estos los métodos. h 


Iteración de Jacobi 

La iteración de Gauss-Seidel es un método de correcciones sucesivas porque s 
reemplazan aproximaciones por nuevas aproximaciones correspondientes tan pronto 
como éstas son calculadas. Un método se denomina método de correccione 
simultáneas si ninguna componente de una aproximación x 1 "” 11 se usa hasta que todas 
las componentes de x < ”'* 1 ’ han sido calculadas. Un método de este tipo es la iteración] 
de Jacobi, semejante a la iteración de Gauss-Seidel pero que consiste en no utilizar] 
valores mejorados sino hasta que se ha completado un paso y luego sustituido x 1 "' 1 P° r | 
x‘"’* 11 de una vez, directamente antes de empezar el siguiente ciclo. Por tanto, si Ax 


'% % 


j i>‘ :/ z 


/, J; % ), 5,- "3, % ¡ j¡ V 


: z, ! 3. ■ ) 



b se escribe en la forma x = b + (I - A)x, entonces la iteración de Jacobi en notación 
matricial es 


( 12 ) 


„(m+ 1) 


b + (I - A)x (m >. 


Este método reviste bastante un interés teórico. Converge para toda elección de x 101 si 
y sólo si el radio espectral de I — A es menor que 1; aquí de nuevo se supone a.. = 1 
para j = 1, ■ • • , n. M 

Iteración para calcular la inversa 

La inversa de una matriz cuadrada no singular A también puede determinarse aplicando 
un método iterativo sugerido por la siguiente idea. El recíproco x de un número dado a 
satisface xa = i, y si desea determinarse x sin efectuar una división, entonces es posible 
aplicar el método de Newton (sección 18.2) a la función J[x) = .r _l - a. Como se tiene 
f(x) — — Vx 1 , entonces ia iteración de Newton es 


(*„ 


a)(- 


) = x m( 2 ~ 0 * m )- 


Lo anterior sugiere una fórmula de iteración análoga para determinar ia inversa X : 
A -1 de A, a saber. 


(13) 


X (m+1) = x < m >(21 - AX (m >). 


Este proceso converge (se obtiene A' 1 cuando m -* °°) si y sólo si se elige un X 10 ' de 
modo que todo eigenvalor de I - AX 101 sea de valor absoluto menor que 1 (consultar 
la obra citada en el apéndice 1 como referencia [E24], pág. 225). El método es de 
interés práctico si las multiplicaciones que es necesario efectuar son sencillas, por 
ejemplo, si A tiene muchos ceros. Sin embargo, en general es difícil efectuar una 
elección idónea de X 101 , y el método es más utilizado para mejorar una inversa inexacta 
obtenida por otro método. 

Problemas de la sección 19.3 

Aplicar la iteración de Gauss-Seidel a los siguientes sistemas. Ejecutar cinco pasos, empezando 
desde I, 1, 1 (y desde I, I, I, I en los problemas 7 y 8), usando 6 dígitos significativos en los 
cálculos. Sugerencia, Asegurarse de que al principio se resuelve cada ecuación para la variable 
que tiene el mayor coeficiente. (¿Por qué?) 


1. 4x¡ 

+ 

lx 2 

+ 

*3 = 

14 

2. 

10.x, 

- 

*2 

“ 

X 3 

13 

*1 

+ 

5.v 2 

- 

*3 = 

10 


*1 

4- 

I0.v 2 

+ 

*3 = 

36 

X, 

+ 

X 2 

+ 

8.v 3 - 

20 


-Xj 

- 

x 2 

+ 

10a 3 - 

35 

3. 6x 1 

+ 

* V 2 

+ 

x 3 ” 

107 

4. 

2*i 

+ 

I0x 2 

- 

X 3 ~ 

-32 

*1 

4* 

9*2 


2-v 3 = 

36 


~*i 

+ 

2*2 


15*3 = 

17 

2*t 


*2 

+ 

8*3 = 

121 


I0xj 

- 

*2 

4- 

2*3 = 

58 


'), j ,), y v ) ; ;/ ;/ y j j j j z y u j y y j : j :; y y j % ,: © ■© % 








c. c ■ o o o © © © © © © @ © © © © © @ © © © © © © © 


5 © © © Q 0 O O © O © €3 © O © r i'- f © o © o o o o o o o 


MÉTODOS NUMÉRICOS EN ÁLGEBRA UNTA 


Iteración de Gauss-Seidel ( continuación ) 


5. 

lOx, 

+ 

X 2 

*3 

= 6 


6. 

6x, 4- 

h - 

X 3 

= 

3 


X, 

-f 

10x 2 + 

*3 

= 6 



-x, + 

X 2 

lx 3 

= 

- 17 


X, 

+ 

,x 2 + 

10x 3 

= 6 



X, + 

5x 2 + 

X 3 


0 

7. 

8Xj 

4- 

x 2 + 

x 3 

- x 4 = 

18 

8. 

7x. 

+ 

x 3 

- 

x \ = 


— 2xj 

4- 

12x 2 - 

X 3 

= 

-7 


-X, + 

x 2 + 8x 3 


= 


2x, 


+ 

16x 3 

il 

r4 

+ 

54 



10x 2 - 

X 3 

4" 

’ r 4 = 




x 2 + 

2Xg 

- 20x 4 = 

- 14 


lOxj 4* 

X 2 


4 

30x 4 = 


9. Aplicar la iteración de Gauss-Seidel (3 pasos) al sistema del problema 5, einpczand 
desde (a) 0, 0, 0, (b) 10, 10, 10 Comparar los resultados y hacer un comentario 

10. Aplicar las iteraciones de Gauss-Seidel y de Jacobi (3 pasos cada una) al sistema de 
problema 5, empezando desde 1, I, I. Comparar los resultados y hacer un comentarió; 

11. Empezando desde 0, 0, 0, demostrar que para el sistema del ejemplo 2 la iteración dé; 
Jacobi diverge. 

12. En el problema 5, calcular C (a) si la primera ecuación se resuelve parax,, la segunda §e 
resuelve para x, y la tercera se resuelve para x,, demostrando convergencia; (b) si nóS 
siguiendo ninguna lógica la tercera ecuación se resuelve para x,, la primera se resuelvo}; 
para x, y la segunda se resuelve para x,, demostrando divergencia. 

13. Considerar una aproximación X 1 "’ a la inversa de una matriz A, en donde 


r °- 5 

-0.1 

0.4" 

3 

0 

f 

X 

o 

II 

O 

0.2 

0 y 

A = 0 

5 

0 

0.4 

0.3 

- 1 - 5 _ 

1 

1 

- I_ 



Calcular X 111 aplicando (13), Determinar A -1 y demostrar que cada elemento de X ln| sé 
desvía del elemento correspondiente de A* 1 cuando mucho por 0.1, mientras que para X 
esta desviación máxima es 0.03. 

14. Aplicar (13) con 


2.9 

-0.9" 


~2 

f 



a la matriz 

A = 


4.9 

1 .9_ 


_5 

3_ 


comprobar que se satisfácela condición para convergencia, ejecutar dos pasos y comparar 
los resultados con la inversa exacta. 

Calcular cada una de las normas (9), (10) y (I 1) de las siguientes matrices. 


0.3 -1.2 2.8 

-0.3 1.2 -2.Í 
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\f9.4 SISTEMAS LINEALES: MAL ACONDICIONAMIENTO, NORMAS 

No se requiere mucha experiencia para observar que algunos sistemas Ax = b son 
buenos , para los que se obtienen soluciones exactas inclusivo bajo redondeo o cuando 
hay inexactitudes en los coeficientes, mientras que otros son "malos", de modo que 
• estos factores afectan bastante a la solución. Se desea ver qué sucede y cómo es 
, posible determinar si es posible o no "confiar" en un sistema. 

El sistema Ax = b se denomina bien acondicionado si pequeños errores en los 
coeficientes o en el proceso de resolución afectan sólo ligeramente a la solución, y se 
denomina mal acondicionado si el efecto sobre la solución es grande. Estos conceptos 
son fundamentales. 

Para dos ecuaciones en dos incógnitas, en la figura 416 se explican tales conceptos. 
La situación de mal acondicionamiento ocurre si y sólo si las gráficas de las ecuaciones 
son dos rectas casi paralelas, de modo que su punto de intersección (la solución del 
sistema) se mueve demasiado, por ejemplo, si una de las rectas se eleva apenas 
ligeramente. 

Ejemplo 1. Un sistema mal condicionado. 

El lector puede comprobar que el sistema 

0.9999..C - I .0001 y - ! 
x — y = I 

tiene la solución x — 0.5, y ~ —0,5, mientras que el sistema 

0,9999.r - L 0001 y = I 

-,r — y = I + e 

tiene la solución x = 0.5 + 5000.5c ,y — —0,5 + 4999.5e „ Lo anterior muestra que el sistema está mal de 
acondicionado porque un cambio de magnitud sobre la derecha produce un cambio de magnitud 5000e , 
aproximadamente, en la solución. Se observa que las rectas definidas por las ecuaciones tienen casi la 
misma pendiente.. 3 

Para sistemas más grandes, la situación es semejante en principio, aunque la 
geometría deja de ser útil. El mal acondicionamiento puede considerarse como un 
enfoque hacia la singularidad. Es posible encontrar’ pérdida de dígitos significativos, 
lo que dificulta la obtención de soluciones o inversas exactas. La precisión doble o 
triple puede ser de utilidad en caso de que los coeficientes se obtengan a partir de 
fórmulas, pero si son resultado de mediciones, con exactitud limitada, entonces no 
hay ninguna ayuda posible, por lo que es necesario tratar de replantear el problema 
en términos de un sistema bien acondicionado. 



(a) (b) 

Figura 416. Sistema lineal de dos ecuaciones en dos incógnitas 
(a) bien acondicionado y (b) mal acondicionado. 
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El que un sistema esté bien acondicionado puede evaluarse si los elemento'sJJ* 
diagonal principal de A son grandes en valor absoluto comparados con los eleme|¡$ 
fuera de la diagonal. De manera semejante si A"' y A tienen elementos máx 
aproximadamente el mismo valor absoluto. 


Síntomas de que un sistema está mal acondicionado son que |det A| sea pequen 
en comparación con el máximo de los |rr ( .|, que A" 1 tenga grandes elementos en 
absoluto comparados con los valores absolutos de las componentes de la solucibjjf 
que soluciones aproximadas deficientes puedan todavía producir residuos pequeño' 


Residuo. El residuo r de una solución aproximada jdeAx = bse define comdl 


Luego, b = Ax, de modo que 
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s 

H mediante cuatro propiedades de la longitud usual de los vectores en el espacio tridi- 

¡H mensional, a saber, 

!§ 

j§? (a) ||x|| es un número no negativo. 

i (3) (b) ||x|| = 0 si y sólo si x = 0. 

|. (c) ||Aoc|| = |á| ||x|| para todo k. 

| (d) !l x + yll = IMI + ||y|| (Desigualdad del triángulo). 

i En caso de que se usen varias normas, deben identificarse por medio de subíndices, 

f La más importante en relación con los cálculos es la norma p, definida como 

í (4) l|x|| p = (|xj|p + |x 2 |p + • • • + |*JP)i/P 

. 

en donde p es un número fijo tal que p ¿ 1. En la práctica, suele tomarse p = 1 o 2 y, 
como una tercera norma, ||x||°° (como se define a continuación), es decir, 


¡i ;V 

Por' tanto, r es pequeño si x es bastante exacto, aunque la conversa puede ser fal¡ 


IMIi = |tj| + 


(“Norma /,") 


Ejemplo 2. Solución aproximada deficiente con un residuo pequeño. 


= max \Xj¡ 
j 


(“Norma euclidiana” o “Norma /,”) 
(“Norma /_”). 


tiene la solución exacta x, - I, x, = I. ¿Puede el lector ver esto por inspección’’ La muy delipié; 
aproximación x, - 2.0000, X 2 -0.0001 tiene el muy pequeño residuo (hasta 4 decimales) i V 


0~| p.OOOlf] [2.1 

I 0.0001 2.1 


A partir de lo anteiior, alguien ingenuo podria extraer la falsa conclusión de que la aproximación 
ser exacta hasta 3 o 4 decimales 

mM 


Normas vectoriales 

El resultado probablemente inesperado del ejemplo 2 está relacionado con la situacu ti 
de mal acondicionamiento y requiere investigación adicional. Se han propuesto i 

medidas para la situación de mal acondicionamiento. A continuación se explicaráj|||||| | 
medida de mayor uso, el número de condición de una matriz, que reviste importar 
fundamental general en las matemáticas numéricas (que rebasan los objetivos de ) 

libro). Para llevar a cabo lo anterior se requiere algo de preparación; se procederá e ||p ||) 
tres pasos, en los que se analizará lo siguiente: i 

1. Normas vectoriales, [• 

2. Normas matriciales, y f 

3. El número de condición k de una matriz cuadrada, wlrlí?; i 




Norma vectorial. Una norma vectorial para todos los vectores columna x — ¡x\¡ jd 

componentes (n fijo) es una longitud generalizada que se denota por ||x¡| y se define j 


Para n - 3, la norma / 2 es la longitud usual de un vector en el espacio tridimensional. 
Las normas /, y loa suelen ser más convenientes en computación. 

Ejemplo 3. Normas vectoriales. 

Si x 1 ~ [2 —3 0 1- 4], entonces 


En el espacio tridimensional, la distancia entre dos puntos con vectores de posición 
x y x es|x - x |. Lo anterior sugiere, para un sistema lineal Ax = b, que ||x - x II se 
tome como una medida de la exactitud y se denomine distancia entre una solución 
exacta y una solución aproximada, o error de x . 

Normas matriciales 

Si A es una matriz denxnyxes cualquier vector con n componentes, entonces 
Ax es un vector con n componentes. Ahora se toma una norma vectorial y se 
consideran ||x|| y || Ax||. Es posible demostrar (consultar la obra citada en el apéndice 
1 como referencia [9], pág. 95) que existe un número c (que depende de A) tal 
que 


IIAx|| S c||x|| 


para todo x. 


1 "’) ' ) i 
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MÉTODOS NUMÉRICOS EN ÁLGEBRA UÑÉ 

Sea i^O. Entonces ||x|| > 0 por (3b) y al dividir se obtiene 

llAx|l ^ 

IMI "" 

El c más pequeño posible válido para todo x fe 0) se obtiene tomando el máxitftg 
sobre la izquierda, se denomina norma matricial de A resultante de la norma vectoi;i ' 
elegida y se denota por ||A||. Así, 


||A|| = max 


(x 0) 


en donde el máximo se toma sobre todos los x ^ 0. De manera alternativa (problema 24); 

(10) l|A|| = max ||Ax|¡. 

M=l 

Observar bien que ||A|| depende de la norma vectorial elegida. 2 En particular, es posible 
demostrar que se obtiene 

para la norma/j (5), la norma "suma" columna (10), sección 19.3, y 
para la norma P (7), la norma "suma" renglón (11), sección 19.3. 

Al tomar el mejor c posible (el menor), c = ||A||, por (8) se tiene 

(11) ||Axil ^ IIA|| |jx||. 

Ésta es la fórmula necesaria. Para dos matrices de n x n, la fórmula (9) tambié 
implica (consultar la referencia [9], pág. 98) 



IIABH s IIA|| 


por tanto, ||A n || S ||A||". 


Consultar las referencias [9] y [1E10] para otras fórmulas útiles sobre normas 
Antes de continuar se realizará un simple cálculo ilustrativo. 

Ejemplo 4. Normas matriciales. 

Calcular las normas matriciales de la matriz de coeficientes A en el ejemplo 1 y de su inversa 
suponiendo que se usa (a) la norma vectorial /,, (b) la norma vectorin! fe 


0„9999 

- 1.0001 

A- 1 = 

- 5000.0 

5000.5 

1.0000 

- 1.0000_ 


5000.0 

4999.5_ 


3 El máximo en (10) y por tanto en (9) existe por el teorema 2.5-3 en la obra citada como referencia [ v 
pág 77 , yaque la norma es continua (ver la referencia [9], pág. 60) La denominación norma malncta 
está justificada porque |[Aj¡ satisface (3) con x y y reemplazados por Ay B (vet la referencia (9J, pag 
92-93). 
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Asi, (a) ||A|| = 2.0001, ||A-'|| = 10000; (b) ||A|| = 2, ||A-j| = 10000.5. Se observa que 
||A~'|| es sorprendentemente grande, lo que hace grande a ||A|| ||A _I || (20001). A 
continuación se verá que (y por qué) esto es típico de un sistema mal acondicionado. 


Número de condición de una matriz 

Ahora ya es posible introducir el concepto clave en el análisis sobre sistemas mal 
acondicionados; el número de condición /c(A) de una matriz cuadrada (no singular) 
A, definido como 

(13) k(A) = ||A|i||A- 1 ||. 


El papel del número de condición se verá con base en el siguiente teorema. 

Teorema 1 (Número de condición) 

Un sistema lineaI de ecuaciones Ax = b está bien acondicionado si su número de 
condición (13) es pequeño. Un número de condición grande indica que el sistema 
está mal acondicionado. 

Demostración, b = Ax y con (11) se obtiene ||b|| < ||A|j ||x|¡. Sean b ^ 0 y x r* 0. 
Entonces al dividir entre ||b|| ||x|j se obtiene 


Al multiplicar (2) por A -1 por la izquierda e intercambiar miembros se obtiene x - 
x = A -1 r. Luego, al escribir (11) con A" 1 y r en vez de A y x se obtiene 

||x - x|| = IIA —1 r|| & HA- 1 )! ||r||. 

Al dividir entre ||x|| y aplicar (14) finalmente se obtiene 

" 3 ' ...r|! = k'A) j|f| . 

Por tanto, si k( A) es pequeño, entonces un ||r||/||b|| pequeño implica un pequeño error 
relativo ||x - x ||/||x||, de modo que el sistema está bien acondicionado. Sin embargo, 
lo anterior no se cumple si k(A) es grande. * 

Ejemplo 5. Número de condición para un sistema mal acondicionado. 

A partir del ejemplo 4 se observa que el número de condición del sistema del ejemplo I es muy grande, 
k(A) " |¡A|¡ ||A"'¡| = 20001. Esto confirma que este sistema está bastante mal acondicionado. I 


Ejemplo 6. Número de condición para un sistema mal acondicionado. 
Por (4) en la sección 7 .7, la inversa de la matriz A en e! ejemplo 2 es 
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1.0001 

- 1.0000 - 


5000.5 

-5000.0 ~ 

- 1.0000 

1.0001_ 


-5000.0 

5.000.5_ 



Por (10), sección 19.3, entonces se obtiene el valor muy grande 

k(A) = (1.000! + 1.0000X5000.5 + 5000.0) ■= 20 002; 

de manera semejante a partir de (9) o de (11) en la sección 19.3. Lo anterior muestra que el sistema en b! 
ejemplo 2 está bastante mal acondicionado y explica el sorprendente resultado del ejemplo 2 

En la práctica no se conoce A' 1 , de modo que al calcular el número de ccmdiciój 
/c(A), es necesario estimar ||A-'||. En la obra citada en el apéndice 1 como referencia; 
E10 se explica un método, propuesto en 1979, para efectuar lo anterior. 

Elementos inexactos de una matriz. /c(A) también puede usarse para calcular eí 
efecto óx de una inexactitud ó A de A (errores de medición de los a Jk , por ejemplo), de 
modo que en vez de Ax = b se tiene 

(A + 5A)(x 4- óx) = b. 

Al multiplicar y restar Ax = b en ambos miembros, se tiene 
A Sx + 8A(x 4 Sx) = 0. 

Al multiplicar por A' 1 por la izquierda se obtiene 

Sx = — A -1 5A(x 4- Sx). 

Al aplicar (11) con A' 1 y el vector óA(x + óx) en vez de A y x, se obtiene 

||Sx|| = ||A -1 SA(x + Sx)||. S ||A~ *11 ||SA(x 4- Sx)||. 

Nuevamente aplicando (11) con ÓA y x - óx en vez de A y x, se obtiene 

||Sx|| S Í|A —1 || ||SA|| ||x + Sx||. 

Luego, ||A''|| = /c(A)/|(A||. de modo que al dividir entre ||x 4 óx|| se demuestra que la 
inexactitud relativa de x está relacionada con la de A a través del número de condición 
por medio de la desigualdad 

Px|| ||Sx|| _ ,. /a J|SA|| 

(16) M ÍbTT^ii- ||A lll|fiA|| - KÍA) IIAII • 

Conclusión. Si el sistema está bien acondicionado, entonces pequeñas inexactitudes 
||ÓA||/||A|| pueden tener sólo un pequeño efecto sobre la solución. Sin embargo, en 
caso de que el sistema esté mal acondicionado, si ||ÓA||/||A|| es pequeño, ||óx||/||x|| 
puede ser grande. 

Miembro derecho inexacto. El estudiante puede demostrar que, de manera semejante, 
cuando A es exacta, una inexactitud ób de b provoca una inexactitud óx que satisface 
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ira !W S , (A) M 

MI “ M 

f> 5 

Así, ||óx||/||x|| debe permanecer relativamente pequeño siempre que tc(A) sea pequeño. 

Comentarios adicionales sobre los números de condición. Las siguientes 
explicaciones adicionales pueden ser de utilidad. 

i 1* No existe una línea divisoria clara entre un sistema "bien acondicionado" y 

tino "mal acondicionado", aunque en general la situación empeora a medida que se 
pasa de sistemas con /c(A) pequeño a sistemas con a‘(A) más grande. Así, /c(A) > 1 
siempre, de modo que valores de 10, 20 o semejantes no constituyen motivo de 
preocupación, en tanto que k( A) = 100, por ejemplo, requiere precaución, y sistemas 
como los de los ejemplos 1 y 2 están extremadamente mal acondicionados. 

2. Si /c(A) es grande (o pequeño) en una norma, entonces es grande (o pequeño, 
respectivamente) en cualquier otra norma. 

3. Lo publicado sobre sistemas mal acondicionados es bastante amplio. Para una 
introducción al tema, consultar la referencia [E10], de W. Kahan [Cañad. Math. Bull. 

9 (1966), 757-801] y el artículo de J. Rice [SIAM Journal Num. Analysis 3 (1966), 
287-310]. 

Aquí termina el análisis de los métodos numéricos para resolver sistemas lineales. 
En la siguiente sección se presentará una aplicación importante. 

Problemas de la sección 19.4 

Calcular cada una de las normas vectoriales (5), (6) y (7) de los siguientes vectores. 

1- [-1 -3 4] 2. [0.3 1.2 0] 3. [4 -3-1 5 -5] 

4. (0 0 0 1] 5. [3 -4] 6. [3 4 -7 0] 

7. [1 - 1 I - I] 8. [5 4 3 3 2 1] 

Para las siguientes matrices, calcular la norma matricial y el número de condición correspondiente 
a la nonna vectorial t . 


"-3 r 
4 2 


100 o 
0 100 


o o 
00 o 
0 0.01 


"10 

7~ 


_ 7 

5_ 


3.0 

1.5 

1.0 

1.5 

1.0 

0.75 

1.0 

0.75 

0.60 


15. Comprobar (II) para x T — [3 15 —4] tomada con la norma y la matriz del problema 12. 

16. Resolver cada uno de los dos sistemas siguientes, comparar las soluciones y hacer un 
comentario. 

2jTj 4 !.4x 2 = 1.4 2xj 4 1.4x z = 1.44 


^ ^ ^ ’-vvv-’d vvi i ■) i, ) -o, w). o, ), 
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17. Calcular el número de condición en el problema 1 6 con respecto a la norma vectoriali/j 
hacer un comentario. 

18. Resolver cada uno de los dos sistemas siguientes, comparar las soluciones y hacer,!* 

comentario. -?í 


— 7.Vj 4 1 CU 2 = 3 ~7x l 4 10jc 2 = 3.1 ^ 

19. Calcular los números de condición en el problema 1 8 con respecto a las normas vectoriáli 

/, y *| 

20. Demostrar que la solución del sistema 1 


6xj 

4* 

7x 2 

4- 

8x 3 = 

21 

lx l 

4- 

8x 2 

4- 

9x 3 = 

24 

8xj 

4- 

9x 2 

4- 

9.x 3 = 

26 


es jc, “ 1, x 2 = 1 »Xy “ 1 ' Calcular el determinante del sistema y el residuo correspondierife|| 
ax { = —0.8, x 2 = 2.9, x^ — 0.7. Hacer un comentario. 

21. (Matriz de Hilbert) Use eliminación de Gauss para resolver el sistema 

*1 + Í X 2 + Í X 3 " 1 '||| 

¿Xj 4- ¿x 2 4- í¡lx 3 ~ 0 
¿ATj 4- \x 2 4 ¿x 3 = 0 

Calcular el número de condición (en la norma de la suma columna) para demostrar que el...;! 
sistema está mal acondicionado. (La matriz de coeficientes se denomina matriz de Hilbert $ 
de 3x3.) §1 

22. Por definición, la matriz de Hilbert H fj = [h )k ] d en X n consta de los elementos lt Jk — \!{j 
k - I). Los elementos de la inversa H (i -1 crecen rápidamente en valor absoluto cuando 
crece. Ilustrar este hecho calculando H 2 ~’, H ? _l , H 4 '' (H |f no es una curiosidad académica,;■? 
ya que matrices comparables aparecen en relación con el ajuste de curvas por mínimos ' 
cuadrados.) 

23. Demostrar que k{ A) i> 1 para las normas matriciales (10) y (1 l) de la sección 19.3, y que 
k(A) > Vn para la norma de Frobenius (9) de la sección 1 9.3 

24. Obtener (1 0) a partir de (9). 

25. Demostrar que |¡xj|< |jxjj, < n ¡jx||. 


19.5 MÉTODO DE MÍNIMOS CUADRADOS 

En el ajuste de curvas se tienen n puntos (pares de números) 

SU 

(X V y !> - • • , (x B , y B ) 

y se quiere determinar una función J{x) tal queJ[Xj) ~ y p j = 1, •••,«. El tipo de 
función (por ejemplo, polinomios, funciones exponenciales, funciones senoidales y 
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cosenoidales) puede ser sugerido por la naturaleza del problema (la ley física 
subyacente, por ejemplo), y en muchos casos un polinomio de cierto grado es idóneo. 

Si se requiere igualdad estricta/Tc,) • ■ • ,,/(*„) ~y„ y se usan polinomios de 
g rac j G suficientemente stito, entonces es posible splicax uno de los métodos analizados 
en la sección 18.3 junto con interpolación. Sin embargo, en ciertas situaciones lo 
anterior no sería la solución apropiada para el problema en cuestión. Por ejemplo, a 
los cuatro puntos 

(1) (- 1.0,1.000), (-0.1,1.099), (0.2,0.808), (1.0,1.000) 

les corresponde el polinomio de Lagrange./(x) = x 3 - x + 1 (figura 417), pero si estos 
puntos se grafican, se observa que están próximos a una recta. Por tanto, si estos 
valores se obtienen en un experimento, por lo que implican un error experimental, y 
si la naturaleza del experimento sugiere una relación lineal, entonces mejor se ajusta 
una recta que pase por los puntos (figura 417). Tal recta puede ser de 



_1 0 1 x 


Figura 417. Ajuste aproximado de una recta. 

utilidad para predecir valores esperados para otros valores de x. En casos simples una 
recta puede ajustarse a simple vista, pero si los puntos están dispersos, ésto se vuelve 
poco confiable y mejor se aplica un principio matemático. Un procedimiento 
ampliamente usado de este tipo es el método de mínimos cuadrados de Gauss, que 
en la presente situación puede plantearse como sigue. 

Método de mínimos cuadrados. La recta 

y = a + bx 

debe ajustarse a través de los puntos dados (x | ,y | ), • • • , (x n ,y n ) de modo que la suma 
de los cuadrados de las distancias de tales puntos a la recta sea mínima, en donde la 
distancia se mide en la dirección vertical {la dirección y). 

El punto sobre la recta cuya abscisa es x. tiene por ordenada a a + bx.. Por tanto, 
su distancia a (r„ yjj es |y, - a - bx. | (figura 418), y la suma de los cuadrados es 

<7 = 2 (yj - a - bx P z - 

3 = 1 







MÉTODOS NUMERICOS EN ALGEBRA LIN 
q depende de a y b. Una condición necesaria para que q sea mínima es 

(2) = ^) = o 

ff = - 2 2^j “ a - bxp = 0 ' 

(en donde se suma sobre j desde 1 hasta ri). Al escribir cada suma como tres sumas 
colocando una de ellas a la derecha se obtiene el resultado 

- I 

O) an + b 2 *i = 2 y* | 

a 2 ¿ 2 ■*/ = 2 | 

_____’ii 

Estas ecuaciones se denominan ecuaciones normales del problema en cuestión. ' 



Método de mínimos cuadrados 


en donde m ¿n — 1. Así, q asume la forma 


yj -a- bxj 


y = a + bx 


Figura 418. Distancia vertical de un punto (x r y¡¡ 
a una recta y- a + bx. 


Ejemplo 1. Recta. 

Aplicar el método de mínimos cuadrados para ajustar una recta a los cuatro puntos dados en la fórmula (í). 
Solución. Se obtiene i 

n = 4, = 0 1, 2 */ = 2.05, 2íj = 3.907, 2% = 0-0517. 

Por tanto, las ecuaciones normales son 

4 a + 0.10¿> = 3.9070 
0.1o + 2.05fc = 0.0517. 

La solución es a = 0.9773, b = -0 0224 y se obtiene la recta (figura 417) 

y = 0.9773 -0.0224r I 

El método de ajuste de curvas puede generalizarse de un polinomio y = a + bx a 
un polinomio de grado m 


<? = 2 ( y ,- - P (*,)) 2 


y depende de m + 1 parámetros b 0 ,- ■ ■, b m . En vez de (2), entonces se tienen m + 1 condiciones 


con las que se obtiene un sistema de m + 1 ecuaciones normales. 

En el caso de un polinomio cuadrático 

(4) p(x) = b 0 + b x x + ¿> 2 ;r 2 

las ecuaciones normales son (la sumatoria va desde 1 hasta ri) 
b 0 n + b 1 2 x j + b z 2 x j 2 = 2 3j 

(5) ¿o 2 Xj + b 1 2 x j 2 + b 2 2 x j 3 — 2 Xjyj 

b o 2 ■*/ + b i 2 -r,- 3 +. b 2 2 ■*/ r 2 rfyy 

La obtención de (5) se deja al lector. 

Observar que este sistema es simétrico. A fin de resolverlo para las incógnitas b 0 , 
b v bj es posible aplicar uno de los métodos analizados en las secciones 19-1 a 19-3. 
En los problemas de la sección se incluyen varias aplicaciones. 

Problemas de la sección 19.5 

Aplicar el método de mínimos cuadrados para ajustar una recta a los puntos dados ( x , y). 
Comprobar el resultado gradeando los puntos y trazando la recta. 

1. (2, 0), (3, 4), (4, 10), (5, 16) 

2. (0, 0), (2, 1.8), (4, 3.4), (6, 4.6) 

3. (5, 8.0), (10, 6.9), (15, 6.2), (20, 5.0) 

4. (4, -20), (15, -7), (30, - 10), (100, 47), (200, 67) 

5. (9.6, 1), (8.5, 2.3), (7.0, 2.0), (0, 7.7), (-100, 9.7) 

6. Revoluciones por minuto x 400 500 600 700 750 

Potencia de un motor a diesel y [hp] 580 1030 1420 1880 2100 

7. Densidad del mineral x [g/cm- 1 ] 2.8 2.9 3.0 3.1 3.2 3.2 3.2 3.3 3.4 

Contenido de y [%] 30 26 33 31 33 35 37 36 33 

hierro 

8. Si un automóvil viaja sobre un camino recto a velocidad constante v ~ b t [m/s], su posición 
y [m] en el instante í [s] es y = b 0 + b t t. Suponer que las mediciones son 


p{x) - b 0 + b x x + ■ ■ • + b m x v 


200 230 240 270 290 


■) # •# Di# # # D D D D y # --j j 3 ■ j o. # y D j y u D y 


# ) ) ) '■■■) ) ■) ). > y J J ) ) ■) # 0 D J J y D D : D 
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Por mínimos cuadrados, ajustar una recta a estos datos y a partir de la recta calcular 

velocidad . , . . /r ->n\ n 1 uní n \ xnV'SsW.St 

o Aiustar por minimos cuadrados una recta a tos uatos v, w - v- 8, x • . .7 "7«Mi 

/(amperes) es la corriente, [/(volts) es e. voltaje, y a partir de la recta calcular la res.stencjjjgp 

R = Ull (ohms). Esta es la ley de Ohm. «’SÉSjÉfe 

10 Aiustar por minimos cuadrados una recta a los datos (. 5 , F) = (0.9, 10), (0 5, 5), (l - 6 - 

( 2 1 20) en donde J es la elongación de un resorte elástico sometido a una fuerza F, y A 
partirle'la recta calcular el módulo del resorte A= F/s. {F= ks se denom.na ley de 

Aplicar e, método de mínimos cuadrados para gustar una parábola (4) a los siguientes dato^¡jj| Jj 

11. (- 1, 2), (0, 0), (0, 1), (1, 2) .fifis Éf 

12. (0, 3), (I, 1), (2, 0), (4, 1), (6, 4) g! 

¡í íro; 0 ^?;, U^s^’ss^o^l.es), (1.44. 1.85), (1.60, 2.23), (1.65, 2.38) |j| § 

Velocidad de un tractor x [km/h] 1.4 1.8 2.3 3.0 4.0 '§SÍ5§* | 

15 ’ Potencia de un tractor y [kg] 7400 7500 7600 7500 7200 fáflf % 

Tiempo de servicio 7íl$í§$: $ 

de un trabajador * [h] 12 3 4 5 6 ' : j||¡g¡l|i 

16 - Tiempo de reacción y [s] 1.50 1.48 1.75 165 1.72 1.55 l 

del trabajador .. ÍÍ1ÉI3 \ 

17 Resolver el problema 13 aplicando el método de Cholesky (sección 19 ) »£§§£$ | 

18 * Determinar las ecuaciones normales en el caso de un polinomio de tercer grado. $|$g I 

19. En el principio de minimos cuadrados que implica un polinomio se busca satisfacer .;|g|g| j 


b 0 + b jJtj + b 2 x? + 


+ b x.” 


U = 1 . 


de la mejor forma posible. Introducir una matriz C de modo que la expresión anterior 
pueda escribirse como Cb = y y demostrar que entonces las ecuaciones normales puede 

escribirse como C T Cb = C T y* . # . « 

20 En problemas de crecimiento a menudo se requiere ajustar una función ^ponencia 
b «¿aplicando el método de minimos cuadrados. Demostrar que al tomar logantmos 
tarea puede reducirse a la de determinar una recta. 


9,6 PROBLEMAS DE EIGENVALORES DE MATRICES. 
INTRODUCCIÓN 

En las secciones restantes de este capítulo se analizaran algunas de 1»i ideas y 
numéricos más importantes concernientes a problemas de etgenvalor , 

Esta bastante amplia parte del álgebra lineal numérica reviste gran ^^cta Prac , 

a propósito de lo cual se está realizando bastante 

de 1945, con cientos y quizá miles de arttculos publicados en diversas re 
especializadas en matemáticas (ver las obras citadas como ¿ 

TE 121 TE191 [E221 fE261, ÍE27). Se empezara con los conceptos y resultado g 

con eigenvalores. (Para aplicaciones típicas, consultar las secciones 7-11 


.) 0 0 0 Q o o o O O O O <? O O c o o o 0 © @ © 

problemas de eigenvalores DE MATRICES: introducción 


@ © o © © © 


Un eigenvalor, valor característico o raíz latente de una matriz dada A [a Jk ] 
de „ * » e s“n número ,e.l o oomplejo dial ,ue 1. — veotenal 

(11 [003 


tiene una solución no trivial; es decir, una solucionx^O^que entone ^ £1 

eigenvector o vector característico de A correspondienea la^eig ^ i 

conjunto de todos los eigenvalores de A se denomina espectro de A. La ec 
puede escribirse como 

(2) < A - AI)X = ° 

. . , v Pete sistema homogéneo tiene una solución 

en donde I es la matnz unitaria de n . e j teorema 

no trivial si y sólo si el determinante característico det (A Al) es U ( 

2 < en'la sección 7.6). Con lo anterior se obtiene (ver la sección 7.10) el 

Teorema 1 (Eigenvalores) 

Los eigenvalores de A las soluciones de la ecuación característica 


úLvC/ó Ci 

~- 

a n ~ A 

a tz 

a ln | 

(3) 

det (A — AI) = 

°21 

a 22 ~ A 

a 2n 



a nl 

a nZ 

a nn A 

_n nl-ltí Pll f 


Al desarrollar el determinante a tiene por lo menos uno y 

característico de A, que es de grado . * es real entonces también 

cuando mucho n eigenvalores numéricamente 1 er ® n f álgebra lineal ya conocida se 
lo son los coeficientes del polinomio característico. p °™'E e °™ ™ y conjugados 
concluye entonces que las raíces (los eigenvalores de A) son reales 

C ° m p^oHo generadlos eigenvalores de A se denotan por 

Ap ^2’ ' 

en ,1 entendido de ,ne alguno, (o .odo,) pueden se, numéricamente Iguales. 

La suma de estes n eigenvalores es igual -1» -u™ ^ d ' '* íi,g °' 

nal principal de A, que se denomina traza de A, asi, se 

n n 

(A\ traza A = 2 a j¡j = ^ Afc ' 

W j-l 


det A = AjA 2 ' ' A n - 


También, 

(5) 
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Ambas fórmulas se concluyen de la representación de producto del polino: 
característico/(A), 

/(A) = (- l) n (A - Aj)(A — A 2 ) ■ - • (A — A n ). 

Si se reúnen los factores iguales y los eigenvalores numéricamente distintos de 
denotan por A,, • • • , A f (r < n), entonces el producto se vuelve 


( 6 ) 


/(A) = (-1) (A 


mi 

A t ) ’(A 


a 2 ) 


(A - A ) 


El exponente m. se denomina multiplicidad algebraica de X f El número máximo 
eigenvectores linealmente independientes correspondientes a X j se denom 
multiplicidad geométrica de X p y es menor o igual que m.. 

Semejanza. Desplazamiento espectral. Matrices especiales 

Una matriz B de n X n se denomina semejante a A si existe una matriz T tal que 


(7) 


r'AT. 
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La semejanza es importante por la siguiente razón. tfflllfl 

Teorema 2 (Matrices semejantes) JpBap 

Las matrices semejantes tienen los mismos eigenvalores. Si x es un eigenvector de Aj^||í^ 
entonces y = T" 1 x es un eigenvector de B en (7) correspondiente al mismo eigenvalo isi m M 
(La demostración se proporcionó en la sección 7.14.) ifglfej 

%lfft 

A continuación se enuncia otro teorema que tiene varias aplicaciones en el tral | 

numérico. 


Teorema 3 (Desplazamiento espectral) 

Si A tiene los eigenvalores A ( , • • • , A n , entonces A - 
• • • ,A -k. 


k\ tiene los eigenvalores A, 


Este teorema es un caso especial del siguiente teorema de mapeo espectral. 

Teorema 4 (Matrices polinómlcas) 

Si A es un eigenvalor de A, entonces 

crA s + 


<?( A) 


i A s " 




-4- a, A + oír > 


es un eigenvalor de la matriz polinómica 


i i 


<?(A) 


a, A s + a„ 


a 1 A 


“o 1 - 


Demostración. Ax = Ax implica A 2 x = AAx = AAx = A 2 x, A 3 x = A 3 x, etc. Por tanto, 
qr(A)x = (a A s + a .A 5-1 4- • ■ -)x 


a s A s x + a s 
a r Á s x + cr 


x + 


l x + • 


19.7 


= q( A)x. » 

Los eigenvalores de matrices especiales importantes pueden caracterizarse por el 

Teorema 5 (Matrices especiales) 

Los eigenvalores de las matrices hermitianas (es decir, matrices A tales que A T = 
A), y por tanto de las matrices simétricas reales (es decir, matrices A tales que A T = A), 
son realeSj_Los eigenvalores de las matrices antihermitianas (es decir, matrices A 
tales que A = -A),y por tanto de las matrices antisimétricas reales (es decir, matri¬ 
ces A tales que A T = —A) son imaginarios puros o 0. Los eigenvalores de las matrices 
unitarias (es decir, matrices A tales que A T = A -1 ), y por tanto de las matrices 
ortogonales (es decir, matrices A tales que A T = A -1 ) tienen valor absoluto igual a 1. 
(La demostración de este teorema se proporcionó en la sección 7.13.) 

La elección de un método numérico para resolver problemas de eigenvalores 
de matrices depende esencialmente de dos circunstancias: del tipo de matriz 
(simétrica real, real general, compleja, rala, o completa), y del tipo de información 
que desea obtenerse; es decir, si se quieren conocer todos los eigenvalores o 
simplemente algunos específicos, por ejemplo, el mayor; si se desean conocer los 
eigenvalores y los eigenvectores, etc. Resulta evidente que no es posible efectuar 
un análisis sistemático de todas estas y otras posibilidades que se presentan en la 
práctica (para tener una idea, consultar rápidamente lá referencia [E27]), por lo que 
la atención se centrará en algunos aspectos y métodos fundamentales gracias a los 
cuales se adquirirán información aceptable y comprensión general de este terreno 
fascinante. 


INCLUSION DE EIGENVALORES DE MATRICES 

Por "inclusión” se entiende la determinación de valores aproximados de eigenvalores 
y las correspondientes cotas para el error. Como un primer importante "teorema de 
inclusión", el teorema de Gerschgorin proporciona una región que consta de discos 
circulares cerrados en el plano complejo y que incluye a todos los eigenvalores de 
una matriz dada. En efecto, para cada j = 1, • • • , n, la desigualdad (1) en el teorema 
determina un disco circular cerrado en el plano complejo A con centro y radio 
definido por el miembro derecho de (1); y el teorema 1 establéete que cada uno de los 
eigenvalores de A está en alguno de estos n discos. 


Teorema 1 (Teorema de Gerschgorin) 

Sea A un eigenvalor de una matriz arbitraria A = 
entero j (1 <j < n) se tiene 


I ^ i) D ,r $ D D ^ ^ <:r j> ^ ' :i 2) i) % ■ il :r ) V :; i) r: D ^ 'j - J -J : - 3 


\a .J de n x n. Entonces, para algún 


J J J 'J -d2r 
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''/¡J3 

(X) \ ajj - A| 3= \ Ujl \ + \ a J + • • • + + |a jj + 1 | + • • • + \a jn \. ■ 

Demostración. Sea x un eigenvector correspondiente a tal eigenvalor .2. Entonces ■•%:] 

(2) Ax = Ax o (A — AI)x = 0. 1||Í 

Sea r y la componente de x que tiene el mayor valor absoluto. Entonces se tiene \xJxj'É¡ 
< 1 para m = 1, • • • , n. La ecuación vectorial (2) es equivalente a un sistema de rim 
ecuaciones para las n componentes de los vectores de ambos miembros, y lay-ésimá':^ 
de estas n ecuaciones es ,í|l 


a ji x i + ' • ‘ + + ( fl i( - Á > x j + «jj + i-'j+i + 


+ a jn x n = 0 4 


AI dividir entre x } y reordenar términos se obtiene 


3 , 3-1 r 
X 3 


“ te* 1 Xi 


Al tomar valores absolutos en ambos miembros de esta ecuación, aplicar la desigualdad^ 
del triángulo \a + b | < \a\ + \b\ (en donde ay b son números complejos cualesquiera)¿|§| 
y observar que debido a la elección de j (¡que es crucial!), 


se obtiene (1), y así se ha demostrado el teorema. 


Ejemplo 1. Teorema de Gerschgorin. 


Para los eigenvalores de la matriz 


se obtienen los discos de Gerschgorin 


D,: Centro 0, radio 1 

D,: Centro 5, radío 1.5 Ay 

Dji Centro 1, radio 15 

-‘¡.Isjjj; 

Como A es simétrica, por lo anterior y el teorema 5, sección 19 6, se concluye que el espectro de A en Mjr“j 
realidad debe estar en los intervalos [-1,2.5] y [3 5, 6 5) sobre el eje rea) El estudiante puede confirmar 
ésto demostrando que, hasta tres decimales. A, = -0 209, A, = 5.305, A ? = 0.904. 

Es interesante que aquí los discos de Gerschgorin fconstituyen dos conjuntos ajenos; a saber, D { u O v 
que contiene dos eigenvalores, y £),, que contiene un eigenvalor Este hecho es típico, como se muestra ,vg-j 
en el siguiente teorema ® 


Teorema 2 (Extensión del teorema de Gerschgorin) 

Si p discos de Gerschgorin fornan un conjunto S que es ajeno de los otros n—p discos 
de una matriz dada A, entonces S contiene exactamentep eigenvalores de A (cada uno 
contado con su multiplicidad algebraica, según se definió en la sección 19.6). 


(v. (%: f;= o -, f ( o c- .(,s ( • < ( f \ r ( v r r r r ( C - ( ( C 
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Figura 419. Discos de Gerschgorin en e! ejemplo 1„ 


Demostración. Esta es una " demostración de continuidad". Sea S= D, U ZA • • • U D 

.... 12 p 

sin restricción, en donde D es el disco de Gerschgorin con centro en a Se escribe A 
= B + C, en donde B = diag (a ) es la matriz diagonal con la diagonal principal de 
A como diagonal. Ahora se considerará 

A ( = B + íC para 0S/^1. 

entonces A t = B y A : = A. Así, por álgebra, las raíces del polinomio característico 
ffX) de A, (es decir, los eigenvalores de A ( ) dependen continuamente de los coeficientes 
de ¿(A), que a su vez dependen continuamente de t. Para / = 0, lo eigenvalores son 
a u , ■ ■ ■ , a m . Si se deja que t crezca continuamente desde 0 hasta 1, entonces los 
eigenvalores se mueven continuamente y, por el teorema 1, cada t está en los discos 
de Gerschgorin con centros a y radios 

"j en donde 0 = 2 \ a jk\- 

Como al final S es ajeno a cualquier otro disco, entonces se concluye la afirmación. 
Ejemplo 2. Otra aplicación del teorema de Gerschgorin. Semejanza. 

Suponer que se ha diagonalizado una matriz aplicando algún método numérico con el que se obtuvieron 
algunos elementos fuera de la diagonal de tamaño I0" 5 , por ejemplo, 

2 10™ 5 I0“ 5 “ 

A = 10“ 5 2 ¡O" 5 „ 

JO" 5 10~ 5 4 

¿Qué puede concluirse sobre las desviaciones de los eigenvalores con respecto a los elementos de la 
diagonal principal? 

Solución. Por el teorema 2, un eigenvalor debe estar en el disco de radio 2 10~ 5 centrado en 4, y dos 

eigenvalores (o un eigenvalor de multiplicidad algebraica 2) en el disco de radio 2 - 10~ 3 centrado en 2. 
En realidad, como la matriz es simétrica, estos eigenvalores deben estar en las intersecciones de tales 
discos y el eje real, por el teorema 5 de la sección 19,6. 

A continuación se demostrará que (y cómo) un disco aislado puede reducirse siempre en tamaño 
aplicando una transformación de semejanza. La matriz 
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B = T -I AT 


0 lo¬ 


es semejante a A. Asi, por el teorema 2 de la sección 19.6, tiene los mismos eigenvalores que A. Por 
renglón 3 sé obtiene el disco más pequeño, de radio 2 • 10-». Observar que los otros d.scos se hacen m _ 
grandes, aproximadamente por un factor de 10*. AI elegir T es necesario cu,dar que los nuevos discos^ 
se traslapen con el disco cuyo tamaño desea disminuirse ; 

Otros teoremas de inclusión 

Un teorema de inclusión es un teorema que especifica un conjunto que contiene po| 
lo menos un eigenvalor de una matriz dada. Asi, los teoremas 1 y 2 son teoremas de 
inclusión; de hecho, incluyen a todo el espectro. A continuación se analizaran algunos 
teoremas famosos que conducen a inclusiones de eigenvalores. 

Teorema 3 (Teorema de Schur 3 ) i¡ 

Sea A = [ajk] una matriz de n x Sean A,. • • • , A„ sur eigenvalores. Entonces |¡ 

2 | Aj p £ i ¿ |e jt | 2 (Desigualdad de Schur), 
v i = 1 j=i k = i 

En (3) la igualdad se cumple si y sólo si A es tal que 

^4^ A A = AA . 

Las matrices que satisfacen (4) se denominan matrices normales. No debe ser 
difícil ver que las matrices hermitiana, antihermitiana y unitaria son normales, asi 
como también lo son las matrices simétrica real, antisimétrica y ortogona . 

Sea X cualquier eigenvalor de la matriz A en el teorema 3. Entonces |AJ- es 
menor o igual que la sumatoria del miembro izquierdo de (3) y al tomar raíces 
cuadradas, a partir de (3) se obtiene 


(5) |A J S J 2 2 bJ 2 - 

y j=l k =1 1 

Observar que el miembro derecho es la norma de Frobenius de A (ver la sección 
19.3) 

1 ISSAl SCHUR (1875 1941), matemático alemán, profesor en Berlín, también conocido por su impor ^ 
tante obra sobre teoría de grupos 


O r ) :) : ;J. 3 ■) ') 1 ; > 3 3 - i '9 O O O. O O O 3 -9 O O 0 O O 


SSJSSOTSS 


INCLUSIÓN DE EIGENVALORES DE MATRICES 4£ 

Ejemplo 3. Cotas para los eigenvalores obtenidos a partir de la desigualdad de Schur. 
Para la matriz 


por la desigualdad de Schur se obtiene 


|A| 3 Vi949 < 44.2. 


(Los eigenvalores de A son 30, 25 y 20; por tanto, 30= + 25= + 20= = 1925 < 1949; de hecho, A no es 
normal.) 

Los teoremas precedentes son válidos para cualquier matriz cuadrada real o com¬ 
pleja, aunque existen otros teoremas que se cumplen sólo para clases especiales de 
matrices. El siguiente teorema debido a Frobenius," que se enunciará sin demostra¬ 
ción, pertenece a este tipo de teoremas. 

Teorema 4 (Teorema de Perron-Frobenius) 

Sea A una matriz cuadrada real cuyos elementos son todos positivos. Entonces A 
tiene por lo menos un eigenvalor real positivo X, y el eigenvector correspondiente 
puede elegirse real y tal que todas sus componentes sean positivas. 

A partir de este teorema es posible deducir el siguiente resultado útil atribuido a 
Collatz, 5 

Teorema 5 (Teorema de Collatz) 

Sea A = [a J una matriz real de n x n cuyos elementos son todos positivos. Sea 
x cualquier vector real cuyas componentes x ,, ••',*, son positivas, y seany x , 
las componentes del vector y = Ax. Entonces el intervalo cerrado sobre el eje real 
acotado por el menor y el mayor de los n cocientes q,=y¡x ¡ contiene por lo menos un 
eigenvalor de A. 


Demostración. Se tiene Ax — y, o bien, 

(6) y - Ax = 0. 

La transpuesta A T satisface las condiciones del teorema 4. Por tanto, A T tiene un 
eigenvalor positivo X y, correspondiente a este eigenvalor, un eigenvector u cuyas 
componentes u. son todas positivas. Así, A T u = Au, y al tomar la transpuesta se obtiene 
u T A = X u T . Por ésto y (6), 

u T (y — Ax) = u T y - u T Ax = u T (y — Ax) = 0 


* Ver la nota de pie de página de la sección 5 4 Para una demostración del teorema, consultar la refe- 

rencia [B2], vol. IJ, págs. 53-62. .... 

5 LOTHAR COLLATZ (1910-! 990), matemático alemán, conocido por su trabajo sobre análisis numérico 
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Como todas las componentes Uj son positivas, se concluye que 


Ajtj i£ 0, es decir, 


/Ltj S 0, 


es decir. 


para por lo menos un j. 
para por lo menos un j. 


Como A y A T tienen los mismos eigenvalores, X es un eigenvalor de A, y por (7) 
concluye la afirmación del teorema 

Ejemplo 4. Cotas para eigenvalores a partir del teorema de Collatz. 

Sea 


Enlonces y 


Por tanto, q t = 10, q, - 8, g, = 8, y ei teorema 5 implica que uno de los eigenvalores de A debe estar en el 
intervalo 8 < A < 10 Por supuesto, la longitud de este intervalo depende de la elección de x El estudiante 
debe demostrar que A = 9 es un eigenvalor de A. 


Problemas de la sección 19.7 

Aplicar el teorema 1 para determinar y dibujar discos que contienen los eigenvalores de las 
siguientes matrices. 

'I 2 31 [2.2 0.l‘ 0 1 [5-2 2 _ 

1. 2 4 6 2. 0.1 3.0 -0.1 3. 2 0 4 

3 6 1 0 -0.1 4 5 4 2 7 


1 1 ” 


'5 10~ 2 10 ~ 2 ~ 


0 0 . 5 i -i 

4 1 

5. 

10~ 2 8 10~ 2 

6. 

1 — / 1 +/ 0 

1 4 _ 


JO " 2 10- 2 9 


_ 0.1/ I -|_ 


7. Demostrar que en los problemas 1 y 4 los eigenvalores son 10, 0, —4 y 6, 3, 3, 
respectivamente. 

, 8. Encontrar una matriz de 2 X 2 que ilustre el hecho de que un eigenvalor bien puede estar 
sobre un círculo de Gerschgorin (de modo que en general los discos de Gerschgorin no 
pueden sustituirse por discos más pequeños sin pérdida de la propiedad de inclusión). 

9. Encontrar una transformación de semejanza T"'AT que reduzca el radio del circulo de 
Gerschgorin con centro 5 en el problema 5 a 1/100 de su valor original. 

Usando (5), obtener una cota superior para el valor absoluto de los eigenvalores de la matriz en el 

10. problema 2. 11. problema 3. 12. problema 6. 13. problema 5. 


eigenvalores por iteración (método de las potencias) 
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Aplicar el teorema 5 a las siguientes matrices, eligiendo los vectores dados como los vectores x. 




¿Puede conjeturar a partir del problema 15 que si una matriz A tiene sumas renglón 
iguales o sumas columna iguales, por ejemplo, iguales a k , entonces k es un eigenvalor de 
A? Demostrar la conjetura. 

Demostrar que la matriz del ejemplo 4 tiene los eigenvalores 9, 6, 3 y que (3) se cumple 
con el signo de igualdad. Concluir que la matriz es normal. Comprobar este hecho 
Demostrar que las matrices hermitiana, antihermitiana y unitaria son normales. 
Demostrar que la matriz del problema 3 no es normal y que tiene los eigenvalores —1,4, 9. 
(Determinante diferente de cero) Si en cada renglón de un determinante el elemento 
sobre la diagonal principal es mayor en valor absoluto que la suma de los valores absolutos 
de los otros elementos en ese renglón, demostrar que el valor del determinante no puede 
ser cero. ¿Qué implica lo anterior respecto a la solubilidad de sistemas lineales de 
ecuaciones? ¿Y respecto al espectro de la matriz correspondiente? 

19.8 EIGENVALORES POR ITERACIÓN (MÉTODO DE LAS 
POTENCIAS) 

Un sencillo procedimiento estándar para calcular valores aproximados de los 
eigenvalores de una matriz A = [erjde n X n es el método de las potencias. En este 
método se empieza a partir de cualquier vector x 0 (^ 0) con n componentes y de 
manera sucesiva se calculan 

Xj = Ax 0 , x 2 = AXj, - - • , x s = Ax s _j. 

Para simplificar la notación, x^, se denotará por xy^se denotará por y, de modo que 
y = Ax. Si A es simétrica real, entonces el siguiente teorema proporciona una 
aproximación y cotas para el error. 

Teorema 1 Sea A una matriz simétrica real de nx n. Sea x (s 0) cualquier vector real con n 
componentes. Además, sean 

y = Ax, m 0 = x T x, m, = x T y, m 2 = y T y, 

Entonces el cociente 

(Cociente de Rayleigh 6 ) 


« LORD RAYLEIGH (JOHN WILLIAM STRUTT) (1842-1919), físico y matemático inglés, profesor 
en Cambridge y Londres, conocido por sus importantes contribuciones a varias ramas de las matemá¬ 
ticas aplicadas y a la física teórica; en particular, a la teoría de las ondas, elasticidad e hidrodinámica. 
7 Suele ser común ei A de mayor valor absoluto, aunque no es posible efectuar afirmaciones generales. 
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¡¡gi'SENVALORES POR ITERACIÓN (MÉTODO DE LAS POTENCIAS) 


es una aproximación de un eigenvalor 7 X de A, y si se hace q = X~ e, de modo |SSti|¡£ 

es el error de q, entonces _ ¡ ' \ 1 {‘‘j 

m II 

Demostración. Sea ó 2 que denota al radicando en (1). entonces, como m, = qm v se ||Hj| 

(2) (y - qrx) T (y - qx) = m 2 ~ 2qm 1 + q 2 m 0 = m 2 - q z m 0 = g2w nÍ| ÉBW 

Dado que A es simétrica real, entonces posee un conjunto ortogonal de n eigenvecto^ ^^^ 8H§ 
unitarios reales z,, • • ■ , z n que corresponden a los eigenvalores A,, • - • , 
respectivamente (algunos de los cuales pueden ser iguales). (La demostración de es|e| - f 
hecho se encuentra en la obra mencionada en el apéndice 1 como referencia P’l ‘ I. 
vol. 1, págs. 270-272). Así, x tiene una representación de la forma | j g|ÉHM | j| j || p > 

V = n 1 4. ... a. n 1 HéSSB& «WK 




Ahora, Az, = A,z,, etc., y se obtiene 

y = Ax = fljAjZj + • ■ 

y, como los Zj son vectores unitarios ortogonales, 


+ a n A n Z rr 




(3) m 0 = x'x = af + ■ • • + a¿. 

Se concluye que en (2) “íifltftÉjS; 

y - qx = a 1 (\ 1 - q)z 1 + ■ ■ ■ + a n (A„ - q) z„. llllfe|f.p5‘ 

- 

Como los Zj son vectores unitarios ortogonales, entonces por (2) se obtiene p¡| 

S z m 0 = - q) 2 + ■ ■ • + fl n 2 (A n - q) z . |j||l§ 

Al sustituir cada (A y — q) 1 por el menor de estos términos, por (3) se tiene *^SB| 

S 2 m 0 & (A c - q) 2 (a z + ■ • • + a z ) = (A c - q) 2 m 0 |||| 

en donde X c es un eigenvalor al que q está más próximo. Al dividir esta desigualdad entre jgggggj 
m 0 y extraer raíces cuadradas se obtiene (1), con lo que Se ha demostrado el teorema I 

Ejemplo 1. Una aplicación del teorema 1. afra! 

Asi como en el ejemplo 4 de la sección precedente, se considerara la matriz simétrica real 


Entonces se obtiene sucesivamente 


0 , x. 


Tomando x = x, y y = x Jt se tiene 


32 , x. 


m 0 = x T x = I 026 560, m, - x T y = 12 130 816, m 2 = y T y = 144 447 488. 


A partir de lo anterior se calcula 


11.817, |e| s 


q 2 = 1.034. 


La última expresión demuestra que q — 11.817 es una aproximación para un eigenvalor que debe estar 
entre 10.783 y 12.851. El estudiante debe demostrar que un eigenvajor es X = 12. B 

El desplazamiento espectral, la transición de A a A - Al (sección 19.6), puede ser de 
utilidad para mejorar la convergencia del método de las potencias, que es simple, 
aunque algunas veces converge más bien lentamente. La información sobre el espectro 
resultante del problema o de las cotas obtenidas por otro método o a través de pequeños 
experimentos computacionales preliminares puede ser de ayuda para encontrar una k 
aceptable. En el ejemplo 1 la matriz es simétrica y al aplicar el teorema de Gerschgorin 
se obtiene 0 < X < 12. Si se desplaza demasiado, por ejemplo, k = -6, obteniéndose 
—6 £ 7. < 6, es posible obtener grandes eigenvalores negativos de la nueva matriz, 
de modo que se establecerá para desplazarse menos, por ejemplo, k = -4: 

Ejemplo 2. Desplazamiento espectral. 

Para A y x u en el ejemplo 1 y A - A — 41 se obtiene 

4 -2 2*1 r 4~] f 24~j f 176"! r 1376~ 

A= — 2 2 — 4 , x 4 — — 4 , x 2 — — 16 , x 3 — — 176 , x 4 = —1344 . 

2-4 2 [_ 0 24 |_ I6oJ [_ I376_ 

A partir de lo anterior se obtiene 

m 0 = 87 552, m í = 698 880, S 2 = 5 593 088, q = 7.982 

de modo que q = q + 4 = 11.982, con un error del 0.15%, en oposición a q en el ejemplo 1, cuyo error es 
de 1.5%; por tanto, ¡la mejora es por un factor de 10! También, con |ej < 0.404 se obtiene 1 1 578 < A g 
12,386. Es típico que ¡e | sea mucho mayor que el error real, aunque las cotas resultantes no pueden 
mejorarse, como se ilustra con los ejemplos. 1 


8 -2 2 
■2 6 -4 


2-4 6 


Problemas de la sección 19.8 

Si se elige x 0 = [1 1 ] T o x 0 = [ 1 1 1 ] T , respectivamente, aplicar el método de las potencias (3 
pasos) a las siguientes matrices, calculando en cada paso el cociente de Rayleigh y las cotas 
para el error. 


3 ;) ) J ) ) > J -) ;,! j ) .,) J .,) j ). ") ) ) ) ) j J : Ü ' : il J ¿ j p -J V j'-J, :) j V 'J> 
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MÉTODOS NUMÉRICOS EN ÁLGEBRA Llf>íif 



7. Calcular los valores exactos de los eigenvalores del problema I. Comprobar que los error® 
reales de las aproximaciones son mucho menores que las cotas para el error del problcn 
I. Este hecho es típico. 


A fin de ver cómo se comporta el método de las potencias para diferentes elecciones dex 0 , api ida 
este método a la matriz del problema 4; denominar A a esta matriz; efectuar 3 pasos y calculá¿ef¡ 
cociente de Rayleigh y las cotas para el error correspondientes al tercer paso,. Comprobar que 
tiene los eigenvalores 5, 3, 0 e indique cuál eigenvalor es aproximado por el resultado. 

8. [0 1 ~l] r 9. [1 1 0J T 10. [0 0 i] T 

Si se elige x 0 « [1 1 1 1] T , calcular x,, x 2 y aproximaciones q - x, T x 0 /x 0 T x 0 , q = x 2 T x,/x | T . 
cotas para el error correspondientes para un eigenvalor de cada una de las siguientes matricéí 


H. Para comprender la importancia de las cotas para el error (1), considerar la matriz 


y demostrar que q — 0 para toda s. Encontrar los eigenvalores y explicar qué sucedió 
Empezar de nuevo, eligiendo otro x 0 . 

15. (Desplazamiento espectral) Demostrar que la matriz del problema ó es A + 51, en donde A 
es la matriz del problema 5. Comprobar que A tiene los eigenvalores 7, -3, —7. (a) ¿Cuáles 
son los eigenvalores de A + 51? (b) ¿Por qué es posible esperar una mejora en la convergencia 
mediante el "desplazamiento espectral" (ver la sección 19.6) desde A hasta A + 51? 


16. ¿Por qué en general el cociente de Rayleigh q = m,/m 0 es una aproximación del eigenvalor 
A, cuyo valor absoluto es el más grande? Sugerencia „ Sean z,, • ■ * , z como en la 
demostración del teorema 1. Demostrar que si 

*o = 2 c j z r then * = * s -i = 2 Zj , y - x s = 2 c í a 1 z j 
q = m ¡ /m 0 = (c^Af -1 + • • ^/(c^Af -2 + • ■ •) = A r 

¿En qué condiciones lo anterior es una aproximación aceptable? 

17. Demostrar que si x es un eigenvector, entonces e = 0 en (1). 
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1L- Sea A una matriz simétrica, con eigenvalores. A, > A 2 ■ - • A> A„, suponiendo |AJ > |AJ, 
j sea a una buena estimación de A r Entonces, al aplicar el método de las potencias a B = 
A — al, en general se obtienen aproximaciones a A, t . ¿A qué se debe lo anterior, y qiié 
significa "en general"? 

19. Aplicar el método del problema 18 a la matriz del problema 4 con a = 4.9 (como sugiere 
la respuesta del problema 4), x 0 = [1 1 1] T y x 2 , x, como x y y, 

20. El teorema de Collatz (sección 19.7) se aplica a la matriz del problema 6. Usando esta 
matriz con x 0 = [ 1 1 I ] T , efectuar 2 pasos y comparar los resultados con los obtenidos al 
aplicar el teorema 1. 


19.9 DEFLACIÓN DE UNA MATRIZ 

En la práctica, a menudo sucede que se ha calculado o adivinado uno de los 
eigenvalores de una matriz dada A, A,, y se desea encontrar los demás eigenvalores 
A 2 , • ■ ■ , A n de A. Se demostrará que entonces a partir de A es posible obtener una 
matriz A, cuyo espectro consta de 0 y los eigenvalores (aún desconocidos) A 2 , • • •, A„ 
de A. El proceso de sustitución de A por A, en la determinación de tales eigenvalores 
se denomina deflación de A. Se estudiará el conocido método de Wielandt. En el 
problema 16 se menciona un método más sencillo aunque numéricamente deficiente. 

Deflación de Wielandt 8 

Sean A cualquier matriz real de n x n y A, un eigenvalor conocido de A, como antes. 
Sea Xj un eigenvector de A correspondiente a A,. Sea u cualquier vector (que se 
determinará más tarde) tal que 


Considerar 


A - XjU T . 


Primero se demostrará que 0 es un eigenvalor de A, y que x ( es un eigenvector 
correspondiente. En efecto, por (1), 

AjXj = AXj — x l u T x 1 = AjXj — AjXj = 0. 

Sean A,y = 2, • • ■ w los otros eigenvalores de A, con eigenvectores correspondientes 
x Se demostrará que X. í 0 es un eigenvalor de A, con eigenvector correspondiente 

U T Xj 

(3) y,- = - -J- x r 

Aplicando las definiciones, se tiene 


* HELMUT WIELANDT (nacido en 1910), matemático alemán. 
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/ U T Xj 

Ajj^- = (A - Xju T )^ Xj -— Xj 

*7 ' .JSJSpH 

Al multiplicar y observar que u T x/A es un escalar, de modo que es posible desplazarlqfc^^SL 
al efectuar productos, se obtiene 

u 

A iyj 


am 


u' Xj IbH W H B Í 

x,(u T x.) + —— XjU T x r '1HB 

A j 


AXj A —! - -JV- -y A . -1 i « 

.n3áj@?fe- 

Así, en la derecha, Ax, = A,x, en el segundo término, y x l ú T x l = x, X { en el cuarto! ■ v ■ 
término [por (1)], de modo que estos dos términos se cancelan. Así, se ha quedado con ' ’* 

(MBÉ 

Ajy, = A,.x,. - Xj(u T Xj) = A ; .y y 

'Á-'-Síá fy.Vi. 

■’Twllií 

Esto demuestra que Áj es un eigenvalor de A,. • I , ! ryí%s5'’' 

Ahora se demostrará cómo obtener u en la práctica, y también se verá que ]aÉÍ$fiS9 


hipótesis X ¡ = 0 no constituye ningún inconveniente para el método. Se tiene Ax, 
A,x r Es fácil encontrar un v tal que v’x, = 1. Así, 


¡pf 

wM 


v T Ax, 


v T A, x. 




v i ’ "i A i 

Debido a (1) lo anterior muestra que es posible tomar 

U T — v T A. 


A r 


•áfll|fess 

¡iníSigasis? 

fepBP 


Xj v t A 


Entonces (2) se vuelve 
(4) Aj = A 

y en (3) ahora se elimina X., ya que AX. = Xx. y así 

v T AXj 

y j = X r " “X - x i = X J 


V T XjX r 


Además, si x, tiene una primera componente diferente de cero, es posible 
normalizarlo a fin de que su primera componente sea 1. Luego se puede simplemente 
tomar el vector v T = e T = [1 0 • • - 0]. Para esta elección, 



(5) 


I 


Aj = (I — Xjej T )A. 


Ejemplo 1. Deflación deWlelandt. 

Encontrar el espectro de la matriz 


en el ejemplo I de la sección precedente, suponiendo que se conoce uno de los eigenvalores, A, - 12, 


1 Ü 


m. 

íf- 

’MÍX-X 

¡I 

fe 

ÜÉ 

M 

te: 

l‘ 

| 

i fe 

* 

:É> 

m 

X' 

•i 


Ife 

«ItKSl f <¡2 


Solución. Aplicando la eliminación de Gauss, primero se calcula un eigenvector x, de A correspondiente 
a A, — i 2, con lo que se encuentra x, — [ I — 1 1 ] T , Con el método de Wielandt ahora es posible tomar el 
vector v, T = e, T 858 [ 1 0 0], ya que v^x, “ K Se calcula 


r 




1 0 

o” 

-1 

[i 

0 

01 = 

-1 0 

0 

i 




1 0 

0 


x i e l 

y a partir de lo anterior, por (5), se tiene que 
A, = (I ~ Xjej T )A 


Ahora ya es posible determinarlos oíros dos eigenvalores directamente a partir de det(A, — 21) - 0, en donde 
-A 0 0 


o 

O 

O 


8 -2 2“ 


0 0 0~ 

1 1 0 


! 

NJ 

o 

1 

= 

6 4-2 

- 1 0 1 


2-4 6 


-6 -2 4 


det (Aj — AI) 


4 - A -2 
-2 4 - A 


4 - A -2 
-2 4 - A 


-A(A ¿ 


8A + 12). 


Se obtiene A, — 6, A, - 2. 

En el caso de una matriz más grande, el siguiente paso hubiera sido calcular otro eigenvalor (por 
ejemplo, aplicando el método de las potencias) seguido de otra aplicación del método de Wielandt, 
etc. ® 

En la siguiente sección se demostrará que para determinar todo el espectro de 
una matriz existen mejores métodos que la aplicación sucesiva de deflaciones. 

Problemas de la sección 19.9 

1. Comprobar que A^, = 0 en el ejemplo 1 del texto. 

Aplicar el método de deflación de Wielandt a las siguientes matrices. Mostrarla matriz deflactada 
y determinar los demás eigenvalores. 


2 . 


4. 


-3 

1 - 
1 

6 -2 
0 -1 
3 -6 


31 

-24 

-8 

0 

-2 

-3 


16 

-12 
-4 

2 

2 

8 


72 
-57 
- 19 



8 

-2 

2 ” 


1 

& 


6 

- 1 

-5' 


V 


' -5 

11 

- 13' 


V 

A « 

-2 

6 

— 4 


5V 

k 

’tft 

6. 

-4 

2 

-2 

, Xj “ 

2 

7. 

-92 

39 

22 

, Xj = 

2 


2 

— 4 

6 _ 


$ 










— 44_ 








■■i. 

>S- 


18 

-5 

-9 


1 


74 

- 13 


_L 


K 

L 

I 

a: 


•) ’L) '•) -\) ^ 'V -'-•?) >;) ^ •) Q Á) S> ^ -X) A) ••ri X} '0 V ‘ J J J J : i) ">j "J ü J J . 


J J 
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1.2 

-0.4 

0.4 

0.4 

0.2 

0.8 

0.8 

0.4 

1.6 


10 . 


12 . 


14. 


16. 


II. 


13. 


15. 


— 



— 


"6 

7 

7~ 


T 

7 

6 

7 

. x, 

= 

1 

7 

7 

6 



~4 

4 

1 

r 


4 

4 

1 

i 


1 

1 

3 

2 

» X 

1 “ 

1 

1 

¿ 

3_ 


~3.4 

3,4 

1.3 

1.3" 


3.4 

3.4 

1.3 

1.3 


1.3 

1.3 

1.5 

1.4 

, Xj = 

1.3 

1.3 

1.4 

1.5 
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JM?| Vridiagonalización de householder y factorización qr 

Método de Householder 

En este método, una matriz simétrica real A = [a J de n x n dada se reduce a una forma 
íridiagonai mediante ¡a aplicación sucesiva de n - 2 transformaciones de semejanza 
(ver la sección 19.6). Las matrices P,, P 2 , • • ■, P„_ 2 son ortogonales y simétricas. Por 
tanto, P = P, T = P, y de manera semejante para las demás. Las n- 2 transformaciones 
de semejanza con las que a partir de la A 0 = A = [aj dada se obtienen sucesivamente 


(Deflación de Hotclling) Sean A una matriz simétrica, A, un eigenvalor conocido de A, 
x, un eigenvector normalizado correspondiente, x, T x, = I. Demostrar que vá?®ÍÍ 


r c? c ■ c. c r 


( c 


( I ( ( 


( ( C C 




(Deflación de Hotelling) 


íllfs 

É 


tiene los ei gen va lores A, - 0 y los demás iguales a los de A. (Este método es numéricamenté'M 1 ^; 
deficiente con respecto al redondeo.) Sugerencia. Aplicar el teorema 4 de la sección 7. 




19.10 TRIDiAGONALIZACIÓN DE HOUSEHOLDER Y 
FACTORIZACIÓN QR 






Se considerará eí problema de calcular todos los eigenvalores de una matriz simétiiea 
real A —f a.X Deflaciones sucesivas no son benéficas debido al crecimiento del error -.EsésEA 
por redondeo. Se analizará un método bastante utilizado en la práctica. En la primera ¡|j 
etapa se aplicará el método de Householder, 9 que reduce la matriz dada a una matriz ..¡¡«ag ,; 


tridiagonal, es decir, una matriz que tiene todos sus elementos diferentes de cero en 
la diagonal principal y en las posiciones inmediatamente adyacentes a la diagonal 
principal (como A, en la figura 420). En la segunda etapa, la matriz tridiagonal se |j§gú| 
factoriza a la forma QR, en donde Q es ortogonal y R es triangular superior, y los 
eigenvalores se determinan realmente (de manera aproximada); esto se analizará más 
tarde. (Para extensiones para generar matrices, consultar la obra citada en el apéndice 
1 como referencia [E27].) 


9 Journal of íhe Association for Computing Machinery 5 (1958), 335-342. Consultar también las obras 
citadas en e! apéndice I como referencias [E25], [ E26], etc. 




las matrices A = [a.."’], A 2 


( 1 ) 


: [a. 4 (2) ], etc., son como se muestra a continuación. 
A, = PjAoPj 

A 2 = P 2 A 1 P 2 


n —2 


Estas transformaciones crean los ceros necesarios, en el primer paso en el renglón 1 
y en la columna 1, en el segundó paso en el renglón 2 y en la columna 2, etc., como 
se ilustra en la figura 420 para una matriz tridiagonal B de 5 x 5. 

¿Cómo determinar P,, P,, • ■ • ? Todas estas P r son de la forma 


( 2 ) 


en donde v 
así, se tiene que 


(3) 


2v v 


[v ] es un vector unitario con sus r 


(r = 1, • • • , n - 2) 
primeras componentes iguales a 0; 


"o" 


"o 


0 

* 


0 


0 

* 

V 2 = 

* 

, * • * , V, , = 

» * n—¿ 

* 

* 


* 


* 


en donde los asteriscos denotan a cualesquiera otras componentes. 
Primer paso. Las componentes de v, son 


(a) 


(4) (b) 


(c) 



j = 3, 4, 
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0.985 598 56 
0.119 573 16 
0.119 573 16 


A partir de esto y (2), 

r> 


-0.942 809 04 
-0.235 702 26 
-0.235 702 26 


-0.235 702 26 
0.971 404 52 
-0.028 595 48 


Con base en el primer renglón de (1), ahora se obtiene 


A, = P,A 0 P, 


Segundo paso. Por (4*) se calcula s.' — 2 y 


A partir de lo anterior y por (2), 


0.923 879 53 
0,382 683 43 


-0.235 702 26 
-0.028 595 48 
0.971 404 52 


6 

—vn 

0 

0 

Vis 

7 

- 1 

-1 

0 

- I 

9/2 

3/2 

0 

- ! 

3/2 

9/2 


El segundo renglón en (1) ahora proporciona 


Esta matriz B es tridiagonal. Como la matriz dada es de orden n = 4, se necesitaron n - 2 2 pasos 

para efectuar la reducción anterior, como se habia afirmado. ( 0 Pucde ver que se obtienen mas ceros 
de los que se esperan en general?) B es semejante a A, como se demostrara en general a continuación. 
Este hecho es esencial porque B tiene asi el mismo espectro que A, por el teorema 2 de la sección 

9 

!9*6„ 


$ % O O. 9 O O 9 O O O O OO O O y O ) JO JO j J 
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AJiora se demostrará que B en (1) es semejante a A = A„. 
La matriz P. es simétrica, 


P T _ n _ „ TlT _ tt _ ir„ „ T\T 

* r \» ~' r r ' — i *-\’ r ' T J 


I - 2v r v/ 


TBIDIAGONALIZACIÓN de householder y factorización qr 

en donde Q 0 es ortogonal y R 0 es triangular superior. Luego se calcula 

®i = RoQo 

Segundo paso. Se factoriza B, = Q,R,- Luego se calcula B 3 = R,Q r 
Paso general Se factoriza 


También, P r es ortogonal porque 


(I — 2v r v r T ) 2 = I — 4v r v r T + 4v. 


v T v v T 

r r r r 


Y v. T v. = 1 en el último término porque \ r es un vector unitario (ver más arriba), de 
modo que el miembro derecho se reduce a I. Así se obtiene P r "' = P/ = P r . Entonces, 1 
por (1) ahora se obtiene 


® ^- 2 ^ 71 - 3 ^ 71-2 


P n — 2 P 7i — 3 
P 7l-2 P n-3 


T AT 


PjAPj 


p i AP, 


P P 

r n-3 r n-2 


p p 

r n-3 r n-2 


en donde T = P^ - ■ • P n Así se demuestra la afirmación. 


Método de factorización QR 

En 1958, H. Rutishauser propuso la idea de aplicar la factorización LU (ver la sección 
19.2; la denominó factorización LR) pata resolver problemas de eigenvalores. Una 
versión mejorada del método de Rutishauser (que evita el rompimiento si ciertas 
submatrices se vuelven singulares, etc.; consultar la referencia [E26]) es el método 
QR, 10 que se basa en la factorización QR, en donde R es triangular superior como 
antes pero Q es ortogonal (en vez de triangular inferior). El método QR se analizará 
para úna matriz simétrica real. (Para extensiones a matrices generales reales o 
complejas, consultar las obras citadas en el apéndice 1 como [E26] y [E27].) En este 
método se empieza con una matriz tridiagonal simétrica real B 0 = B (según se obtiene 
a partir de una matriz simétrica real A aplicando el método de Householder). B p B,, 

• • • se calculan paso a paso según la regla siguiente: 

Primer paso. Se factoriza 


(5) b 5 = Q 5 R s 

en donde Q^ es ortogonal y R^ es triangular superior. Luego se calcula 

(6) B s + 1 = R S Q S . | 

El método para obtener la factorización (5) se explicará a continuación. 

Por (5) se tiene R^ = Q/'B^ Al sustituir lo anterior en (6) se obtiene 

(7) B s + 1 = R 5 Q s = Q s ~ lp sQ s - 

Así, B 11 es semejante a 1L Por tanto, B j+| es semejante a B 0 — B para toda .v Por el teorema 
2 de lá + sección 19.6, lo anterior implica que B jtl tiene los mismos eigenvalores que B. 

También, B j+1 es simétrica. Lo anterior se concluye por inducción. En efecto, B 0 
= B es simétrica. Suponiendo que B t es simétrica y usando Q, 1 — Q, T (ya q ue Q, es 
ortogonal), a partir de (7) se obtiene 

B S + 1 T = (Q s t B s Q s ) t = Q s t B s t Q s = Q s t B s Q s = B s + 1 

como se había afirmado. 

Si los eigenvalores de B son diferentes en valor absoluto, por ejemplo, si se tiene 
IAJ > (2,1 > • • • > |AJ, entonces 

lim B = D 


en donde D es diagonal, con elementos en la diagonal principal A p A,, , 4„- (La 

demostración se encuentra en la obra citada en el apéndice 1 como referencia [E26].) 

¿Cómo obtener la factorización QR, por ejemplo B = B 0 = \b jt \ = Q 0 R 0 ? La 
matriz tridiagonal B tiene n - 1 elementos generalmente diferentes de cero por debajo 
de la diagonal principal. Estos elementos son b iv b 32 , ■ ■ ■ , ¿>, i n _ r B se multiplica por la 
izquierda por una matriz C, tal que C,B = [A, 12 ’] tiene ó,,’ 2 ’ = 0- Esto se multiplica por 
una matriz C 3 tal que C 3 C,B = [&,«>] tiene b ¡2 m = 0, etc? Después de efectuar n- 1 de 
tales multiplicaciones se llega a una matriz triangular superior R 0 , a saber. 


C C , 

n ti — 1 




Propuesto de manera independiente por J. G. F Francis, Computer Journal 4 (1961-62) 265-271, 
332-345, y por V. N. Kublanovskaya, Zhurnal Vych~ Mat . / Mat. Fiz. 1 (1961), 555-570. 


Estas Cj son muy sencillas. C. tiene la submatriz de 2 X 2 
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sen 0- 
eos 6 j 


en los renglones j — 1 y j y en las columnas / — 1 y j, elementos 1 en todas partes de-Ia> 
diagonal principal y todos los demás elementos iguales a 0. (Esta submatriz es lamaiHÉ 
de una rotación del plano a través del ángulo 0 y ; ver el problema 17 de la sección Ífs¡M 
Por ejemplo, si n = 4, al escribir c. = eos 0 y , í. = sen 0 y , se tiene * 


C 2 

S 1 

0 

o" 


1 

0 

0 

0~ 

— ^2 

C 2 

0 

0 


0 

C 3 

J 3 

0 

0 

0 

1 

0 

, c 3 

0 

-í 3 

c 3 

0 

0 

0 

0 

1_ 


_0 

0 

0 

1_ 


0 

0 

■Si 


Estas C y son ortogonales. Por tanto, su producto en (8) es ortogonal, así como i 
inversa de este producto. Esta inversa se denomina Q 0 . Entonces, por (8), se tiene 


(9a) 


en donde, con C," 


Q 0 R 0 


■ c /» 


c 2 t c 3 t 


c T c T 

W-l TI 


(9b) Q 0 = • • • C 3 C 2 ) 

Esta es la factorización QR de B 0 . Con base en ella se tiene por (6) con s = 0 

(10) B, 


RoQo 


R p Te T 
0 k '2 '"'3 


c T c T 

'■'n-l '-n ' 


Q 0 no se requiere de manera explícita, aunque para obtener B t a partir de (10) primero 
se calcula R 0 C 2 T , luego (R 0 C 2 T )C 3 T . De manera semejante, en los pasos siguientes 
con los que se obtienen B 2 , B v • • • 

A continuación se demostrará cómo determinar eos 0 2 y sen 0, en C, de modo 
que ój/ 21 = 0 en el producto 



C 2 

s 2 

0 


b n 

b 12 


C Z B = 

— s 2 

C 2 

0 


b 2l 

b 22 



P§% ; ; 


Ahora, b 2l m se obtiene al multiplicar el segundo renglón de C 2 por la primera co¬ 
lumna de B, es decir. 


b m 


Por tanto, tan 0 2 = í 2 /c 2 = b ls /b u , y 

1 


( 11 ) 


eos 0 2 =? 


Vi + ( b 21 /b n ) z ’ 


~s 2 b n + c 2 b 21 


sen 6„ 


0. 




VI+(pii) 2 


De manera semejante para 0 3 , 0 4 , ’ ■ * . 

El siguiente ejemplo ilustra todo lo anterior. 

Ejemplo 2. Método de factorización QR. 

Calcular todos los eigenvalores de la matriz 

6 


Solución. Primero, A se reduce a forma tridíagonal Al aplicar el método de Householder, se obtiene (ver 
el ejemplo. 1} 


6 

- VJ8 
0 
0 


- vTs 

7 

V2 

0 


0 

V 2 

6 

0 


A partir del determinante característico se observa que A a# y por tanto A, tiene un eigenvalor 3.. Así, es 
suficiente con aplicar el método QR a la matriz de 3 x 3 


B = 


6 

- vTs 
o 


- vTs 

7 

V2 


0 

V2 

6 


Primer paso. B se multiplica por 


eos 0 2 

sen 0 2 

0” 



"i 0 

o 1 

— sen 0 2 

eos 6 2 

0 

y luego C 2 B por 

C 3 = 

0 COS <? 3 

sen 0 3 

0 

0 

1 



0 — sen 0 3 

eos 0 3 


Aquí, con (-sen 0 2 ) 6 + (eos 0,)(- >/78 ) ~ 0 se obtiene ver (II) 
eos 6 2 = 0.816 496 5 8, 


j ) ) I ) i j 


q : ..i, y y j 


-j y j j 


) i i ) )>)).))))■)) P ' .>>))) J - > ’> ") > 


r / 
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Con estos valores se calcula 


7.348 469 23 


- 7.505 553 50 


1,414 213 56 


-0.816 496 58 
1.154 700 54 


6 000 000 00 



En Cj, a partir de (-sen 0 3 ) 3.26598632 + (eos 9,) ■ 1.41421356 = 0 se obtienen ios valores 


Así, se obtiene 


eos 0, = 0.917 662 94, 


7.348 469 23 


sen 0o = 0.397 359 71. 


A partir de lo anterior se calcula 


10.333 333 33 
-2.054 804 67 


- 7.505 553 50 
3.559 026 08 


-2.054 804 67 
4.035 087 72 


2.005 532 51 


-0.816 496 58 
3.443 784 13 


5.047 146 15 


2.005 532 51 
4.631 578 95 


que es simétrica y tridiagonal, Los elementos fuera de la diagonal en B, son grandes en valor absoluto. 
Por tanto, es necesario continuar el proceso. 

Segundo paso. Se efectúan los mismos cálculos que en ei primer paso, con B„ = B sustituida por B r Se 
obtiene 


y a partir de lo anterior, 


10.535 653 75 


10.879 879 88 
-0.796 379 19 


-2.802 322 42 
4.083 295 83 


-0.796 379 19 
5.447 386 64 


1.507 025 00 


-0.391 145 88 
3.988 240 28 


3.068 326 68 


1.507 025 00 . 
2.672 733 48 


Se observa que los elementos fuera de la diagonal son algo menores en valor absoluto que los de B r 
Tercer paso. Ahora se obtiene 


10.908 987 40 


y a partir de ésto, 


-1.191 925 04 
5.581 996 06 


-0.110 016 02 
2.168 774 94 


2.167 703 93 


10.966 892 94 
-0.407 497 54 


-0.407 497 54 
5.945 898 56 


0.585 235 81 . 


0 


0.585 235 82 


2.987 208 51 
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El lector debe comprobar que los eigenvalores de B son 11, 6, 2 Por tanto, la matriz dada A tiene el 
espectro I 1,6,3,2. , g 

RevicsmriQ pl nnálicic nntorirtr cp orpnio «1 — — a -—- 1 —x*.. j.. J_ 

. - -v-v. --v.., o— ———pjuv. w upuanu uc aplicar ai mciOiiO uc 

Householder antes que el método de factorización QR constituye una reducción 
sustancial de costo en cada factorización QR. 


Mediante desplazamiento espectral (ver la sección 19.6) en cada paso puede 
lograrse aceleración de la convergencia, es decir, en vez de B^ se toma — kl con 
un Á idóneo. Por ejemplo, si se toma k s = b n J s> (el elemento en el ángulo inferior 
derecho de B j ), entonces en general lo anterior dará por resultado uña disminución 
más rápida a 0 del otro elemento en el n-ésimo renglón de B jt de modo que pronto es 
posible determinar un eigenvalor con suficiente exactitud y reducir el tamaño de la 
matriz en el trabajo subsecuente. (Ver la referencia [E26], pág. 510, para un análisis 
de otras elecciones de Al) Es justo mencionar que el método QR, precedido por la 
tridiagonalización de Householder, es el mejor método de propósito general para 
matrices simétricas conocido actualmente. 


Ejemplo 3. Desplazamiento espectral en el método QR. 

En el ejemplo 2 se tiene b m = b n = 6, de modo que al aplicar desplazamiento espectral con k u = = 6 se 

obtiene la matriz 


0 - VÍ8 O’ 

B 0 = B - 6 33 1 = B - 61 = -VÍ8 I Vz 

0 V2 0 


A partir de esto se obtiene (-sen0 2 ) - 0 + (eos 0 z )(-vT8) = 0, eos 0 2 = 0, sen 0 2 = I y 

Vil 1 V2~ 

C 2 B 0 = 0 VT8 o 


Lo Vi oj 

From th¡5 we get (-sen0 3 )vT8 + (eos 0 3 )V2 = 0, por tanto. 


4.242 640 69 1.000 000 00 1.414 213 56 

0 4.472 135 96 0 


1.000 000 00 '4.472 135 96 0 


0 


0 


0 
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Lo anterior demuestra que 0 es un eigenvalor de Bq. Entonces, por el teorema 3 de la sección 19,6if^^^^g ||1| 
tiene que 6 es un eigenvalor de B, ’ 

Este resultado no es típico- Por lo general, sólo es de esperar que el elemento fuera de la 
en el n-ésimo renglón se vuelva rápidamente menor en los siguientes pasos, _ 

El hecho de que ahora ya sea posible encontrar los otros eigenvalores de B a partir de una 
cuadrática es una consecuencia del pequeño tamaño de la matriz, que se eligió con este fin. no se 
más trabajando con una matriz enorme. En la práctica, para una matriz más grande ahora se 
trabajar con el método QR (efectuando desplazamientos) según se aplica a una matriz de orden n - 1 

Las matrices no simétricas A también pueden tratarse con el método QR. En 
de reducir A a forma tridiagonal, primero se reduce a una matriz B su P er * or; |^^^^ 
Hessenberg, es decir, B puede tener elementos diferentes de cero sólo donde p|té||pÍ 

matriz triangular superior o una matriz tridiagonal tenga tales elementos (ver la __ 

421). Para más detalles al respecto, consultar las obras citadas en el apéndice 1 
referencias [E26] o [E27]. 




Figura 421. Un matriz superior de Hessenberg de 5 X 5. 
Los espacios en blanco son ceros. 

Problemas de la sección 19.10 

Tridiagonal izar las siguientes matrices aplicando el método de Householder. 



"0 

1 

r 


"4 

5 

9~ 


‘ 1 

2 

3" 

1. 

1 

0 

1 

2. 

5 

1 

6 

3. 

2 

4 

6 


_1 

1 

0 _ 


9 

6 

15_ 


_ 3 

6 

9 _ 



"2 - 1 1 ~ 


1 2 3 " 


4 4 1 1 

4 4 11 

4. 

-1 3 2 

I 2 3 _ 

5. 

2 2 6 

3 6 - 1 _ 

6. 

113 2 

_ 1 1 2 3, 


'ÍP 


i" %. 

mis;! 

'iim esa 
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I Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 19 

í r . 1. ¿Qué es el pivoteo? ¿Cuándo debe aplicarse? 

i ¡ 2. ¿Qué sucede si se aplica eliminación de Gauss a un sistema sin solución? 

3. ¿Cómo se calcula la inversa de una matriz? ¿Este método es aceptable para resolver sistemas 
de ecuaciones? Explicar las respuestas. 

4. El método de Gauss-Seidel, ¿es directo o indirecto? Explicar la respuesta. 

5. ¿Para qué sistemas aplicaría un método indirecto de resolución? 

6. ¿Cuál es la diferencia entre el método de Gauss-Seidel y el método de Jacobi? ¿Cuál es 
mejor? 

7. ¿Qué sabe sobre la convergencia del método de Gauss-Seidel? 

8. ¿Qué son las normas vectoriales y matriciales? ¿Cómo se usaron? 

9. ¿Qué es un sistema mal acondicionado? ¿Qué haría para resolverlo? 

10. ¿Un pequeño residuo indica gran exactitud de una solución aproximada? Explicar la 
respuesta. 

11. ¿Cuál es la idea común a los métodos de Doolittle y de Crout? ¿Y la diferencia? 

12. ¿Cuándo aplicaría el lector el método de Cholesky? 

13. ¿Qué es el método de mínimos cuadrados? Proporcionar un ejemplo tipico. 

14. Escriba de memoria el teorema de Gerschgorin. ¿Puede el lector recordar su demostración? 

15. ¿Puede el lector recordar cómo se hizo disminuir el tamaño de los circuios de Gerschgorin? 

16. ¿Qué es una transformación de semejanza de una matriz y por qué es importante en el 
trabajo numérico? 

17. ¿Cuál es el método de las potencias para eigenvalores? ¿Cuáles son sus ventajas y sus 
desventajas? 

18. Escribir la desigualdad de Schur. ¿Para qué sirve? 

19. ¿Qué es la tridiagonalización? ¿Cuándo la aplicaría el lector? 

20. ¿Cuál es la idea fundamental del método QR? ¿Cuándo lo aplicaría el lector? 

Resolver los siguientes sistemas lineales por eliminación de Gauss. 

21. 2Xj 


7. 

8 . 

9. 


10 . 


Realizar 1 paso del método QR para la matriz tridiagonal en la respuesta del problema 5 ;.||g|| 
Determinar ios eigenvalores de la matriz del problema 2 aplicando el método QR a 
matriz tridiagonalizada en la respuesta del problema 2. _ tUf! 

Efectuar 1 paso del método QR (con desplazamiento espectral) para la matriz B„ — 
b „I = B 0 + 4.461538461, en donde B„ es la matriz en la respuesta del problema 5. Comparar ^ ( 
con el resultado del problema 7 y hacer un comentario. | jy ¡|g 

Aplicar otro paso del método QR con desplazamiento espectral a la matriz en la respuesta^^&g s 
del problema 9. Aplicar el teorema de Gerschgorin al renglón .3 de la respuesta y usan 0; 
la simetría de la matriz, encontrar un intervalo de inclusión y deducir a partir de éste 
la matriz A dada en el problema 5 tiene un eigenvalor en el intervalo —6.08 SÁ S 


-5. 1 


3x t 


23. 


4- 

3x 3 = 

15 

22. 

0. lXj 

+ ,x 2 - 

2*3 = 

-0.3 

4*2 ” 

X 3 “ 

- 13 


10Xj 

- 3x 2 + 

0.5x 3 = 

149.9 

x i + 

5x 3 - 

26 


— 3xj 

+ Áx 2 

= 

-44.2 

X 2 4" 

x 3 ~ 5 


24. 

Xj + 

2x 2 + 

4x 3 = 

3.5 


+ 

4- 2x« 4- 2x 3 


*3 


2x¡ + 13x 2 + 23x 3 = 13.0 
6.0 


4xj *f 23r 2 T 77,x 3 


8xj + 5* 2 + 13*3 
6 a j 4 3*2 * 1 2 X 3 


5.6 

20.9 

11.4 


26. 


4x, 


3x. 


5Xj + 3x 2 T 


6x, 


7.x, + 2x, 


11.8 

34.2 

-3.1 


Comprobar directamente que A = -6 es un eigenvalor de A. 


27. Resolver el problema 23 por el método de Doolittle. 

28. Resolver el.problema 25 por el método de Doolittle. 

29. Resolver el problema 23 por el método de Cholesky. 

30. Resolver el problema 24 por el método de Choleskv 


1 ) “O ') ’$ % ^ 1 > i) % "I ^ ^ 


jfk 


1 <1'1S :; g) ^ ^ : 5) -é : J j J J á €> .0 ¿) i) 
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Calcular la inversa de las siguientes matrices. 


'-0.1 

0.1 

0 .2~1 

1 

2 

0.3 

— 0.1 

0.1 32. 

0.5 

i 

-0.1 

0.3 

0.4 

1.5 

2 


1 0.5 

2 1 


1.4 -0 
2.6 0 
1.6 -0 


Aplicar la iteración de Gáuss-Seidel a los siguientes sistemas. Efectuar tres pasos empezam 
desde 1, I, I 


34. 

10** - 

*2 

+ 

2- r s 

38 

35. 

*! + 

15x 2 

- *3 = 


~“.Xj 4* 

15x 2 

4* 

3x 3 = 

26 


10** 4- 

3x 2 

= 


2x j 4- 

3x 2 

+ 

12*3 = 

14 


2*1 - 

x 2 

+ 5x 3 = 

36. 

4x, - 

“. x 2 



5,5 







4x 2 

- 

* 3 = 

0.4 






-x. 


4- 

4*3 « 

11.2 





Calcular las i 

normas /, 

, / 2 y / de los 

vectores 




37. 

[0 4 

-8 

3] T 


38. 

[3 8 11] T 


39. 

[-4 1 

40. 

[0 0 

1 0] 1 

r 


41. 

[5 - 2 7 0 

— 8] T 

42. 

[0.3 1.4 




Calcular la norma matricial correspondiente a la norma vectorial / para la matriz de coeficienti 
del sistema de ecuaciones en el 

43. problema 24, 44. problema 25. 45. problema 26. 

Calcular el-número de condición (correspondiente a la norma vectorial /,) de la matriz en el 
46. problema 32. 47. problema 31. 48. problema 33. 

49. Ajustar una recta por mínimos cuadrados a los datos (-2, 0.1), (0, 1.9), (2, 3.8), (4, 6.1] 
(6, 7.8). 1 


50. Ajustar una parábola cuadrática por mínimos cuadrados a los datos (1,9), (2, 5), (3,4), (4 
5), (5, 7). 


skws-S 

isMIfí 

lü 


Para cada una de las siguientes matrices, encontrar tres discos circulares que deben contener a 
todos los eigenvalores. 


11.4 2.0 0.6 5 11 10 0.1 

51. 2.0 14.4 1.2 52. 1 6 0 53. 0.1 4 

0.6 1.2 14.6J |_ I 0 8 [_0.1 0.2 

54. Aplicar el método de deflación de Wielandt a la matriz del problema 51, usando el hecho 
de que 16.4 es un eigenvalor. 

55. Aplicar 4 pasos del método de las potencias a la matriz del problema 52, empezando 
desde [1 1 1 ] T y calcular los cocientes de Rayleigh y las cotas para el error. 


10 

0.1 

0.1 

4 

0.1 

0.2 


i c ( c c f q r o 
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Resumen del capítulo 19 

Métodos numéricos en álgebra lineal 

En este capítulo se estudiaron tres grandes clases de problemas numéricos que 
se presentan en álgebra lineal, a saber, la solución numérica de sistemas lineales 
(secciones 19.1 a 19.4), el ajuste de rectas o parábolas que pasan por datos 
específicos (representados como puntos en el plano; sección 19.5), y la solución 
numérica de problemas de eigenvalores (secciones 19.6 a 19.10). 

Por tanto, en las secciones 19.1 a 19.4 se resolvieron sistemas Ax = b, en 
donde A = [rrj es una matriz de n X n, escritos como 


El : 

a n x i 

4* * ' 

. . 4 . 

a ln X n 

= b l 

E 2 : 

a 2\ X l 

+ • • 

■ ■ 4- 

a 2n x n 

* li 

Cr¬ 

io 

E n : 

a nl x l 

4^ * 

• • + 

a nn X n 

= b n■ 


Existen dos tipos de métodos numéricos para llevar a cabo esta tarea: los métodos 
directos, como la eliminación de Gauss, en donde la cantidad de cálculos 
necesarios para obtener una solución puede especificarse de antemano, y los 
métodos indirectos o iterativos, como el método de Gauss-Seidel, en donde se 
empieza a partir de una aproximación (quizá burda) que se mejora paso a paso 
al ejecutar de manera repetida al mismo ciclo de cálculos, con datos cambiantes 
(ver a continuación). 

La eliminación de Gauss (sección 19.1) es un proceso de eliminación 
sistemático que reduce (1) paso a paso a forma triangular. En el paso 1 se elimina 
x, de las ecuaciones E 2 hasta E n restando (a 2| /a n )E, de E 2 , luego (a 3| /a n )E ) de E 3 , 
etc. La ecuación E, se denomina ecuación pivotai en este paso y a,, se 
denomina pivote. En el paso 2 se toma la nueva segunda ecuación como 
ecuación pivotai y se elimina x 2 , etc. Si se llega a la forma triangular, entonces 
x se obtiene a partir de la última ecuación, luego x n _, se obtiene a partir de la 
penúltima ecuación, etc. El pivoteo parcial (= intercambio de ecuaciones) es 
necesario si los pivotes son cero, y recomendable en caso de que sean 
pequeños. 

En las variantes de la eliminación de Gauss (métodos de boolittle, de Crout 
y de Cholesky, sección 19.29 se usa’la idea de factorizar 


(L es triangular inferior, U es triangular superior), haciendo Ux = y y luego 
resolviendo Ax = LUx = Ly = b resolviendo primero el sistema triangular Ly = 
b para y y después el sistema triangular Ux = y para x. 
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I, RESUMEN DEL CAPÍTULO 19 


Los métodos iterativos se obtienen al escribir Ax = b como 'a 

(3) x = b - (A - I)x 

y luego sustituyendo aproximaciones en el miembro derecho a fin de obtener & 
nuevas aproximaciones en el miembro izquierdo. En particular, en el método.,w 
de Gauss-Seidel primero se divide cada ecuación para hacer "a n = a 2 , = • ■ • = í 
a m - 1, y luego se escribe A = I + L + U, de modo que (3) se vuelve i'| 

x = b — Lx — Ux 

y siempre se toma la aproximación más reciente x y en la derecha. Así se obtiene § 
la fórmula de iteración (sección 19.3) Sj 


x (m + l) = Jj _ Lx^ m + 1 * — Ux^ m \ 


Si ||C|| < 1, en donde 


-(I + L) -1 U, 


entonces este proceso converge. Aquí, ||C|| denota cualquier norma matricial ’|| 
(sección 19.3). '.i 3 

■f 

Si el número de condición t J| 

k(A) = ||A|| HA- 1 !! 

Aj I 

de A es grande, entonces el sistema Ax = b está mal acondicionado (sección c i/ 

19.4) y un pequeño residuo 


I I | 

m 


En la sección 19.7 se analizaron teoremas con los que se obtienen conjuntos 
de inclusión (conjuntos en el plano complejo A que contienen a uno o varios 
eigenvalores de A), especialmente el famoso teorema de Gerschgorin, que 
establece que el espectro (= conjunto de todos los eigenvalores) de A está en 
los n discos 


I a » ~ -M S 2 \a jk \ 

fc = 1 
k^j 


cuyos centros son a u , a ¡2 , • ■ •, a m y cuyos radios están definidos por las sumas 
de la derecha. 

El método de las potencias (sección 19.8) proporciona aproximaciones 


(Ax) t x 


(Cociente de Ray/eigh), 


usualmente al eigenvalor que tiene mayor valor absoluto y, si A es simétrica, 
cotas para los errores 

, , /(Ax) t Ax , 

(8) m = Vhrr - 9 

Prácticamente, se elige cualquier vector x 0 0, se calculan los vectores 


Xj = Ax 0 , x 2 


y se toman 


no implica que x está próximo a la solución exacta. 

En la sección 19.5 se analizó el ajuste por el método de mínimos cuadrados 
de un polinomio p(x) = ¿> 0 + b^x + ■ • • + b m x m que pasa por los datos específicos 
(puntos en el plano xy) (x,,^,), • • • , (x n , yj. 

Un eigenvalor de una matriz A = [crj de n X n es un número A tal que 
(5) Ax = Ax, por tanto, (A — AI)x = 0 

tiene una solución x * 0, denominada eigenvector de A correspondiente a tal A. 
En la sección 19.6 se enumeraron hechos fundamentales sobre el problema de 
eigenvalores, que son necesarios en los métodos numéricos. 


Tf-: | 


4 

■«aí-í-t® ‘í- 

ííaíS'S; » 

l&SlpS' I; 


, V 7 : :v> b: 


Á '/) : A A- 


y j j j ) >:) 




en (7) y (8). 

Sise conoce un eigenvalor A ( de A, es posible deflactar a A, es decir, calcular 
una matriz A, con eigenvalores 0, A,, • • • , A n (sección 19.9). 

Si se desea conocer a todos los eigenvalores de una matriz simétrica, entonces 
mejor que efectuar deflaciones repetidas es aplicar el método QR precedido de 
la tridiagonalización de Householder (sección 19.10). El método QR se basa 
en una factorización A = QR, en donde Q es ortogonal y R es triangular supe¬ 
rior, así como en transformaciones de semejanza. 


9 ' : ib '1 ^ ^ S) 't 
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numéricos para 
ecuaciones diferenciales 


Los métodos numéricos para ecuaciones diferenciales tienen gran importan¬ 
cia para el ingeniero y el físico porque, a menudo, los problemas prácticos 
conducen a ecuaciones diferenciales que no pueden resolverse mediante nin¬ 
guno de los métodos presentados en los capítulos dei i al 6 u otros semejan¬ 
tes, o bien, a ecuaciones para las que las soluciones en términos de fórmulas 
son tan complicadas que, con frecuencia, es preferible calcular una tabla de 
valores aplicando un método numérico a tales ecuaciones. 

En este capítulo se presentarán métodos básicos para encontrar la solución 
numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias (secciones 20.1-20.3), y 
ecuaciones diferenciales parciales (Secciones 20,4-20.7). 

Las secciones 20.1, 20.2y 20.3 también pueden estudiarse inmediatamente 
después de los capítulos 1 y 2, respectivamente, ya que son independientes de 
los capítulos 18 y 19. 

Las secciones 20.4-20.7 también pueden estudiarse inmediatamente 
después del capítulo 11, en el supuesto de que el lector conozca algo de sistemas 
lineales de ecuaciones algebraicas. 

Prerrequisito para las secciones 20.1-20.3: Secciones 1.1 -1.7, 2.1 -2.3. 

Prerrequisito para las secciones 20.4-20.7: Secciones I 1.1-1 1.3, 1 1.5 y 

11 . 11 . 

Bibliografía „• Apéndice 1, parte E (ver también las partes A y C). 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 


20. 1 MÉTODOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE PRIMER ORDEN 


Por lo estudiado en el capítulo 1, se sabe que una ecuación diferencial de primer 
ordén es de la forma F{x, y, y') = 0 y, a menudo, será posible escribirla en la forma 
explícita y 1 =/(x,v). Un problema con valor inicial consta de una ecuación diferencial 
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y de una condición que debe satisfacer la solución (o varias condiciones, referente 
mismo valor de x, si la ecuación es de orden superior). En esta sección se considera 
problemas con valor inicial de la forma 

/ = Kx, y), y(x 0 ) = y 0 

suponiendo que f es tal que el problema tiene una solución única sobre algún intervalo 
que contenga a x a . 

Se analizarán métodos para calcular valores numéricos de las soluciones, que s 
requieren en caso de que no se disponga de una fórmula para encontrar la solución dé 
una ecuación o, en caso de contar con tal fórmula, ésta sea demasiado complicada? 
como para tener una aplicación práctica. 

Estos métodos son paso a paso, es decir, se empieza con un y 0 = y(x 0 ) dado y se 
procede paso a paso, calculando valores aproximados de la solución _v(x) en los "puntos 
de la malla" 

Xj = x 0 + A, x 2 = jc 0 + 2h, x 3 = x 0 + 3/r, • ■ • , 

en donde el tamaño del paso A es un número fijo, por ejemplo 0.2 o 0.1 o 0.01, cuya 
elección se analizará más tarde en esta sección. 

El cálculo en cada paso se efectúa aplicando la misma fórmula. Tales fórmulas 
son sugeridas por la serie de Taylor 


y(x + A) = y(x) + hy' (x) + — y"(x) + 


Así, para un valor pequeño de A, las potencias más altas A-, A 3 , ■ • • son muy pequeñas. ¡ 
Lo anterior sugiere la mala aproximación 

y{x + A) = y(x) + Ay'(x) = y(x) + A/(x, y) 

(en donde el miembro derecho se obtiene a partir de la ecuación diferencial dada) y el 
siguiente proceso de iteración. En el primer paso se calcula 




>T = To + hf (x 0 , y 0 ) 

que se aproxima ay(x,) = ,v(x 0 + A). En el segundo paso se calcula 

y 2 = Ti + hf(x v yj) 


que se aproxima ay(.r,) = _v(.r 0 + 2A), etc., y en general 

< 3 > ^n + l = y n + h K x n' yj 


(n = 0, 1, 


Estp se denomina método de Euler o método de Euler-Ca' 
es una aproximación de la curva de y(x) mediante un poh¡. 
tangente a la curva en x 0 (ver la figura 422). 


Geométricamente 
primer lado es 


’Vlr % 1: 1): 1) T) 1l: '> ' ) / ) ''') ■> >. A 1 
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/i 

Pendiente í(xq, yo) ~~ 

^0 

y\ 

—- 

U -h~*~ 



Pendiente f(x i, y\) 


x 0 x 2 x 

Figura 422. Método de Euler. 

Este método rudimentario difícilmente se usa en la práctica, pero como es sim¬ 
ple, funciona para explicar aceptablemente el principio de los métodos basados en la 
serie de Taylor. 

El método de Euler es de primer orden, porque en (2) sólo se consideran los 
términos constantes y el término que contiene a la primera potencia de A. La omisión 
de los demás términos en (2) produce un error, denominado error por truncamiento 
del método. Para A pequeña, la tercera potencia y las potencias superiores de A son 
pequeñas en comparación con Ir en el primer término despreciado en (2) y, en 
consecuencia, se dice que el error por truncamiento por paso (o el error por 
truncamiento local) es de orden Ir. Además, en este y en otros métodos existen 
errores por redondeo que pueden afectar la exactitud de los valores y,, y,, ■ • ■ más 
y más conforme n crece; en la siguiente sección se volverá a esta cuestión. 

Tabla 20.1 

Método de Euler aplicado a (4) en el ejemplo 1 y error 


0,2(x n + y n ) 


Valores 

exactos 


Ejemplo 1. Método de Euler. 

Aplicar el método de Euler al siguiente problema con valor inicia), eligiendo h ~ 0 2 y calculando i r 
(4) y' = x + y, yíO) = 0, 

Solución. Aquí,,A-f.y) = x + .r. y se observa que (3) queda como 

Tn + r = y„ + °' 2 < X n + - V n>- 

En la tabla 20-1 se muestran los cálculos, los valores de la solución exacta 

r(r) = e’ - x - I 


> ■ '), ) j ) 


j j j ) j 0 j ) 


j j j j .) j j j j 
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obtenidos a partir de (4) en la sección 1 7, y e! error En la práctica se desconoce la solución exacta, pcró(i 

puede obtenerse una indicación de la exactitud de los valores aplicando el método de Eulcr una vez másií 
con paso 2/i = 0.4 y comparando las aproximaciones correspondientes Este cálculo es: 


x n 

Tn 

0.4(x n + y„) 

y„ en la tabla 20.1 

Diferencia 

0.0 

0.000 

0.000 

0.000 

0.000 

0.4 

0.000 

0.160 

0.040 

0.040 

0.8 

0.160 


0.274 

0.114 


Como el error es de orden Ir. en un cambio de h a 2h es multiplicado por 2 ; = 4. pero como entonces se 
requiere sólo la mitad de pasos que antes, el etrot solamente se multiplica pot 4/2 = 2 Asi, la diferencia 
2£, — “ 0.040 indica el error ¡, de y, en la tabla 20 I (que en realidad es 0.052), y 0.1 |4 del error de 

,f 4 (real: 6.132). ■ 

Método de Euler mejorado (Método de Heun) 

Si en (2) se toman en cuenta más términos, se obtienen métodos numéricos de mayor 
orden y precisión. Pero existe un problema práctico. Si se sustituyey' -J[x,y(x)) en 
(2), se obtiene 

(2*) y(x + h) = y(x) + hf + 2 /t 2 /' + ¿/t 3 /" + • • • 

en donde, como y en/depende de x, 

f'=f x + .; f y y' = f x + f y f 

y las demás derivadas f",f" se vuelven todavía mucho más engorrosas. Ahora la 
estrategia general es'evitar el cálculo de tales derivadas y sustituirlas calculando/ 
para uno o varios valores auxiliares de (x,y) elegidos idóneamente, en donde el término 
"idóneamente" significa que se eligen a fin de hacer lo más alto posible el orden del 
método (que tenga gran exactitud). A continuación se analizarán dos de tales métodos 
que revisten importancia práctica. 

El primer método se denomina método de Euler mejorado o método de Euler- 
Caucliy mejorado (algunas veces también se denomina método de Heun) En cada 
paso de este método primero se calcula el valor auxiliar 

(Sa) 

y luego se calcula el nuevo valor 
(5b) 

Este método tiene una interpretación geométrica sencilla. De hecho, es posible 
afirmar que en el intervalo de ,r n ar/ l/2/i la solución y es aproximada por la recta 
que pasa por (■*,,,„!',) con pendiente/(.r,,y„), y luego se continúa a lo largo de la recta 
con pendiente/x^,)'©,) hasta que.r llega ar itt| (ver la figura 423, en donde n = 0). 

El método de Euler-Cauchy mejorado es un método predictor-corrector, porque 
en cada paso primero se predice un valor mediante (5a) y luego se corrige mediante 
(5b). 

En forma algorítmica, usando las notaciones = h/{x ,v ) en (5a) y k = hj[x nri , 
V*„.i) en (5b), este método puede escribirse como se muestra en la tabla 20.2. 


^n + i = Pn + i !Úñx n ,y n ) + /(x n + 1 ,y* + 1 ) ]. 
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XO XI X 

Figura 423. Método de Euler mejorado. 

Tabla 20.2 


Método de Euler mejorado (método de Heun) 


ALGORITMO EULER (/, x 0 , y 0 , h, N) 

Este algoritmo calcula la solución del problema con valor inicial / =/x, y). 

y(v 0 )=y 0 en puntos equidistantes x, =x 0 + h,x 2 = x 0 + 2h, - ■ - ,x N = x 0 + Nh; aquí, 

/es tal que este problema tiene una solución única en el intervalo [x 0 , x A ,] (ver la 

sección i. 11). 


ENTRADA: Valores iniciales x 0 ,y 0 , tamaño del paso h, número de pasos N 

SALIDA: 

Aproximación y de la solución ,v(x nt| ) enx it| =x 0 + (n + l)/i, 
en donde n = 0, - • ■ , N — 1 

Pai 

an = 0,l,.,.,A r -l, ejecutar: 


*n + l = x n + h 

k l = h H x n< yj 

k 2 = w© + p y n + * 1 ) 
y n+ i = y n + i(*i + k 2> 

SALIDA: x, l+l ,y n4| 

Fin 


Detener el proceso 

Fin de EULER 



Ejemplo 2. Método de Euler mejorado. 

Aplicar el método de Euler mejorado al problema con valor iniciat (4), eligiendo h ~ 0.2, como antes 
Solución. Para-este problema. 


k i = + - V Tt> 

* 2 = 0.2(X„ + 0.2 + v n + 0.2(x„ + ,v n » 

Vn+l = 7’n + rjr (2- 2l n + 2 ' 2 - v »i + 0 21 

= .v n + 0,22(,r Jt + y n ) + 0>02.. 

En la tabla 20,3 se observa que ios resultados presentes son más exactos que los del ejemplo 1; ver 
también la tabla 20-6.. ® 










MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALES 

Tabla 20.3 

Método de Euler aplicado a (4) y error 


rt 

x n 

y n 

0.22(x n + y n ) 

+ 0.02 

Valores exactos Error 

0 

0.0 

0.0000 

0.0200 

0.0000 

0.0000 

1 

0.2 

0.0200 

0.0684 

0.0214 

0.0014 

2 

0.4 

0.0884 

0.1274 

0.0918 

0.0034 

3 

0.6 

0.2158 

0.1995 

0.2221 

0,0063 

4 

0.8 

0.4153 

0.2874 

0.4255 

0.0102 

5 

1.0 

0.7027 

1 

■ 0.7183 

0.0156 


El método de Euler mejorado es un método de segundo orden, porque el error 
por truncamiento por paso es de orden h?. 

Demostración. Al hacer f n = J[x ¡t , |y(x n )) y aplicar (2 ) se obtiene 

,(6a) y(x n + h) - y(x n ) = hf n + ¿h 2 f' n + ¿/t 3 /" + ■ • • . 

Al aproximar la expresión entre corchetes en (5b) por /„ + ./¡,+t y usando de nuevo , 
el desarrollo de Taylor, a partir de (5b) se obtiene 

.y n+ l'- + /n + ll 

(6b) _ _ 

= Wf n + (/„ + hf' n + ih 2 f'ñ + ■ ■ •)]. 

Al restar (6a) de (6b) se obtiene el error por truncamiento por paso 

*!/. _*!/■ + ... = ^r + 

4 J » 6 n 12 J n 

Asi se demuestra la afirmación. 

Elección del tamaño de paso. Ésta es una cuestión importante en cualquier método 
paso a paso, h no debe ser demasiado pequeño, a fin de evitar excesivamente muchos 
pasos y la correspondiente acumulación del error por redondeo. Pero h no debe ser 
tampoco demasiado grande, a fin de evitar un gran error por truncamiento por paso y 
un error adicional, denominado tp„, provocado por la evaluación de/en (x )( ,y„) en vez 
de en (x , v (x,,)). Así, ip„ seria cero si/fuera independiente dey; por tanto, es importante 
que/varíe con y lo más rápido posible, es decir, que el valor absoluto de la derivada 
parcial/ = df/dy sea lo más grande posible. Mas precisamente, por la definición de ip„ 
y por el teorema del valor medio se obtiene ® 

v n = /<*„. - /<*„. y„> = Vv y^n 

en donde r| (i = v(x n ) - y„ es «1 error de y n y y está entre ,v(x n ) y y„■ Por tanto, la 
contribución de tp^ al error dey ní| es aproximadamente In p„ = hf t (x n , y )fl„- Lo anterior 
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sugiere tomar una cota superior K de |/J próxima en la región de interés, y elegir h de 
modo que 

k = hK 

no sea demasiado grande. Se observa que si |/J es grande (fuerte dependencia de f 
con respecto ay), entonces K es grande y h debe ser pequeño, lo cual es comprensi¬ 
ble. (En los ejemplos I y 2,/= 1, AtT = 1, hK= 0.2.) Si/, varia mucho, entonces es 
posible elegir una cota superior próxima K. n de ]f r (x n , y)| y elegir dos o inclusive tres 
valores diferentes de h en regiones distintas, a fin de mantener 


dentro de cierto intervalo (por ejemplo, 0.05 £ K £0.1), que depende de la exactitud 
deseada; por supuesto, debido al error por truncamiento por paso, no es posible dejar 
que h crezca más allá de un cierto valor. 

Método de Runge-Kutta 

Un método aún más exacto que reviste gran importancia práctica es el método de 
Runge-Kutta, 1 que se muestra en la tabla 20.4. Se observa que en cada paso primero 
se calculan cuatro cantidades auxiliares k t , á,, /, k A y luego se calcula el nuevo valor 
y . Estas fórmulas parecen complicadas a primera vista, aunque de hecho son muy 
fáciles de programar. 

Puede demostrarse que el error por truncamiento por paso es de orden /i 5 (con¬ 
sultar la obra citada como referencia [E2] en el apéndice 1) y el método es, en conse¬ 
cuencia, de cuarto orden. 

Observe que si/depende sólo dex, entonces este método se reduce a la regla de 
integración de Simpson (sección 18.5). 

En cálculos manuales, el cálculo frecuente de/(x,y) es laborioso. En una compu¬ 
tadora esto no importa mucho, y el método es bastante idóneo porque no requiere 
ningún procedimiento de inicio especial, demanda poco espacio para almacenamien¬ 
to, no requiere estimación y utiliza repetidamente el mismo procedimiento de cálculo 
directo. 

Ejemplo 3. Método de Runge-Kutta. 

Aplicar el método de Runge-Kutta al problema con valor inicial (4) del ejemplo 1, eligiendo h = 0 2, 
como antes, y calcular cinco pasos. 

1 Denominado así en honor de los matemáticos alemanes CARL DAVID TOLMÉ RUNGE (1856- 
1927), profesor de matemáticas aplicadas en Gotinga, y WILHELM KUTTA (1867-1944). 

Sin mucha justificación histórica, el método de Euler mejorado algunas veces se denomina método de 
Runge-Kutta de segundo orden El método de Runge-Kutta analizado aquí suele denominarse método 
de Runge-Kutta de cuarto orden porque existen métodos de Runge-Kutta de grado aún más elevado 
basados en el mismo principio de sustituir el cálculo de las derivadas por el cálculo de valores auxiliares 
(valores de/en ciertos puntos). Para más detalles, consultar la obra citada en el apéndice I como 
referencia [E21 j 
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Tabla 20.4 

Método de Runge-Kutta (de cuarto orden)_____ j 

ALGORITMO RUNGE-KUTTA (f, x o , y g , h, N). 

Este algoritmo calcula la solución del problema con valor inicial y -J{x, y)¡ 
v (x ) =.v en puntos equidistantes 


x, = x 0 + h, X 2 = x 0 + 2h, ■ • • 


x 0 + Nh ; 


aquí,/es tal que este problema tiene una solución única en el intervalo [* 0 , x^] 
(ver la sección 1 . 11 ). 

ENTRADA: Valores iniciales x o , y g , tamaño del paso h, número de pa¬ 
sos N 

SALIDA: Aproximación^, de la solución y{x^) enx^ =x o + (n + 1 )h, 
en donde n = 0 , • • ■ , N— 1 

Para n = 0, 1, ■ • • , N— 1, ejecutar: 

k x = hf(x n , y n ) 

k 2 = hf(x n + \h, y n + j) 

k 3 = hf(x n + ¿A, y n + i*a) 

k 4 = hf(x n + h, y n + k 3 ) 

x n +1 = X n + h 

y + ^ + ^(/cj + 2k 2 ~h 2 /Cg + k 4 ) 

SALIDA: x , y 

n+l n+1 

Fin 

Detener el proceso 
Fin de RUNGE-KUTTA 

Solución. Para este problema se tiene /(x, y) = x + y. Por tanto, 

*, = 0 . 2 U n + y n ). k 2 - 0.2(x n + 0.1 + y n + 0.5*,). 

k 3 = 0 . 2 (x„ + 0.1 + y n + 0.5* 2 ), * 4 = 0.2(x n + 0.2 + y„ + * 3 >- 

Debido a que las expresiones anteriores son bastante simples, se encuentra conveniente insertará, cn A 
con lo que se obtiene k, - 0 . 22 (x +y.) + 0 . 02 , que se inserta en k„ con lo que se encuentra *, 0 ^ 2 -U 

' 4 .y ) 4- 0.022, y finalmente ésto se inserta en k 4 , con ío que se encuentra k A 0.2444(x n VJ 
se usan estas expresiones, la fónnula para y„, en la tabla 20.4 se vuelve 

( 7 ) y n + , = y„ +.0.2214U n + y„) + 0.0214. 

Por supuesto, este proceso de inserción no es típico del método de Runge-Kutta. por lo que, e " | os 

debe intentarse. En la tabla 20.5 se muestran los cálculos. Con base en la tabla -0.6 se observ q _ 
valores son mucho más exactos que los de los ejemplos 1 y 2 . 
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Tabla 20.5 

Método de Runge-Kutta aplicado a (4); cálculos mediante el uso de (7) 


0.021 400 
0.091 818 
0.222 107 
0.425 521 
0.718 25! 


0.22l4(x_ + yj 
+ 0.0214 

0.021 400 
0.070 418 
0.130 289 
0.203 414 
0,292 730 


Valores exactos 
y = e x — x — 1 

0.000 000 
0.021 403 
0.091 825 
0.222 119 
0.425 541 
0.718 282 


10 6 x Error 
de y„ 


Tabla 20.6 , , 

Comparación de la exactitud de los tres métodos que se están considerando 

en el caso del problema con valor inicial (4), co n h = 0.2 ____ 

Error 

X y = e x - X - \ Método de Euler Euler mejorado Runge-Kutta 
(Tabla 20.1) (Tabla 20.3)_ (Tabla 20.5) 


0.021 403 
0.09 1 825 
0.222 119 
0.425 541 
0.718 282 


0.0014 
; 0.0034 
0.0063 
0.0102 
0.0156 


0.000 003 
0.000 007 
0.000 011 
0.000 020 
0.000 031 


Tamaño de paso h. El tamaño de paso h no debe ser mayor que cierto valor H, que 
depende de la exactitud deseada, y que en todo caso debe ser tal que 


k = hK 


(K es una cota superior próxima de | 3/7 8y |) 


esté aproximadamente entre 0.01 y 0.05; esta situación es semejante al caso ya anali¬ 
zado del método de Euler mejorado. 

Una de las ventajas del método de Runge-Kutta es que permite controlar h por 
medio de *,, k y ya que a partir de la definición de/ se tiene 


K — hK =r. h\f y \ ~ h 


I /(x, y*) - /(x, y**)l 


y si en el numerador se elige 

/¡/(x, y*) = *3 = hf(x n + ¿/i, y n + |^ 2 ^'P or tanto ,3' — 

hf(x, y**) = k 2 = hí(x n + \h, y n + i*,), por tanto, y** = y n + l k i’ 

entonces en el denominador se tiene / - y" = 1/2(A 2 - *,), con lo que se obtiene la 
fórmula deseada para k en términos de las cantidades calculadas, 
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de manera idónea, que depende de la exactitud deseada). .'íwlpw 

Otro control de h resulta al ejecutar el cálculo simultáneamente con el paso 
lo cual corresponde a incrementar el error por truncamiento por paso por un factol^^^^ 
2 5 = 32, pero como el número de paso disminuye, entonces el incremento reaLelrli/ivi! 
por un factor de 272 = 16. Así, el error e de una aproximación y obtenida con up . 
paso h es aproximadamente igual a 1/15 multiplicado por la diferencia 5 = y - 7 ' $BU$ 
las aproximaciones correspondientes obtenidas con los pasos h y 2/;, respectivá^flHI# 
mente. íi'íífew? 5 ' 

(9) e = .1 (y - .y). «L 

Ahora es posible elegir un número e (por ejemplo, 1 unidad del último dígito que ¿j Bw jMP- 
supone significativo) y dejar sin cambio a h si 0.2 e < |5| < 10 s , disminuir h por Sm ai ¡fl|SB 
si |5| > lOe y duplicar h si |5| < 0.2 e; por supuesto, al duplicar es necesario tene'||||^§^ | 
cuidado en que el paso no se vuelva más grande que un número idóneo H; esto i 
como antes. 

A continuación se ilustrará la estimación del error (9) con un ejemplo sencillo.ll^fell | 

Ejemplo 4, Método de Runge-Kutta (de cuarto orden), estimación del error. ( 

Resolver el problema con valor inicial £ 

y’ = {y ~ x - 1) 2 + 2, y(0) = 1 | 

aplicando el método de Runge-Kutta para 0 < x < 0.4 con paso h — 0., 1 y calcular el error usando (9). 1 

Solución. En la tabla 20 7 se muestran los resultados numéricos Ahí también se muestra cómo la ’ í 

exactitud aumenta con la disminución del paso (de 2h = 0.2 a h = 0 I) Las estimaciones del errar (9) a 

están próximas al error verdadero. Aunque no siempre puede esperarse ésto, la fóimula (9) ciertamente i? 

proporciona información sobre el orden de magnitud del error. I -Basta E 

Tabla 20.7 -Slfl 

Método de Runge-Kutta aplicado al problema con valor inicial del ejemplo 4 y J¡lS|, | 
estimación del error '-iÜSgfiS 


ialMÉTODOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 533 

¡ r. Puede demostrarse que los métodos analizados en esta sección son numérica- 

' mente estables (definición en la sección 18.1). Se trata de métodos de un paso 

porque en cada paso se usan los datos de exactamente uno de los pasos precedentes, 
en contraste con los métodos de pasos múltiples, en los que en cada paso se usan los 
datos de varios pasos precedentes, como se verá en la siguiente sección. 

Problemas de la sección 20.1 

Aplicar el método de Euler a los siguientes problemas con valor inicial. Ejecutar 10 pasos, 
Resolver el problema exactamente. Calcular los errores. 


x y 

y Estimación Error 

Solución 

(Paso h) 

(Paso 2h) del error (9) real 

exacta (9D) 

0.0 1.000 000 000 

1.000 000 000 0.000 000 000 0.000 000 000 

1.000 000 000 

0.1 1.200 334 589 

0.000 000 083 

1.200 334 672 

0.2 1.402 709 878 

1.402 707 341 0.000 000 181 0.000 000 157 

1.402 710 036 

0.3 1.609 336 039 

0.000 000 210 

1.609 336 250 

0.4 1.822 792 993 

1.822 788 917 0.000 000 291 0.000 000 226 

1.822 793 219 


y.y(Q) 
5x 4 y 2 = 


y, y( 0 ) = 

(y + x) 2 . 


Aplicar el método de Euler mejorado a los siguientes problemas con valor inicial. Ejecutar 10 
pasos con h = 0.1. Resolver el problema exactamente. Calcular los errores. 


5. y' = y, y(0) 
1. y' + y tan x = 


1 + y 2 , y(0) 


sen 2x, y(0) 


Aplicar el método de Runge-Kutta (de cuarto orden) a los siguientes problemas con valor 
inicial. Ejecutar 5 pasos con h = 0,2. Resolver el problema exactamente. Calcular los errores. 


9. y' = xy, y( 0 ) = 1 
11 . y’ = (1 + x~*)y, y( 1 ) = e 


y(0) = 0.5 
x/y), y( 2 ) = 2 


13. Aplicar el método de Euler y el método de Euler mejorado con h = 0.1 y 10 pasos al 
problema con valor inicial y’ = 2 — 2y, y(0) = 0 y determinar y comparar los errores, 

14. Aplicar el método de Runge-Kutta con h — 0.1 y 10 pasos al problema 13 y determinar y 
comparar los errores con los del problema 13. 

15. Resolvery'= 2x _l ^/y — I n x +x~',y(l) = 0para I <x< 1.8 aplicando el método de Euler 
con h = 0.1. Comprobar que la solución exacta es y = (ln x) 2 + ln x y calcular el error. 

16. Resolver el problema 15 aplicando el método de Euler mejorado con h = 0.2, determinar 
el error, compararlo con el problema 15 y hacer un comentario. Observar que es una 
comparación justa porque aquí se cvaiuó/(x, y) ocho veces (4 pasos con 2 evaluaciones 
cada uno), como en el problema 15. 

17. Resolver el problema 15 aplicando el método de R.unge-Kutta con h = 0.4, determinar el 
error y compararlo con el problema 15. (Observar que estos 2 pasos de Runge-Kutta 
requieren 8 evaluaciones dey(x, y), tantas como en el problema 15.) 

18. Resolver el problema 15 aplicando el método de Runge-Kutta con h = 0.1 y comparar el 
error con el del problema 15. 

19. Otro método del tipo de Euler-Cauchy está dado por 

l’n + l = + y£ + l). 

en dondey*^, =y„+ !/2/i/(xProporcionar una motivación geométrica de este méto¬ 
do. Aplicarlo a (4) con h = 0.2 y calcular 5 pasos. 

20. El método de Kutta de tercer orden está definido por 

y n + 1 = y n + é(* 1 + 4k 2 + k 3 ~) 


). 'i i "i ,> i i ¡ > í : ¡ ! ') ) ■) ) j i i ) 'j ) ■ ) r y 


: j T T'T t ) '3 \) j 


7 j 3 3 : y 1/ D ^ 
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en donde A, y *, son como en la tabla 20-4 y k’ = hj[x, : y„ - *, + 2*,). Aplicar esle| 
método a (4) en el ejemplo I Elegir /; = 0.2 y ejecutar 5 pasos. Comparar el resultado conpj 
la tabla 20-6. .S3§ 


20.2 MÉTODOS DE RASOS MÚLTIPLES ||| 

Un método de un paso es un método en el que en cada paso se usan exclusivamente?? 
los valores obtenidos en un solo paso, a saber, en el paso precedente. Ejemplos, de-f 
este tipo de método son el de Runge-Kutta y todos los demás métodos presentados eijji 
la última sección. En contraste, un método en el que se usan valores de más de ui||i 
paso precedente se denomina método de pasos múltiples. A continuación se expli=v,í| 
cará la idea de obtener tales métodos en términos de la obtención del método (le:): 
Adams-Moulton, que reviste gran importancia práctica. El problema con valor mugí 
cial es como antes jpi 

(1) y' = /(•*. y). y(x,,) = y 0 |¡ 

en donde se supone que f es tal que el problema tiene una solución única en algún;® 
intervalo que contiene a x 0 , así como a todos los valores x a los cuales se calcularán® 
valores aproximados de la solución. " J % 

Método de Adams-Bashford || 

Al integrar la ecuación diferencial (1) desde x n hasta x ;rH = x n + h, se obtiene || 

( 2 ) J f{x, y(x)) dx = J" y'(x) dx = y(x n + 1 ) - y(x n ). |¡ 

x n ’ x n VrB 

La notación es como antes; en particular, x u = x 0 + nh y y* denota un valor aproximado y 
de y(x n ). En (2), f se sustituye por un polinomio de interpolación p y (x) de tercer ;■ 
grado, de modo que sea posible integrar después Para p,(x) se toma el polinomio 
que en x (| , x n x n _,, x n ¡ asume los valores 

/„ = /(*„> yj' fn-l = f’n-ú- fn-2 = ^n-2- 

f n —3 = /t*n-3> y n - 3 )' 

respectivamente. (En realidad, es posible tomar un polinomio de grado superior, aun¬ 
que en la práctica suele usarse uno cúbico.) p 3 (x) puede obtenerse, por ejemplo, a 
partir de la fórmula con diferencias hacia atrás (18) de Newton, sección 18.3: 

p 3 (x) = f n + rVf n + |r(r + l)V 2 / n + ¿r(r + l)(r + 2)V 3 / n 

en donde r = (x - x n )/h. p 3 {x) se integra sobre x desde x n hasta x^, = x n + h, y por tanto 
sobre r desde 0 hasta 1. Como x = x u + hr, se tiene dx = h dr. La integral de 1/2 r{r + 

1) es 5/12, y la de 1/6/-(/• + 1 ){r + 2) es 3/8. Por tanto, se obtiene 


§9) m étodos de pasos múltiples 

¡tvíT 




h £ p 3 dr = h (f n + ^ V/ n + V 2 / n + g V 3 / n ). 


Resulta práctico sustituir estas diferencias por sus expresiones en términos de /; 

= fn ~ fn-l 

V 2 /„ = f n ~ 2/ n _j + f n _ 2 

V 3 / n = /„ - 3/ n _, + 3/ n _2 - 3- 

Lo anterior se sustituye en (4) y se agrupan términos. Por (2), entonces se obtiene la 
fórmula de pasos múltiples del método de Adams-Bashford, 

(5) y; +1 = J- B + Ya (55/ » - 59f n-i + 37f n- 2 - 9/„_ 3 )- 

Este método expresa el nuevo valory * n+| [aproximación a la solución y de (1) en x n+| ] 
en términos de 4 valores de f calculados a partir de los valores y obtenidos en los 4 
pasos precedentes. ¿Qué sucede con respecto al principio? Esperar y observar. 

Método de Adams-Moulton 

En (5) se escribió y * n+l , en vez de la y n+1 usual, porque se desea extender el método, 
usando ( 5 ) como un predictor y otra fórmula [( 6 ), a continuación] como corrector. 
Un corrector se obtiene mediante la misma idea de integrar un polinomio cúbico 
hacia atrás de Newton p 3 (x), que en x n+| , x a , x n _,, x n _ 2 , es igual a 70, f n , f„_ v 
respectivamente; aquí, 

fn+ 1 ~~ f^ X n + 1 ’ 3’n + 1 ^ 

y las otras f son como en (3). La obtención es bastante semejante a la de (5). En 
efecto, 

P 3 (x) = / n + 1 + rVf n + 1 + | r(r + QV 2 / n + 1 + *r(r + l)(r + 2 )V 3 / n+1 

en donde ;■ = (x - x n+ ,)//i. Se integra sobre x desde x n hasta x n+ , como antes. Esto 
corresponde ahora a integrar sobre r desde —1 hasta 0. Se obtiene 


r Xn+1 / 1 I _n r 

f P 3 (x) dx = h [f n+1 - - V / n+1 - — v /. 




Al expresar las diferencias en términos de los valores de/como antes, finalmente se 
llega a la fórmula correctora 
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( 6 ) 


>» + i = y n + ji (9/; + i + 19/„ - 5 + /„_ 2 ) 


en donde// +| = /x rtl , v*,^) y las otras/son como en (3). El método predictorl 
corrector (5), ( 6 ) se denomina método de Adams-Moulton. El programa puede sii| 
ministrar la aplicación repetida del corrector para un valor fijo n, por ejemplo, hastL 
que la diferencia relativa de valores sucesivos (para el mismo n) se vuelva, en valo| 
absoluto, menor que un número positivo preasignado pequeño, 

Inicio del método. Mientras que los métodos de un paso son "au/oiniciables" (rio 
requieren de datos iniciales diferentes de la condición inicial dada), los métodos dé 
pasos múltiples no lo son. Esta es una cuestión importante, ¡y una desventaja! En (sjjf 
se requieren/,,/,/, /; así, por (3), primero es necesario calcular v^Vj.v, aplicandtí'i 
algún otro método, por ejemplo, el de Runge-Kutta (a fin de obtener gran exactitud);® 
Pero la ventaja de (5), ( 6 ) es que es más rápido que el método de Runge-Kutta porque 
ahora sólo es necesario calcular dos nuevos valores de/por paso, en contraste con losL, c 
cuatro valores que deben calcularse en cada paso del método de Runge-Kutta. Puede!® 
demostrarse que este método es de cuarto orden, como el método de Runge-Kutta, y§j 
que es numéricamente estable. 

Además, los métodos correctores-predictores tienen la ventaja de que proporcio-' 
nan una estimación del error. Específicamente, un [y — y* | elevado indica que el- 
error de y„ es probablemente grande en valor absoluto y demanda una reducción de A.' 
Por otra parte, si (i< (i - v*J es muy pequeño, entonces es posible aumentar h , por! 
ejemplo, duplicándolo. (Para más detalles, consultar la obra citada en el apéndice 1 
como referencia [E1.3], págs. 388-393.) 


T 

' ^M méTODOS de PASOS MÚLTIPLES 


537 


: f Í 


ÜU 


|P 


m 

ís.T 

•. : • 

$ 


v + y. y<0) = 0 


Tabla 20.8 

Método de Adams-Moulton aplicado al problema con valor inicial (7); valores 
predichos calculados con (5) y valores corregidos con ( 6 ) 


n 

x n 

y„ 

de inicio 

y„ 

predicho 

y„ 

corregido 

Valores 

exactos 

I0 6 x Error 

de y„ 

0 

0.0 

0.000 000 



0.000 000 

0 

1 

0.2 

0.021 400 



0.021 403 

3 

2 

0.4 

0.091 818 



0.091 825 

7 

3 

0.6 

0.222 107 



0.222 119 

12 

4 

0.8 


0.425 361 

0.425 529 

0.425 541 

12 

5 

1.0 


0.718 066 

0.718 270 

0.718 282 

12 

6 

1.2 


l.l 19 855 

1.120 106 

1.120 117 

1 1 

7 

1.4 


1.654 885 

1.655 191 

1.655 200 

9 

8 

1.6 


2.352 653 

2.353 026 

2.353 032 

6 

9 

1.8 


3.249 190 

3.249 646 

3.249 647 

1 

10 

2-Q 


4.388 505 

4.389 062 

4.3S9 056 

-6 


Ejemplo 1. Método de Adams-Moulton. 

Resolver el problema con valor inicial 

(7) y' = ,v + 


v(0) = 0 


aplicando el método de Adams-Moulton sobre el intcivalo 0 £ x < 2, eligiendo * = 0.2 

Solución. El problema es el mismo que en los ejemplos I a 3 de la sección 20 I, de modo que pueden 
compararse los resultados Se calculan los valores de partida y,,y„ r, aplicando el método de Runge- 
Kutta Luego, en cada paso se predice con {5) y se hace una corrección usando (6) antes de ejecutar el 
paso siguiente En la tabla 20-8 se muestran los resultados y se comparan con los valores exactos Se 
observa que las correcciones mejoran considerablemente la exactitud Este hecho es común. I 

Aquí termina el análisis de los métodos para ecuaciones diferenciales de primer 
orden En la siguiente sección se abordarán las ecuaciones diferenciales de segundo 
orden 

Problemas de la sección 20.2 

Resolver los siguientes problemas con valor inicial aplicando el método de Adams-Moulton 
(10 pasos, I corrección por paso). Calcular los errores usando la solución exacta (Los valores 
de partida iniciales deben ser de utilidad para dedicar todo el tiempo al nuevo método Aplicar 
el método de Runge-Kutta en donde no se proporcionen tales valores.) 




■) ! > ), ) ;} : > : i) y Ü \) "'■) 


>) 


•'/•fc'frí'Sr;, 

ü# 

Itlli 

■* 


mmi 

ññ? . 


6* Resolver la ecuación del problema 5 exactamente y determinar la razón de la restricción 
hasta 7 pasos* 

7. Escribir los detalles de los cálculos con que se obtienen (5) y (6), 

8 . Para aplicar el método de Adams-Moulton es importante contar con valores de partida 
exactos,. Ilustrar este hecho sustituyendo los valores de partida en el ejemplo 1 por los 
valores correspondientes que se obtienen al aplicar el método de Euler-Cauchy mejorado, 
calculandoy» para* = 0,8, 1,0 con I corrección por paso, y compararlos resultados con los 
de la tabla 20,8 

9. Demostrar que al aplicar el método presentado en el texto a un polinomio de segundo 
grado se obtienen las fórmulas predictora-correctora 

y; + i = 3-, + 7¿(23/„ - 16/ b _, + 5/ n _ a ). 
y n +i = y n + j^(5f n+ 1 + 8/ n - 

10. Aplicar el método del problema 9 con h = 0.2 al problema con valor inicial y' = x + y, 
v(0) = 0; ejecutará pasos y comparar el resultado con los valores exactos 

11. Aplicar e! método del problema 9 con h - 0.1, 10 pasos, al problema con valor inicial 
v' = 2xy, y(0) = I, usando los valores de partida de Runge-Kutta. Comparar con la 
solución exacta 

12. Aplicar el método del problema 9 con h = 0,2, 5 pasos, al problema con valor inicial del 
problema 5. Comparar con la solución exacta. 


/ ), ) ' ; 0; : ;) "J. ) 


) J 
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20.3 MÉTODOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE SEGUNDO ORDEN 

Esta sección también puede estudiarse inmediatamente después del capitulo 
que es independiente de las secciones precedentes sobre métodos numéricos de l 
capítulos 18-20. 

Un problema con valor inicial para una ecuación diferencial de segundo ord 
consta de tal ecuación y dos condiciones ( condiciones iniciales) que se refieren 
mismo punto. En esta sección se considerarán dos métodos numéricos para resólte 
problemas con valor inicial de la forma 

(1) y" = /(*■ y, y')- yC* 0 ) = t 0 > /(V = - v ó 

suponiendo que/es tal que el problema tiene una solución única en algún intervá 
que contiene a x 0 , así como a los valores x en los cuales se desea calcular való 
aproximados de la solución. El primer método es sencillo (aunque inexacto) y si 
para ilustrar el principio, mientras que el segundo es de gran precisión e importancí 
práctica. 

En ambos métodos se obtendrán valores aproximados de la solución y(x) deí(L 
en puntos equidistantes x, = x 0 + h, x, = x 0 + 2 / 7 , • • • ; estos valores se denotarán por 
y,, • ■ • , respectivamente De manera semejante, los valores aproximados de la dé 
vada y'(x) en estos puntos se denotarán por.vj,y',, ■ • , respectivamente. 

Los métodos de la sección 20.1 fueron sugeridos por el desarrollo de Taylor S 

( 2 ) y(x + h) = y(x) + /ty'(x) + y y"(x) + y y"'(x ) + • • • 
el cual ahora se utilizará con el mismo fin, junto con el desarrollo de la derivada í; 

(3) y'(x + h) = y'(x) + hy"(x) + y y"'(x) + • • • . 

Método con menor precisión para explicar el principio 

El método numérico con menor precisión se obtiene al despreciar, en (2) y (3), los 
términos que contienen ay’" y los posteriores; lo anterior conduce a las aproximacio¬ 
nes parayfx ■+ h) y a la derivada y’(x + h) definidas por las fórmulas 

h 2 

y(x + h) = y(x) + hy'(x) + y y"(x), 
y'(x + h ) = y'(x) + hy"{x). 

En el primer paso del método se calcula 

yo = /t*o- T 0 > y¿) 
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a partir de (1), entonces 


h 2 

Ti = y 0 + h y'o + — y o 


que es una aproximación deyfx,) =y(x 0 + h) y, además, 

y¡ = yó + hy'¿ 

lo cual se necesitará en el paso siguiente. En el segundo paso se calcula 


a partir de (1), entonces 


y'í = /(*i> T r y[) 


h 2 

y 2 = yt + h y'i + y y'[ 


que es una aproximación dey(x,) = y(x 0 + 2 h) y, además, 

y 2 = y[ + h y'r 

En el (n + l)-ésimo paso se calcula 

y'n = /(V Trz- y'n> 


a partir de (1), entonces el nuevo valor 


, , , , n „ 

Tn + 1 = T n + hy„ +yy„ 


que es una aproximación dey(.x n+1 ) y, además, 

(4b) y'„+i = y'n + h y"n 


que es una aproximación dey’(x n+| ) necesaria en el paso siguiente. 

Observar que, en términos geométricos, este método es una aproximación de la 
curva de y(x) por medio de porciones de parábolas. 

Ejemplo 1. Una aplicación del método definido por (4). 

Aplicar (4) al siguiente problema con valor inicial, eligiendo h = 0.2: 

(5) y" = \ (x + y + y' + 2), 


(5) 


r(0) = o. 


/(O) = o. 
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Solución. Para este problema, las fórmulas (4) se vuelven 


y„+l = y n + °- 2 >’ñ + 0 -°2y'n 
yú+i = yñ + a - 2 y'n 


MÉTODOS para ecuaciones diferenciales de segundo orden 
Tabla 20.10 

Método de Runge-Kutta-Nystrom 


541 


en donde 


. ...» 

iiirJB 

ü 

En la tabla 20.9 se muestran los cálculos. El estudiante debe comprobar que la solución exacta es «Hb| 

muí ü&QaJsxyi- 

Sí 

,',g 

y ss e* — x “ i. 

Se observa que los errores de los valores aproximados son muy grandes. Esto es común, porque en'jílai^^^OT 

_ . , . . Jjí^l « l/í i iítf 

mayor parte de los casos prácticos este método es demasiado inexacto, *' 

Tabla 20.9 / 

Cálculos en el ejemplo 1 


y" = - + y n + y n + 2) ' 


/I 

x n 

y n 

y* 

y'n 

Exacto 

(4D) 

■ffil 

IH 

0 

0.0 

0.0000 

0.0000 

1.0000 

0.0000 


1 

0.2 

0.0200 

0.2000 

1.2100 

0.0214 

mÉMSk 

2 

0.4 

0.0842 

0.4420 

1.4631 

0.0918 


3 

0.6 

0.2019 

0.7346 

1.7682 

0.2221 

0.0202 

4 

0.8 

0.3842 

1.0883 

2.1362 

0.4255 


5 

1.0 

0.6446 



0.7183 



Método de Runge-Kutta-Nystrom 

t-V 

Mucho más exacto que (4) es el método de Runge-Kutta-Nystrom, que generaliza 
el método de Runge-Kutta de la sección 20.1. Se menciona sin demostración que se||| 
trata de un método de cuarto orden , lo cual significa que en las fórmulas de Taylor ¿|| 
para y y y' se obtienen exactamente los primeros términos hasta el que contiene a 
inclusive. 

Los cálculos en este método pueden hacerse como se muestra en la tabla 20.1 -Sd 
Se observa que en cada paso se calculan cuatro cantidades auxiliares K k v 
que luego a partir de éstas se calculan el nuevo valor aproximado y irH de la solución jap 
y, así como también una aproximación de la derivada y' necesaria en el paso 
guíente. JÍ& 

h puede controlarse como se describió casi al final de la sección 20 . 1 , en don 
ahora como 8 se toma al mayor de 5’ y 5"; aquí 8 ’ es 1/15 multiplicado por la diferen¬ 
cia de los valores correspondientes de y, y 8 ” es 1/15 multiplicado por la diferenci, 
de los valores correspondientes de y'. 


ALGORITMO R-K-N (f, x q> y o , y' 0> h, N). 

Este algoritmo calcula la solución del problema con valor inicial y” =J[x, y, y'), 
y(x ) =y o ,y'(x o ) —y‘ en puntos equidistantesx | = x B + h,x 1 = x o + 2h, • ■ ■ ,x = 
x + Nh\ aquí,/es taf que este problema tiene una solución única en el intervalo 


[*„> *„]• 


ENTRADA: Valores inicialesx o ,y o ,y', tamaño del paso h, número de 

pasos N 

SALIDA: Aproximación y de la solución y(\ +l ) en x rf| = x o + (n + 
\)h, en donde n - 0, 1, • ■ • , N— 1 

Para n- 0, 1, ■ • • , N- 1, ejecutar: 
k i = W(x n , y n , y' n ) 
k 2 = i/t/(x n + i h, y n + K,y' n + k¡) 

en donde K = \h(y' n + | k j) 
k 3 = ihf(x n + ih, y n + K,y' n + k 2 ) 
k A = ihf(x n + h, y n + L, y' n + 2k 3 ) 

en donde L = h(y' n + k 3 ) 

x n + l = X n + h 

^n + l = y n + h (y'n + 3^1 + k 2 + *3» 

SALIDA: x , v , 

íl+l " »+l , . 1 

[Aproximación a ¡a solución en .r +| J 

y'n+l = y'n + 3<* k l + 2k 2 + 2k 3 + k ¿ 

[Valor auxiliar necesario en el paso siguiente] 

Fin 

Detener el proceso 


Fin de R-K-N 


Ejemplo 2. Método de Runge-Kutta-Nystrom 

Aplicar el método de Runge-Kutta-Nystrom al problema con valor inicial (5). eligiendo h = 0 2 


Solución . Aquí, 


f - 0,5(.r + y + y + 2). 


T), 0 0 % 


^ ra ^ ÜJ, 2, ^ \ ) / D 


j/;) 0 o ó 0 -j 3 o 0 o a © # © 0 0 ■-& §i§'//as§®i i 
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to, i • 

*, = 0,05(x n + y n + + 2) l'aplipá 


K 2 - u.ujvx,, 


,! + v 4 K 4 


Jn ' ’U ' *•' 


*3 = 0.05(x„ 4 0.1 4 y n + K + y' 4 k z + 2) 

* 4 = 0.05(x„ 4 0.2 4 y„ 4 L 4 y' n 4 2*3 4 2) /.. = 0.2(3-; 4 * 3 ). 

En este caso la ecuación diferencial es sencilla, por lo que también lo son las expresiones para *,, k v 
Asi, es posible Insertar *, en *„ luego *, en *,, y finalmente fe, en k. El resultado de este cálculo simple ¿iíp 

* 2 = 0 05[l .0525(x„ 4 y n ) 4 1.152 5y'„ 4 2 205] 

* 3 = 0.05[1.055 125(x n 4 y„) 4 1.160 I25y; 4 2.215 25] 

*4 - 0.05(1 116 063 75(x„ 4 yj 4 1.327 613 75y’ n + 2.443 677 5]. ~,fm 

Con base en lo anterior se obtiene 

y n + i ** y n + «(*„ + y n ) + + c 

(6) . ¡lili 

TÚ + l = y'n + a *<x„ + T„) + ¿t*y„ + c ,‘á}| 

en donde ., Xf&í 

a = 6.0I0 3588 fe = 0,2110421 c = 0.0214008 

a* = 0.105 5219 fe* = 0.115 8811 c* = 0.221 4030. 

En la tabla 20.11 (página siguiente) se muestran los cálculos correspondientes L.os errores de los valoreS,|g| 
aproximados para y(x) son mucho menores que los del ejemplo I (ver la tabla 20.1 2). 

. 

Ejemplo 3. Método de Runge-Kutta-Nystrom. Ecuación de Alry. Función de Alry Ai(x)..,j 3 j| 
Resolver el problema con valor inicial 

y" = xv, v(0) = 3- z/ 3 /I'<2/3) = 0 355 028 05. y’(0) = - 3" 1/3 /n 1/3) » -0.258 819 40.^ 

aplicando el método de Runge-Kulta-Nyslrom con fe = 0 2; ejecutar 5 pasos Ésta es la ecuación dr.^ 
Airy, : que surgió en óptica (consultar la obra citada en el apéndice I como referencia [A9], pág I 88) f 
es la función gamma (ver el apéndice 3) Los condiciones iniciales son tales que se obtiene una solución : -;<í 
estándar, la función de Alry Ai(x). que ya ha sido tabulada e investigada (consultar la referencia [I], 
págs 446.475) 

Tabla 20.11 

Método de Runge-Ku;ía-Nystróm (con h = 0.2) aplicado ai problema con valor 
inicial (5); cinco pasos calculados mediante el uso de (6) 


n 



y'n 

a(x n + y n ) 

+ by' n + c 

a*(.x n + y„) 
-f b*y’ n + c* 

0 

0.0 

0.000 0000 

0 000 00o 

0.021 4008 

0.221 4030 

1 

0.2 

0.021 4008 

0.221 4030 

0.070 4196 

0.270 4220 

2 

0.4 

0.091 8204 

0.491 8250 

j mn 

0.330 2940 

3 

0.6 

0.222 1117 

0.822 1190 

o.: 

0.403 4219 

4 

0.8 

0.425 5303 

1.225 5409 

0.29, 

'.492 7403 

5 

1.0 

0.718 2668 

1.718 2812 
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|| Tabla 20.12 

§ ^ Comparación de la exactitud de los dos métodos que están 

ÉÉ del problema con valor considerándose en el caso 

Ü§ inicial (5), con h = 0.2 _ 



„ 


X 

e x — x - 1 

Ejemplo 1 

Tabla 20.11 

0.2 

0.021 4028 

0.0014 

0.000 0020 

0.4 

0.091 8247 

0.0076 

0.000 0043 

0.6 

0.222 1188 

0.0202 

0.000 0071 

0.8 

0.425 5409 

0.0413 

0.000 0106 

1.0 

0.718 2818 

0.0737 

0.000 0150 


Solución , Para esta ecuación y fe = 0.2, con base en las fórmulas generales del algoritmo se obtiene 
k 1 = 0. lx n y n , 

*2 = *3 = 0.l(x n 4 0.1)(v n 4 0-ly; 4 0.05*,). 

* 4 = 0.1(x„ 4 0.2)(y„ 4 0.2y; 4 0.2* 2 ). 

En la tabla 20.13 se muestran los resultados. El error se determinó comparando con los valores en la obra 
citada en el apéndice 1 como referencia [I], pág. 475 * 

Tabla 20.13 

Método de Runge-Kutta-Nystrom aplicado a la ecuación de Airy, cálculo 
de la función de Airy y = Ai(x) _ 






v(.v) exacto (8D) 

10 8 x Error 

x n 

y n 

y n 


de v„ 

0.0 

0.355 028 05 

-0.258 819 

40 

0.355 028 05 

0 

0.2 

0.303 703 04 

-0.252 404 

64 

0.303 703 15 

11 

0.4 

0.254 742 11 

-0.235 830 

70 

0.254 742 35 

24 

0.6 

0.209 799 74 

-0.212 791 

72 

0.209 800 06 

32 

0.8 

0.169 845 99 

-0.186 41 1 

34 

0.169 846 32 

33 

1.0 

0.135 292 18 

-0.159 146 

09 

0.135 292 42 

24 


El trabajo del ejemplo 3 también ilustra que los métodos para ecuaciones dife¬ 
renciales a menudo son de utilidad en la tabulación de "funciones trascendentes 
superiores", definidas por fórmulas que son menos prácticas en el trabajo numérico 
[en el ejemplo mencionado: una serie de potencias o una representación por medio de 

integrales de Ai(.r)]. _ . 

Los métodos analizados en esta sección incluyen un error por truncamiento. 
Además de este error hay errores por redondeo, y se desea advertir al lector que 
estos últimos pueden afectar mucho a los resultados. Por ejemplo, la solución del 
problema v"=.v,.v(0) = l,..v'(0) = -1 es v = <T\ pero el error por redondeo introduce un 
múltiplo pequeño de la solución no deseada e\ lo cual puede, finalmente (después de 
un número suficiente de pasos), arruinar la solución requerida. Lo anterior se deno¬ 
mina error de construcción. En el sencillo ejemplo presentado se le puede evitar 
iniciando con valores conocidos de e~* y su derivada para x grande, y calcular en la 

2 Así denominada en honor de Sir GEORGE Bl DELL AIRY (1801 -1892), matemático inglés, conocido 
por su obra sobre elasticidad y ecuaciones diferenciales parciales 
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dirección inversa, pero en casos más complicados se requiere gran experiencia pa|¡J| 
evitar este fenómeno. 

En las secciones restantes de este capítulo se considerarán métodos numéricqjsg 
para resolver ecuaciones diferenciales parciales. 


Problemas de la sección 20.3 

1. Repetir los cálculos en el ejemplo 1, eligiendo h - 0.1, y comparar los errores de lósl! 

valores asi obtenidos con los del ejemplo I. ||| 

2. Realizarla misma tarea que en el problema I, eligiendo h = 0.05. 

' 

Aplicar (4) al siguiente problema con valor inicial (5 pasos). 

3 . y" = -y, y(0) = 0, y'(0) = 1, h = 0.1 

4. y" = -y, y( 0) = 1, y'(0) = 0, h = 0.1 

5. y" = y, y(0) = 1, y'(0) = 1, h = 0.1 

6. y" = y, y(0) = 1, y'(0)=-l, h = 0.1 

7 . Comprobar las fónnulas y los cálculos para la ecuación de Airy en el ejemplo 3. 

8. Comprobar, hasta 3D de exactitud, los valores y„ y y„ en el ejemplo 3, usando (2 
apéndice A3.1 y la tabla A2 del apéndice 5. 

Aplicar (4) a los siguientes problemas con valor inicial (h = 5 pasos). Comprobar la soluciona 
dada. Calcular el error dey„ :|| 

9 . y " = X y' — 4y, y(0) = 3, y'(0) = 0. Solución exacta y = x 4 — 6x 2 + 3. ||f 

10. y" = xy' - 3y, ,y(0) = 0, y'(0) = -3. Solución exacta y = x 3 — 3x. .M 

11. (1 - x 2 )y" - 2xy' + 6y = 0, y(0) = y'(0) = 0. Exacta: y = ¿(3x 2 - l).^! 


Aplicar e! método de Runge-Kutta-Nystrom a los siguientes problemas con valor inicial (5$ 

pasos). Calcular el error. ‘ 

12. xy" +/ + xy = 0,y( I) = 0.765198,y'( 1) = -0.440051, h = 0.5. (Estas condiciones iniciales j 
condujeron a la solución estándar y = J n (x), la función de Bessel de primer tipo de orden -. 
0, cuyos valores hasta 6D enx — 1, 1.5, ■ • \ son 0.765198, 0.51 1828, 0.223891, —0.048384, t 
-0.260052,-0.380128.) 

13. Problema 9, h = 0.2. 

14. (Problema con valores frontera) No se considerarán métodos numéricos para proble¬ 
mas con valores frontera en generalidad alguna, aunque el lector puede demostrar lo que 
se afirma a continuación. Para resolver numéricamente 


■ám 


y" + /(x)y’ + g(x)y 


Aplicar uno de los métodos previos a fin de obtener una solución Y(x) de la ecuación que 
satisface las condiciones iniciales Y( 0) = 0, P’(0) = I - Luego, con ese método determinar 
una solución z(x) de la ecuación homogénea que satisface las condiciones iniciales z(0), 
z'(0) = 1. Demostrar que 

y(x) = Y(x) + cz(x) 


")'), : ) ‘ ) ■ ) ) ! 


t® 

: |Íí® 
■lili a 
.-ÉÉls £> 
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con una c idónea satisface el problema dado. ¿Cuál es la condición para c? 

15. Para resolver numéricamente el problema con valores frontera 

y" + f(x) y' + g(x) y = r(x), y(a) = k v y(b) = k 2 

demostrar que pueden determinarse una solución y,(x) que satisfacey ( (a) = k^y^a) = c, 
y una solución y 2 (x) que satisfacey 2 (u) = á,,y 2 '(a) = c 2 y tales quey^ó) 5ty 2 (6), y luego 
obtener la solución del problema dado en la forma 

y(x) = - . . l(.k 2 - y 2 W) y j (x) + (y 2 (¿) - k 2 ) y 2 (x)]. 


20.4 MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ECUACIONES 
DIFERENCIALES PARCIALES ELÍPTICAS 

Las secciones restantes de este capítulo están dedicadas a métodos numéricos para las 
ecuaciones diferenciales parciales, en particular, para las ecuaciones de Laplace, de 
Poisson, del calor y de onda que son fundamentales en aplicaciones y, al mismo 
tiempo, son casos modelo de las ecuaciones elípticas, parabólicas e hiperbólicas. Las 
definiciones son las siguientes. 

Una ecuación diferencial parcial se denomina cuasilineal si es lineal en las deri¬ 
vadas de grado máximo. Por tanto, una ecuación cuasilineal de segundo orden en 
dos variables independientes x, y puede escribirse como 

(1) au xx + 2bu *v + cu m = F(x ’ "*■ V- 

u es la función desconocida. Se dice que esta ecuación es del: 

tipo elíptico si ac - b- > 0 (ejemplo: ecuación de Laplace) 
tipo parabólico si ac - ti 1 = 0 (ejemplo: ecuación del calor) 

tipo hiperbólico si ac - ti 1 < 0 (ejemplo: ecuación de onda) 

(donde en las ecuaciones del calor y de onda y es el tiempo t). Aquí, los coeficien¬ 
tes a, b, c pueden ser funciones de x, y, de modo que el tipo de ( 1 ) puede ser 

diferente en regiones distintas del plano xy. Esta clasificación no es sólo una cues¬ 

tión formal, sino que reviste una gran importancia práctica debido a que el compor¬ 
tamiento general de las soluciones difiere de un tipo a otro, así como las condicio¬ 
nes adicionales (condiciones en la frontera e iniciales) que es necesario tomar en 
cuenta. 

Las aplicaciones en que intervienen ecuaciones elípticas suelen conducir a pro¬ 
blemas con valores frontera en una región R, denominados primer problema con 
valores frontera o problema de Dirichlet, si u se prescribe sobre la curva frontera 
C de R, segundo problema con valores frontera o problema de Neumann si u n = 
d\l/dn (derivada normal de u) se prescribe sobre C, y tercer problema o problema 
mixto si u se prescribe sobre una parte de C y u n se prescribe sobre la parte restante. 
Por lo común, C es una curva cerrada (o, a veces, consta de dos o más de esas 
curvas). 


i) T) -j y y. -if r j y y y y j j j y y y j j j y j j 

‘ : i ' 1 
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Ecuaciones en diferencias para las ecuaciones de ■« 

Laplace y de Poisson 

En esta sección se considera la ecuación de Laplace . 

i ni V 2 u = + u„„ = 0 
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í Éflí : I 

I Sil' u(x, y) ~ —- (u(x + h, y + k) - u(x - h, y + k) 

l gl (6c) ^ 4hk 

||||g - u(x + h, y - k) + u(x - h, y - /<)]* 

j¡3 Tr— i- a ~iA qo miipefran los n ll^tOS ÍX + /í. vV (x — A. vO, " ’ ' Cíl (5) y (6). 

y i|§@afc jC.ii ia uguia *tat bv --- r-—* • * • 


y la ecuación de Poisson 

(3) V2 « = "ix + u yy = f( x ’ y) 

que son las ecuaciones elípticas más importantes en las aplicaciones. A fin de obtene 
métodos de resolución numérica, las derivadas parciales en una ecuación dada s 
sustituyen por los cocientes en diferencias correspondientes, como sigue. Por la fór 
muía de Taylor, 

(a) u(x + h,y) = u(x,y) + hu (x,y) + \h 2 u (x,y) + hh 3 u (x,y) + ■ ■ \ 

( 4 ) 

(b) u(x - h,y) = u(x,y) - hu x (x,y) + ih z u xx (x,y) - B/t 3 " IIX (x,y) + • ••: 
Al restar (4b) de (4a) y despreciar los términos en /i 3 , h A , • • • , se obtiene 

(, 5 a) u x (x, y) = ~ [u{x + h, y) - u(x - h, y)]. • 

De manera semejante, 

(5b) u y (x, y) = Y k ["U. y + k) - u(x, y - /<)). 

.Ahora, la atención se dirige a las segundas derivadas. Al sumar (4a) y (4b) y despre- ’ 
ciar los términos en /¡\ h s , • • • , se obtiene 

n(x + h, y) + u(x — h, y) ~ 2u(x, y) 4- h z u xx (x, y). 

Al despejar u a , se tiene 

( 6 a) “ni*- y) ~ + h, y) - 2 w(x, y) + u(x - h, y)]. 

De manera semejante, 

( 6 b) u yy (x, y) = jz ["(a. y + k) - 2 u(x, y) + u(x, y - k)]. 

■) 

No se requiere (problema 3) 


(x - h.y) X™ 


-X ** + A„„vl 


ix.y - hi 

Figura 424. Puntos en (5) y (6). 

Ahora se sustituyen ( 6 a) y ( 6 b) en la ecuación de Poisson (3), eligiendo k = h a 
fin de obtener una fórmula sencilla: 

(7) u{x + /t, y) + u(x, y + h) + u(x - h, y) + u(x, y - h) - 4u(x, y) 

= h 2 f(x, y). __ 

Ésta es una ecuación en diferencias correspondiente a (3). Así, para la ecuación de 
Laplace (2) la ecuación en diferencias correspondiente es 

( 8 ) \~u(.x + h, y) + u{x,y + h) + u(x — h, y) + u{x,y — h) — 4»(x, y) — 0- 


h se denomina tamaño de la malla. La ecuación ( 8 ) relaciona u en (pe, y) con u en los 
cuatro puntos vecinos que se observan en la figura 425. Por conveniencia, estos pun¬ 
tos vecinos a menudo se denominan E (este), N (norte), O (oeste) y S (sur). Asi, la 
figura 425 asume la forma de la figura 426 y la expresión (7) se vuelve 

(7 *) FuiE) + «(n7T^OvT+ u(S) - 4«(x, y) = h z f(x, y). ] 


fx, y + h¡ 
X 


(x -h,y)X - Qr— £-X (x + h. y) 



X 

(x, y-h) 


Figura 425. Puntos en (7) y (8). 


Figura 426. Notación en (7*). 







548 ' 




MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIA® 

La aproximación de h 1 V 2 « dada en (7) y en ( 8 ) es una de 5 puntos con el esqijí]f| 
ma o patrón de coeficientes .. 


ipil 


*1 


MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELÍPTICAS 


549 


( 9 ) 


1 

1 -4 

1 


Observar que ( 8 ) posee una interpretación notable: u en ( x , .v) es igual a la media ip| 
¡os valores de u en los cuatro puntos vecinos en la malla. ígt 

Con el fin de captar (7) a primera vista, puede representarse de modo muy coj§| 
veniente por medio de ese patrón: . Jffe 

, ■ , J 


1 -4 


1 


h 2 f{x, y )• 


Problema de Dirichlet 

En la resolución numérica del problema de Dirichlet (cuya definición ya se propor$¿ 
cionó) en una región R , primero se elige h y en R se introduce’una rejilla que constp 
de rectas horizontales y verticales equidistantes a una distancia h. Sus intersecciones]? 
se denominan puntos de la malla (o nodos o puntos de la red). Ver la figura 427:0 
Entonces se usa una ecuación en diferencias que sea una aproximación de la ecuáfg 
ción diferencial parcial dada —fórmula ( 8 ) en el caso de la ecuación de Laplace— 
través de la cual los valores desconocidos de u en los puntos de la malla en R se 
relacionan entre sí y con los valores en la frontera dados, como se analizará a conti-Jj 
nuación. Lo anterior conduce a un sistema lineal de ecuaciones algebraicas. Al resoLf 
ver tal sistema se obtienen aproximaciones a los valores desconocidos de u en los Si 
puntos de la malla en R. Se verá que el número de ecuaciones es igual al número de í 
incógnitas, es decir, el número de nodos en R. Como en cada uno de los puntos de la 
malla u sólo está relacionado con los valores en los puntos vecinos de la malla, enton¬ 
ces los coeficientes del sistema constituyen una matriz rala, es decir, un matriz con 
relativamente pocos elementos diferentes de cero. En la práctica esta matriz es gran¬ 
de, ya que para lograr una alta exactitud se requieren muchos puntos de la malla, y 
una matriz de 500 x 500 o más grande puede ocasionar un problema de almacena¬ 
miento . 3 Por tanto, es preferible un método indirecto (ver la sección 19.3) a uno 
directo. En particular, puede aplicarse el método de Gauss-Seidel, que en este con- 
, texto también se denomina método de Liebmann. El método completo se ilustrará 
mediante un ejemplo, en el que por razones de comodidad el número de ecuaciones 
se mantiene pequeño. Como notación conveniente para los puntos de la malla y los 
valores correspondientes de la solución (y de las soluciones aproximadas) se usará 
(ver la figura 427) 


( 10 ) 


P U 


Uhjh), 


u(ih, jh). 


^ ^ ^ ^ ^ ^ U ■ J 




_) - )<j-y 

















^— 

— 





/ 

P 12 

P 22 


A 



t 

Pu 

P 21 

P 311 

V 





— 






5 h 


Figura 427. Región en el plano xy cubierta por una rejilla de malla h, en donde 
también se observan los puntos de la malla P n = (b, h), - ■ • Pph, jh), • • ■ 


Con esta notación puede escribirse ( 8 ), para cualquier punto P tj en la malla, como 

( 11 ) 


"i+ij + + "i-ij + "U-1 ~ 4 "u ~ °’ 


Ejemplo 1. Ecuación de Laplace. Método de Liebmann. 

Los cuatro lados de una placa cuadrada que mide 12 cm por lado, hecha de material homogéneo, se 
mantienen a las temperaturas constantes 0"C y !00"C, como se muestra en la figura 428o Utilizando una 
rejilla (muy amplia) de 4 cm de malla y aplicando el método de Liebmann (es decir, la iteración de 
Gauss-Seidel), encontrar la temperatura (de estado estacionario) en los puntos de la malla. 

Solución. En el caso de independencia con respecto al tiempo, la ecuación del calor (ver la sección 9„8) 

u t = c 2 (“=: + “V 

se reduce a la ecuación de Laplace. Por tanto, el problema es un problema de Dirichlet para esta ecua¬ 
ción. 


r = 

0 



i R 
\ 

X 

ó 4 12 


100 


u = loo 
{a) Problema dado 



= 100 

(6) Rejilla y pumos de Ja malla 


Figura 428. Ejemplo 1. 


Esta matriz \no es tridiagonal! (La definición se proporcionara un poco más adelante). Si lo fuera, 
podría aplicarse la eliminación de Oauss sin ocasionar el problema de almacenamiento. 


^ % A O m A j J J J 


j y y j j j , ) i) 
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Se elige la rejilla mostrada en la figura 4286 y se consideran los puntos de la malla en el orden P (| 

P P„, Se aplica (l 1) y, en cada ecuación, se pasan a la derecha todos los términos que se obtien 


la frontera dados. Así, se 

obtiene el sistema 


- 4 "ll + "21 + 

U 12 


200 

"n ~ 4 " 2 i 

4* 

"22 = “ 

200 

"n 

4 "l2 + 

"22 = — 

100 

"21 + 

"12 ~ 

4 "22 = - 

100 



En la práctica, un sistema de un tamaño tan pequeño se resolvería mediante la eliminación de Gauss, c 
lo que se encontraría 



Valores más exactos (exactos hasta I D) de la solücíón del problema son 88.1 y 61,.9, respectivamen 
(Estos valores se obtuvieron usando la serie de Fourier), Así, el errores aproximadamente del 1%, por lo 
cual el resultado es sorprendentemente exacto para una rejilla con un tamaño h de malla tan grande. Si 
sistema de ecuaciones es grande, puede resolverse por medio de un método indirecto, como el método 
Liebmann. Para (12), esto seria como se Índica a continuación. El sistema (12) se escribe en la form 


“11 “ 

w 2l “ 0,251 /jj 
u 12 ~ 0 25/Vjj 


4- 0 «25Uno + 25 



Estas ecuaciones se usan ahora para aplicar la iteración de Gauss-Seideh Son idénticas a las ecuación 
(2) de la sección 19 3, en donde »/,, = x p i/,, = //,, = x } , m,, = x 4 , y la iteración se explica allí, en donde 

f »'.no valores de partida se toman a 100, 100, 100, 100 Aplicando la intuición física acerca de cuál 
podrían ser aproximadamente los valores en los puntos de la malla, es posible abonarse algo de trabajo al 
elegir mejores valores de partida El lector puede comprobar que la solución exacta del sistema es u 
u 2l = 87.5,1/,, = w,,« 62.5. 

Para una idea adicional que conduce a una simplificación sustancia!, ver et problema 6. 

Observación. Es interesante hacer notar que si se toma una malla h - Un (L = lado de R) y se consideran 
(n - 1 Y puntos interiores de la misma (es decir, puntos de la malla que no estén sobre la frontera), renglón 
por renglón en el orden 

^*11» P 2l' ’ P n — 1 , 1 ’ P \2' **22’ ‘ " * ’ P n-1 ,2’ • 

entonces el sistema de ecuaciones tiene la matriz de coeficientes de (n - !) 2 x (n - l) 2 


B I 
I B I 


I B I 
I B 


en donde B 


) ■ ) 


%C' 0-- C Q ( C f r r r r ( c ((■.( t <(■■■■ i í 

i¡§$ 
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es una matriz de (n - 


• 1), y puede demostrarse que A es no singular. 


Se dice que una matriz es una matriz banda si tiene todos sus elementos dife- 

— — 1 .— i_ j;-r —:..~l ...u..,. l„l.,i, o Acto tcpnnrnHa5 

louLtob oiv. twu srjDio la uiaguiiai piim.ijycii y iouia puiuiui^i „ - 

por líneas paralelas de ceros o no). Por ejemplo, A en (13) es una matriz banda. Aun 
cuando la eliminación de Gauss no preserva los ceros entre las bandas, tampoco 
introduce elementos diferentes de cero fuera de los límites definidos por las bandas 
originales. Por consiguiente, una estructura de bandas tiene sus ventajas. En (13), tal 
estructura se logró ordenando con cuidado los puntos de la malla. 


Método ADI 

Se dice que una matriz es tridiagonal si tiene todos sus elementos diferentes de cero 
sobre la diagonal principal y en las posiciones inmediatamente adyacentes a la mis¬ 
ma. En este caso es particularmente sencillo aplicar la eliminación de Gauss. 

rLo anterior conduce a preguntarse si, en la resolución numérica del problema de 
Dirichlet para las ecuaciones de Laplace o de Poisson, podría obtenerse un sistema 
de ecuaciones cuya matriz de coeficientes sea tridiagonal. La respuesta es si y un 
método común de esa clase, denominado método ADI (alterning direction implicit 
method, método implícito de la dirección alternante), fue desarrollado por Peaceman 
y Rachford. La idea es la siguiente: el patrón en (9) indica que puede obtenerse una 
matriz tridiagonal si se tuvieran sólo los tres puntos en un renglón (o sólo en una colum¬ 
na). Esto sugiere escribir (11) en la forma 

04a) "¡_ij - 4u ij + u í+ij = - u i.j +1 

de modo que el miembro izquierdo pertenezca al renglón/ de y y el miembro derecho 
a la columna i de x. Por supuesto, (11) también puede escribirse en la forma 


(14b) u iJ _ 1 - 4« y + u ij + l - “t'i-u "i + ij 

de modo que el miembro izquierdo pertenezca a la columna i y el miembro derecho 
al renglón./. En el método ADI se procede por iteración. En cada punto de la malla se 
elige un valor de partida arbitrario u< m . En cada paso se calculan nuevos valores en 
todos los puntos de la malla. En uno de los pasos se utiliza una fórmula de iteración 
que resulte de (14a) y, en el paso siguiente, una que resulte de (14b), y así sucesiva¬ 
mente en orden alternante. 

En forma detallada: suponer que ya se han calculado las aproximaciones i//"' 1 . 
Luego, para obtener las siguientes aproximaciones las u.¡ m) se sustituyen en el 

miembro derecho de (14a) y se resuelvé para las del miembro izquierdo; es 

decir, se utiliza 

(15a) "i-tj - 4w ij + "¡+1.1 ij-i "u+r I 

La expresión anterior se usa para un / fijo, es decir, para un renglón fijo /, y para 
todos los puntos de la malla intemos en ese renglón. Lo anterior origina un sistema 
lineal de N ecuaciones algebraicas (N = número de puntos de la malla intemos por 
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renglón) en N incógnitas, las nuevas aproximaciones de u en estos puntos de la mal) J¡|§ 

Observar que (15a) comprende no sólo aproximaciones calculadas en el paso previfff|¡ 

sino también valores en la frontera dados. El sistema (15b) (¡/ fijo!) se resuelve apljlfl 

cando la eliminación de Gauss. Luego se pasa al renglón siguiente, se obtiene otro» 

sistema de N ecuaciones y se resuelve por el método de Gauss, y así sucesivamentflil 

hasta que se terminan los renglones. En el paso siguiente se alterna la dirección , 

decir, se calculan las siguientes aproximaciones u (y ( ” ,+2) , columna por columna, a paáíp 

tir de las y de los valores en la frontera dados, utilizando una fórmula obtenidp» 

de la (14b) al sustituir las u IJ ,m * n a la derecha: 

— 

fl5hi « <m + 2) - 4u (m+2) + + + _ „< m +l> Jif 

tlSDt u iJ-l * u ij + u i.j +1 "i-lj "i + lj ■ 4ÉS 


' • 

.J 


Para cada i fijo, es decir ,para cada columna , este es un sistema de Adecuaciones « 

= número de puntos de la malla internos por columna) en Ai incógnitas, que se resue 1 
ve por eliminación de Gauss. Luego se pasa a la siguiente columna, y así sucesiviM^^^ |j| 
mente hasta que se terminan las columnas. 

A continuación se considerará un ejemplo que tan sólo sirve para explicar 
método completo. (En la práctica, este problema se resolvería directamente con «Mi 
eliminación de Gauss.) i 


Ejemplo 2. Problema de Dirichlet. Método ADI. 

Explicar el procedimiento y las fórmulas del método ADI en términos del problema del ejemplo 
usando la misma rejilla y los valores de partida 100, 100, 100, 100. 

Solución. Mientras se efectúa el trabajo, consultar la figura 428¿, en donde se muestran los valores en 
frontera dados,. Por (15a), con m — 0, se obtienen las primeras aproximaciones m ,, 111 , i /,, 1 ”, 
valores frontera contenidos en (15a) se escriben sin supraíndice, para identificarlos mejor y con el fin 
indicar que estos valores dados permanecen iguales durante la iteración, A partir de (15a) con m = 0 
tiene, para j ~ 1 (primer renglón), el sistema ' 


La solución es i/,,* 0 — i/, | ‘ l, = a 100. Para j — 2 (segundo renglón), a partir de (15a) se obtiene el sistema 


La solución es « ( , m - * 66,667 

Segundas aproximaciones, u,, 12 *, m,, 12 ’, u p ,2 \ se obtienen ahora a partir de (15b) con m = ! a! usar 
las primeras aproximaciones recientemente calculadas y los valores frontera. Para i = 1 (primera colum¬ 
na), a partir de (15b) se obtiene el sistema 

U ~ 1) í< 10 — + u 12 * “ ~ w oi u 2 i 


mm 

.íiiárííM, j-ít i*. 
| 

tÉ¿§§f 


La solución es 1 /, = 9111, ii p ,JI = 64.44. Para i - 2 (segunda columna), a partir de (15b) se obtiene el 

sistema 


'f 


I [MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELÍPTICAS 


U = l) 

"zo 

- + "22 

-«'.V 

U = 2) 


"Su - 4 "22 + "23 = 


= 9I.II,h b 

«2» = 64.44. 



En este ejemplo, que simplemente sirve para explicar el procedimiento práctico en el método ADI, la 
exactitud de las segundas aproximaciones es casi la misma que la de los dos pasos de Gauss-Seidel en 
la sección 19.3 (en donde w |t ~x v i/,, = x 2 , u ¡2 = x,, w„ — x 4 ) t como se muestra en la siguiente tabla. 



"n 

"21 

"l2 

"22 

AD!, segundas aproximaciones 

91.11 

91.11 

64,44 

64,44 

Gauss-Seidel, segundas aproximaciones 

93.75 

90.62 

65.62 

64.06 

Solución exacta de (12) 

87.50 

87.50 

62.50 

62.50 


Mejoría de la convergencia. Una mejora adicional de la convergencia del método 
ADI se obtiene con base en la siguiente idea interesante. Al introducir el parámetro p, 
la expresión (11) también puede obtenerse en la forma 

(lóa) u i _ 1J - (2 + p)i, i:j + u i + lj = + (2 - p) tlij - i# u + 1 


<16b) "u-i - (2 + />>"« + "i.j + i = - *>>«« - "i + W 

Con lo anterior se obtienen las fórmulas de iteración ADI más generales 
(17a) - (2 + + + iiftíj» = -//jj-i + (2 - p)u™ - , 


(17b) - (2 + p)n¡'! ,+2) + ■ 


+ (2 - p)«ir +11 - «1TÍ, 1> - 


Para p = 2, lo anterior es igual a (15). El parámetro p puede usarse para mejorar la 
convergencia. En efecto, puede demostrarse que el método ADI converge para p 
positivo, y que el valor óptimo para obtener la rapidez máxima de la convergencia es 


en donde K es el mayor de M + 1 y N + 1 (ver arriba). Incluso es posible obtener 
mejores resultados al hacer que p varíe de un paso al otro. En la obra citada en el 
apéndice 1 como [E8] se analizan más detalles sobre el método ADI y sus variantes. 


Problemas de la sección 20.4 


1. Deducir (5b). 2. Deducir (6b). 3. Deducir (6c). 

4. Resolver el ejemplo I, eligiendo h = 3. 

5. En el ejemplo 1, elegir h = 6, calcular iq, y comparar el resultado con el valor exacto 75. 

6. (Uso de la simetría) Con base en los valores frontera del ejemplo 1, concluir que i/,, = u M = 
y h 2J = m | 2 . Demostrar que esto conduce a un sistema de dos ecuaciones y resolver tal sistema 


% <9 <D ; -y_ j) Tj-j o I) 9 ' : I) ¡y ^ O I) Q i ® ¡ §i 1M 
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fl 2 

P22 


Al 

P21 





Figura 429. Problemas 7-13. ';Í 

ir, 

Usar la rejilla de la figura 429 para calcular el potencial en los cuatro puntos interiores para los-,¡ 
siguientes valores en la frontera. 


9. 


10 . 


u(l. 0) = 60, 1/(2, 0) = 300, 1 / = 100 sobre los tres otros bordes de la frontera ■ ;-,í 

u = 220 sobre los bordes superior e inferior, u = 1 10 sobre el borde izquierdo, u ~ — lO.'ii 
sobre el borde derecho TÍ 

u = x 4 sobre el borde inferior, 8 I — 54y ! + y 4 sobre el borde derecho, x' — 54at 2 + 8 1 sobre j¡ 
el borde superior, y" sobre el borde izquierdo (Comprobar que la solución exacta es x't.i; 
óa'V 2 + y" y determinar el erTOr.) ' jv 

u = 0 sobre el borde izquierdo, x’ sobre el borde inferior, 27 — 9 y 2 sobre el borde derecho, " 
x’ — 27x sobre el borde superior. í}s 


11. « = sen l/3jt x sobre el borde superior, 0 sobre los demás bordes. 


12 . 


13. 


14. 


15. 


Aplicar el método ADI (2 pasos) al problema de Dirichlet en el problema 1 1, usando la;' 
rejilla de la figura 429, como antes, y valores de partida cero. 

¿Qué p n en (1 8) es necesario elegir para el problema 12? Aplicar las fórmulas del método. 
ADI (I 7) conp 0 = I 7 al problema 12, ejecutando 1 paso Ilustrar la convergencia mejorada ; 
haciendo una comparación con los valores correspondientes 0.077, 0.308 después del 
primer paso en el problema 12. (Usar valores de partida cero.) 

Encontrar el potencial en la figura 430 usando (a) la rejilla basta, (b) la rejilla fina, y 
eliminación de Gauss. Sugerencia En (b), usar simetría; tomar u = 0 como el valor fron¬ 
tera en los dos puntos en los que el potencial tiene un salto 

¿Cuántos pasos de Gauss-Seidel son necesarios para obtener la respuesta del problema 
14, rejilla basta, hasta 5S (5 cifras significativas) si se parte deO, 0? En el caso de la rejilla 
fina del problema 14, el método de Gauss-Seidel converge con mayor lentitud. ¿Puede 
ver el lector la razón al examinar el sistema de ecuaciones? 


u - -110V 



A 2 


^11 




u = 110V 


u = -110V 


u - - 110 V 



u = 110V 


u = -nov 
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Sil _ _ 

(J 20.5 PROBLEMAS DE NEUMANN Y MIXTO, 
j| FRONTERA IRREGULAR 

|f| Se continuará el análisis de la resolución numérica de problemas con valores frontera 

|¡| para las ecuaciones elípticas en una región R del plano xy. En la sección anterior se 

Isa estudió el problema de Dirichlet. En los problemas de Neumann y mixto (definidos 

pgj 1 en la sección precedente) se confronta una situación nueva, porque hay puntos fron- 

¡gí tera en los que se da la derivada normal (externa) u n = du/dn de la solución, pero se 

|§ desconoce la propia u, ya que no se proporciona, Para manejar estos puntos se nece- 

|| sita una idea nueva. Esta idea es la misma para los problemas de Neumann y mixto. 

Por consiguiente, puede explicarse en relación con uno de estos dos tipos de proble- 
É mas. Se hará así y se considerará un ejemplo típico como se indica a continuación. 

I 

@5. 

P Ejemplo 1. Problema mixto con valores en la frontera para una ecuación de Polsson. 

¡jf Resolver el problema mixto con valores en la frontera para la ecuación de Poisson 

I 

í| V 2 // = u xx + it yy = 12xy 

jl que se muestra en la Figura 431 a. 

¡$. 

Solución „ Se utilizará la rejilla que se muestra en la Figura 43 1ó, donde h ~ 0.5. A partir de las fórmulas 
u - 3.V 1 y i/ = 6x dadas en la frontera se calculan los datos en la misma 


II 


; 

. rjífTí-r? 


J>L; 




( 1 ) 


0375, 


= 3, 


3y 


3, 


3 «22 

dn 


du '¿2 

dy 


P u y P,, son puntos interiores en la malla, por lo que es posible manejarlos como se hizo en la sección 
previa. En efecto, a partir de (7), sección 20,4, con h 2 = 0,25 y /fr, 3') = I2xy, y P or i° s valores en la 
frontera dados, se obtienen dos ecuaciones correspondientes a P u y -P,,: 


(2a) 


-4 u. 


4 u v 


= 0.75 

= 1.5 - 0375 = 1.125, 


Parece ser que la única dificultad con estas ecuaciones es que incluyen los valores desconocidos i/, 3 y 
de u en P u y P,j sobre la frontera, donde se da la derivada normal u n — du/dn ~ du/dy, en vez de r/; pero 
esta dificultad puede vencerse conforme se avance. 

Se considerarán P v y P„. La idea que ayudará aquí es la siguiente: hay que imaginar que la región R se 
extiende por encima del primer renglón de los puntos externos de la malla (correspondientes ay - 1.5) y 
suponer que la ecuación diferencial se cumple también en la región extendida Entonces se pueden escri¬ 
bir dos ecuaciones más, como antes (ver la Figura 43Id) 


(2b) 


4u 0 . 


13 

3-3 


Se recuerda que todavía no se ha utilizado la condición en la frontera sobre la parte superior de la frontera 
de R y también se observa que en (2b) se han introducido dos incógnitas más, w t1 y u 2r Pero ahora puede 
usarse esa condición y deshacerse de i/ n , mediante la aplicación de la fórmula de diferencias centrales 
para u ... Así, de (I) se obtiene (ver la figura 43 I b ) 


■r 

!.v 

•S 


Figura 430. Región y rejillas en el problema 14. 
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en puntos que no pertenecen a la malla, entonces en los puntos cercanos a la frontera 
debe procederse de manera diferente, como se indica a continuación. 

El punto O de la malla en la figura 432 es de ese tipo. A partir del teorema'de 
Taylor, para O y sus vecinos A y P se obtiene 


du n 1 „ 3 2 « n 

(a) UA = Uo + ah — + - {ah) *-— 

du n 1 d 2 U n 

(b > u r- u °~ h !; + 2 h 1 * + - 


Se descartan los términos indicados por los puntos suspensivos y se elimina duO/dx. 
Al multiplicar la ecuación (4b) por a y sumar al resultado la ecuación (4a) se obtiene 

] d 2 u 0 

u A + au p = (1 + á)u 0 + - a(a + l)/i 2 -^ 5 - . 


De esta ecuación se despeja la derivada, con lo que se obtiene 

d 2 “o _ 2 [ 1 1 _ 1 

dx 2 h 2 |_a(l + 0 ) “ A + 1 + a Up a U °_ 


De manera semejante, al considerar los puntos O, B y Q, 

d 2 «o 2 [ 1 1 _i 

dy z h 2 _b( 1 + b) + 1 + b b 


Sumando, 


(5) V 2 


_ 2 r « 

U °~ h 2 la( 1 ■ 


■a _ U B U P U Q _ (q + b)u 0 

+ a) b(\ + b) 1 + a 1 + b ab 


Por ejemplo, si a — 1/2, b ~ 1/2, entonces en lugar del patrón (ver la sección 20.4) 


1 > ahora se tiene 


S -4 


en donde la suma de todos los cinco términos sigue siendo cero (hecho útil para 
efectos de comprobación). 

Usando las mismas ideas, el estudiante puede demostrar que, en el caso de la 
figura 433, se obtiene 


(6) V 2 « 0 ■ 


u A u B u p u Q ap + bq 

1 "I” "■ --— ....-...- —— 11 11 l 

+ p) b(b + q) p(p + a) q{q + b ) abpq 


fórmula que toma en cuenta todos los casos concebibles. 


■ :: i) j)- ;r ;), :: 0 I 3 3: J ' y P i) v) 4 J .), -J 


D ¿y j j ]) y) -3 








© © ® © © ©> © @ @ G- o © 0 C; O 0 CD O O 0 O O O ©fc 

558 MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALE 


I 


Si m 


fe 


I 

p L, 

B 

O Yy 4 



— 

S- - 


Figura 432. Frontera curva C 
de una región R, un punto O de 
la malla próxima a C, y vecinos 
A, B, P, O, 


ph ,0 «A 

--- o A 


Figura 433. Puntos vecinos A, B, 
P, O de un punto O de la malla y 
notaciones de la fórmula (6). 


Ejemplo 2. Problema de Dlrichlet para la ecuación de Laplace. Frontera curva. 


«fli 

■HBB 

■Ha 

KliSfS 

te'© 

Efe&ííJ 

m+M 

181 

i ü§SSa 

feL© 

H& i 

|Í 8 Í 


Encontrar el potencial u en la región de la figura 434 que tiene los valores frontera dados en la figui|| 
aqui la porción curva de la frontera es un arco del circulo de radio 10 con centro en (0, 0). Usar la rejiua 
de la figura, 1 g 

Solución, ti es una solución de la ecuación de Laplace, Con base en las fórmulas dadas para los valorS 
frontera u = x\ ti - 512- 24yL - • los valores se calculan en los puntos en que se necesrtan; el resultado 
se muestra en ¡a figura . Para P„ y P n se tiene el patrón regular de costumbre, y para P» y P„ se usa (6| 
con lo que se obtiene ¡¡ 

1 0.5 . r ' °-9 ;l 

(7) Pl V P\2- {■ ~ 4 ■]* P iV I 0 - 6 ~ 2 " 5 °‘ 9 [’ P ™' | 0 ' 6 _3 °' 9 ‘ í 


Se utiliza esto y los valores frontera, y se toman los puntos de la malla en el orden P tl , P„, P,„ A,¡;| 
Entonces se obtiene el sistema )j 

-4 u u + “21 + u 12 =0-27 = -27 

0.6u,, - 2.5« 21 + 0.5« 22 = -0.9 • 296 - 0.5 • 216= -374.4 


0„6wr,i + Q.6u v 


0.9 • 352 + 0.9 ' 936 


En forma matricial, 


-4 1 

0.6 -2.5 


0-5 « 2 

1 u v 


Al aplicar eliminación de Gauss se obtienen los valores (redondeados) 

u n = -55.6 n 2 i = 49.2, u 12 = -298.5, « 22 
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Resulta evidente que a partir de una malla con tan pocos puntos no es posible esperar gran exactitud» Los 
valores exactos son 

i/jj = —54, «2i ~ 54 , u l2 — —297, « 22 = —43 2. 

En la práctica se utilizaría una rejilla mucho más fina y el sistema grande resultante se resolvería aplican¬ 
do un método indirecto. ® 



Figura 434. Región, valores frontera del 
potencial y rejilla de! ejemplo 2, 


Problemas de la sección 20.5 

1. Comprobar los valores dados al final del ejemplo I, resolviendo e! sistema (3) por elimi¬ 
nación de Gauss. 

2. Resolver el problema mixto con valores en la frontera para la ecuación de Laplace V 2 u - 
0 en el rectángulo de la figura 431 (usando la rejilla de la figura 431 ó) y las condiciones 
frontera u — 0 sobre el borde izquierdo, u f — 3 sobre el borde derecho, « r = x 2 sobre el 
borde inferior y u r = x 2 - l sobre el borde superior. 

3. Resolver el problema mixto con valores en la frontera para la ecuación de Poisson V 2 « = 
2(.xr 2 +J/ 2 ) en la región y para la condiciones frontera mostradas en la figura 435, usando la 
rejilla indicada., 



Figura 435. Problema 3. 


Figura 436. Problema 9. 
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4. Eliminar d^uo/dx 1 de (4) para demostrar que 


iío„j.r_j_„ 

>x h [_a(I + a) A 


la"*]- 


5. Comprobar el cálculo muestra que está inmediatamente después de (5). 

6. Proporcionar la obtención detallada de (6). a 

7. Comprobar (7). J 

8. Resolver (8) por eliminación de Gauss. J 

9. Resolver la ecuación de Laplace en la región y para los valores frontera mostrados erij 
figura 436, usando la rejilla indicada. (La porción inclinada de la frontera es y = 4,5 

10. Resolver la ecuación de Poisson V 2 u = 2 en la región y para los valores frontera mostn 
dos en la figura 437, usando la rejilla que también se muestra en la figura. | 


u = y 2 - 3y-HZ 



u = y 2 - 1.5y 


/ 
u - 0 


Figura 437. Problema 10. 


20.6 MÉTODOS PARA ECUACIONES PARABÓLICAS | 

El tema de las dos últimas secciones lo constituyeron las ecuaciones elípticas, y ahora| 
la atención se centrará en las ecuaciones parabólicas. Las definiciones de ecuaciones^ 
elípticas, parabólicas e hiperbólicas se proporcionaron en la sección 20.4. En esa| 
sección también se mencionó que el comportamiento general de las soluciones diñe-jl 
re de un tipo de ecuación a otro, así como los problemas que revisten interés práctico. 
Esto se refleja en los métodos numéricos como se describe a continuación. Para los 
tres tipos de ecuaciones, la ecuación se sustituye por una ecuación en diferencias 
correspondiente, pero para las ecuaciones parabólicas e hiperbólicas este hecho no 
garantiza automáticamente la convergencia de la solución aproximada a la solución 
“ exacta cuando la malla h 0 ; de hecho, ni siquiera garantiza convergencia en abso 

luto. Para estos dos tipos de ecuaciones se requieren condiciones adicionales (des¬ 
igualdades) a fin de asegurar la convergencia y la estabilidad, en donde esto último 
' significa que perturbaciones pequeñas en los datos iniciales (o errores pequeños en 
cualquier instante) siguen siendo pequeñas en instantes posteriores. 

En esta sección se explicará la resolución numérica del prototipo de las ecuaciones 
parabólicas, la ecuación del calor en una dimensión 

u = c z u (c constante). 


t '1 -~) "l n/ó Ó a ó "1 'ó- v> "v ■’S a 1 a ') '1 1 1 1 -1 ^ 'ó. a ^ ^ 
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Esta ecuación suele considerarse parar en algún intervalo fijo, por ejemplo OárSi 
y el tiempo t> 0, y se prescriben la temperatura inicial »(x, 0) =J[x) (f dada) y las 
condiciones en la frontera en x = 0 y x- L para todo t S 0, por ejemplo u( 0, t) = 0, u(L, t) 
= 0. Puede suponerse que c = 1 y L = 1; lo anterior puede lograrse siempre mediante 
una transformación lineal deryí (problema 11). Entonces la ecuación del calor y 
estas condiciones son 

(1) u t = u xx OSrSI.tSO 

(2) u(x, 0) = f(x) (condición inicial) 

(3) m(0, t) = u( 1, t) = 0 (condiciones en la frontera). 

Una aproximación sencilla en diferencias finitas de (1) es [ver (6a) en la sección 
20,4] 

W ~~ “y) = /¡2 (“i+l.j ~ 2u ij + 

En la figura 438 se muestran una rejilla y los puntos de la malla correspondientes. El 
tamaño de la malla es h en la dirección x y k en 



Figura 438. Rejilla y puntos de la malla correspondientes a (4), (5). 



Figura 439. Los cuatro puntos en (4) y (5). 


la dirección t. La fórmula (4) comprende los cuatro puntos que se muestran en la 
figura 439. En la izquierda se utilizó un cociente de diferencias hacia adelante por¬ 
que en el inicio se carece de información para t negativo. Con base en (4) se calcula 
u j lo que corresponde al renglón j + 1 del tiempo, en términos de las otras tres u 
que corresponden a! renglón./ del tiempo; al resolver (4) para u IJ+¡ se tiene 


i u : va v V-V % V V V V V V -a a a j 
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MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIAL^ 


2r)Uij + r(u i+1J + 



Los cálculos por medio de esta fórmula son sencillos y directos. Sin embargo, pueíi 
demostrarse que para la convergencia de este método es crucial la condición 



es decir, que m tenga un coeficiente positivo en (5), o bien (para r = 1/2), que 
aparezca en (5). Intuitivamente, (6) significa que no hay que moverse demasiad * 
rápido en la dirección t. Enseguida se proporciona un ejemplo. 

Método de Crank-Nicolson 

La condición (6) es una desventaja en la práctica. En efecto, a fin de alcanzar una 
exactitud suficiente es necesario elegir h pequeño, lo cual hace que, por (6), k séá 
muy pequeño Por ejemplo, si h = 0.1, entonces k S 0.005 Y un cambio a \!2h 
cuadruplica el número de pasos en el tiempo necesarios para alcanzar un cierto valor; 
t. En consecuencia, debe buscarse un método que se base en una discretización más 
satisfactoria de la ecuación del calor. 

Un método de este tipo que no impone restricción alguna sobre r = kth 2 es el 
método de Crank -Nicolson, en el que se usan valores de u en los seis puntos de la 
figura 440. La idea del método es la sustitución del cociente de diferencias del miem¬ 
bro derecho de (4) por 1/2 veces la suma de dos de esos cocientes en diferencias en 
dos renglones del tiempo (ver la figura 440). Entonces en lugar de (4), se tiene 

^ + i ~ “ip = 2/¡2^“ i+ i j ~ 2 "o + "'“h.P 


Renglón de! tiempo j + 1 


Renglón del tiempo , X-:-X-r-X .\ 

h h 

Figura 440. Los seis puntos en las fórmulas de Crank-Nicolson (7) y (8). 

Al multiplicar por 2 k y escribir r = k/h 2 como antes, los tres términos correspon- ’ 
dientes al renglón j + 1 del tiempo pueden agruparse a la izquierda y los tres térmi¬ 
nos correspondientes al renglón j del tiempo pueden agruparse a la derecha; así se 
obtiene 

(8) (2 + 2 r)u iJ + 1 - r(u i+l j+1 + + = (2 - 2 r)u {j + K« i + U + ' 


M C Q (■ ( ( ■■ ( f < 


( f I í. f ( ' 


f í ¡ ( C ( - f 


MÉTODOS PARA ECUACIONES PARABÓLICAS 563 

i. ¿Cómo usar (8)? En general, los tres valores a la izquierda son desconocidos, mien- 

^ tras que se conocen los tres de la derecha. Si el intervalo 0 ¿ x < 1 de las x, dado en 

(1), se divide en n intervalos iguales, se tienen n — 1 puntos internos de la malla por 
renglón del tiempo (ver la figura 438, en donde n = 4). Luego, para / = 0 e i = 1, • ■ • , 
n — 1, con la fórmula (8) se obtiene un sistema lineal de n — 1 ecuaciones para los n 
— 1 valores desconocidos u n , » 2| , ■ • ■ , t/ n _ pi en el primer renglón del tiempo en 
términos de los valores iniciales u 00 , u ¡0 ,. . . , u n0 y los valores frontera u m , u,, (= 0). 
De manera semejante paray = 1, / = 2, etc.; es decir, para cada renglón del tiempo se 
tiene que resolver tal sistema de n — 1 ecuaciones lineales que resulta de (8). 

Aun cuando ya no se restringe r = k/h 2 , con una r más pequeña se obtienen 
mejores resultados. En la práctica, se elige una k con la que pueda ahorrarse una 
cantidad considerable de trabajo, sin que r se haga demasiado grande. Por ejemplo, a 
menudo una buena elección es r = 1 (lo cual sería imposible con el método directo 
previo). Entonces, (8) queda simplemente como 

(9) 4« ij - + j — t'i + ij + i ~ + i = Ll i + l,j + u i-l.r 

Ejemplo 1.Temperatura en un varilla. Método de Crank-Nicolson, método directo. 

Considerar una varilla metálica, aislada lateralmente, de longitud I y tal que c- “ 1 en la ecuación del 
calor. Suponer que los extremos de la varilla se mantienen a la temperatura u = 0"C y que la temperatura 
de la misma en algún instante, por ejemplo í ~ 0, es fix) — sen k x. Aplicar el método de Crank-Nicolson 
con h " 0.2 yr = I para encontrar la temperatura u(x, t ) en la varilla para 0 < t < 0.2. Comparar el 
resultado con la solución exacta. Aplicar también (5) con una r que satisfaga (6), por ejemplo, r ~ 0,25, 
y con valores que no satisfagan (6), por ejemplo, r= I yr = 2.5. 

Solución aplicando el método de Crank-Nicolson . Como r~ 1, entonces la fórmula (8) asume la forma 
(9). Como h = 0.2 y r = k/h 2 = I, se tiene k = h 2 = 0.04. Por tanto, es necesario ejecutar cinco pasos. En la 
figura 44 1 se muestra la rejilla. Se necesitaran los valores iniciales 



Figura 441. Rejilla en el ejemplo 1. 

También, i/„, = y u m = u,„. (Recordar que u w significa u en P m de la figura 441, etc.) En cada renglón 
del tiempo de la figura 441 hay cuatro puntos intemos de la malla. Asi, en cada paso del tiempo seria 
necesario resolver 4 ecuaciones con 4 incógnitas. Pero como la distribución inicial de temperatura es 







MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALES 

• •. • rc;necto ax = 05yu = 0en ambos extremos para todo í, se tiene n„ = »,,, « 4 , = «„ en, 

S ’ me " lTón del tiempo y de maneta semejante pata los demás renglones. As,, cada ststema se reduci 
ruñsL?emtde 2 ecuaciones con 2 incógnitas, Por (9), ya que »„ = patay - 0 estas ecuacones son 

4« u - «2, = "00 + «20 = 095 1 057 ' 

-U U + 4tt 21 - « 21 = »10 + "20 = L538 842 ' I 

U solución es = 0.399274, i= 0.646039. De maneta semejante, patay = I se tiene el ststema 

4t/,n - tt 22 = » 01 + «21 = 0 - 646 039 


~« t9 + 3 u 


¡.,045 313. 


~1Z ■ ir 

solución es u„ - 0.271221, u„ - 0,438845, etc. Así se obtiene la distribución de temperatura (figura 44Í)í; 


¿ = 0.2 


Congració,, con ,a so'udé» exacu. Este problema puede reso.verae exactamente separando variables| 
(ver la sección 11,); el resultado es 

(10) »(A-, í) = sen tr.r 

io! 25 ^O.CK ^bO^Por ranto,^¡es^necesairio ejecutar cu^'rov'eceslná^asos que con'ef métodtTde C 

Nicolson! La fónnula ((5) con r = 0.25 es 

(ID «y + 1 - 0.250IJ..U + 2«„ + » i + 1J ). | 

Puede aplicarae la simetría Patay = 0 se necesitan ir,., = 0, = 0.58 7785, 1 1* = = 0 95 105 7 y se calcula 

« n = O.25(u o0 + 2u 10 + » 20 ) = 0 5 3 1 657 

u,, = 0.25(», 0 + 2 u 20 + // 30 ) = 0 25(ii 10 + 3 /i 20 > = 0 860 239 



Figura 442. Distribución de la temperatura en la varilla del ejemplo 1. 
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MÉTODOS PARA ECUACIONES PARABOLICAS 

Por supuesto, en las fórmulas pueden omitirse los términos frontera = 0. «,,, = 0/ ■ . Patay - 1 se 


u 12 = 0.25(2u n + u 21 ) = 0.480 888 
u 22 = 0.25( u n + 3u 21 ) = 0.778 094 

y asi sucesivamente. Es necesario ejecutar 20 pasos, P™ Crank- 

tud sólo es aproximadamente la misma que la de los valores Z 

Nicolson (valores exactos dados hasta tres decimales): _ __ 


x = 0.2 
Por flU 


x = 0.4 
Por (II) 


Falla de (51 con r dolando (6). U fónnula (5, con 7 . = 0.2 y r = 1, lo cual viola (6). es 
"i.,+ 1 = «i-l,j “ “U + “*+lJ 
y se obtienen valores muy deficientes; algunos de ellos son 


t 

x = 0.2 

Exacta 

x = 0.4 

Exacta 

0.04 

0.363 

0.396 

0.588 

0.641 

0.12 

0.139 

0.180 

0,225 

0.291 

0.20 

0.053 

0.082 

0.086 

0.132 

5) con un r aun mayor, r 
i; algunos de ellos son 

= 2.5 (y A 

= 0.2, como antes), proporciona resultados completamen- 

t 

x = 0.2 

Exacta 

x = 0.4 

Exacta 

0,1 

0.0265 

0.2191 

0.0429 

0.3545 

0.3 

0.000! 

0.0304 

0.0001 

0.0492 

0.5 

0.0018 

0.0042 

-0.0011 

0.0068 * 


Problemas de la sección 20.6 

X. Aplicando la fónnula de Cmnk-Nicolson (9) ^o^ll'^f.’Ts'iTO^< 

ecuación del calor (1) para la condictón .n.c,al/W - * si OSx.VAJW 

x < I, V la condición en la frontera (i). _ = e j ecutar ocho pasos 

, -- 

'»- - 004 » oo ' íd 

problema 2. 


9, «I. '9 ^ TO 9 "5 9) o ^ '9 9 9 9 ■ j ■ j • j J') J 9 
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MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIARÉ 


, j 

tea 

abses 


5. Aplicando el método directo definido por (5), con h-\yk= 0.5, determinar la tempeí 
tura en / = 2 en una varilla metálica, aislada lateralmente, de longitud 10 cuyos extréjfffl 
en x = 0 y x = 10 se mantienen a temperatura cero y cuya temperatura inicial es J\x) ~ oj| 


ÉSfell 


6. Resolver el problema 5 tomando k — 0.25 (en lugar de 0.5) y dejando todo lo demás com§ 

antes. ¿Hasta cuántos dígitos coinciden las dos soluciones? | 

7. Extender los cálculos del problema 5 hasta t - 4. Luego encontrar la temperatura en 


mm 


y x = 2, 4, 6, 8 aplicando la fórmula de Crank-Nicolson (9) con h = 2 (y así k ~ 4)£ 
comparar los valores. j 

8. Encontrar la solución exacta del problema 5 aplicando el método de la sección l |/| 
Observar que la serie así obtenida converge rápidamente, de modo qué puede esperarse 
que la suma de los 2 primeros términos proporcione valores 3 D de la solución para 1 

y t — 4. Calcular u( 2, 2) y u(4, 2) de esta manera y comparar con los valores del probterri 
5. Calcular u(2, 4) y u(4, 4) y comparar con los valores del problema 7. -v 

9. Si se aísla el extremo izquierdo de una varilla aislada lateralmente que se extiende desdi 
x “ 0 hasta x~ }, entonces la condición en la frontera en x — 0 es w f (0, t ) — n r (0 t t) ~ 6 
Demostrar que aí aplicar el método directo definido por (5) es posible calcular pqq 


pl 

fe¿ 


|ggg¡¡¡ 

|||gj 

liy 

. 


medio de la fórmula 


(1 - 2 r)u Qj 4- 2 ru lf 


10. Aplicando el método directo con // = 0,2y r = 0.25, determinar la temperatura u(x, /), 0 L 

t < 0.12 en una varilla aislada lateralmente que se extiende desde x = 0 hasta x ~ I si a(x, of 
— 0, el extremo izquierdo está aislado y el extremo derecho se mantiene a la temperatura- 
g(t ) = sen 50/371/. Sugerencia. Consultar el problema 9. ) 

11. (Forma adimensional) Demostrar que la ecuación del calor /7~ = c27—, 0 < x < pue¬ 
de transfonnarse en la forma estándar "adimensional" u t = i/ |r , 0 < x < 1, haciendo*; 
~ x IL, i= c 2 í f L?, u= u/u Q , en donde m 0 es cualquier temperatura constante. 

20.7 MÉTODOS PARA ECUACIONES HIPERBÓLICAS 

En esta sección se considerará la resolución numérica de problemas que comprenden 
ecuaciones hiperbólicas. Se explicará un método estándar en términos de un plantea¬ 
miento típico para el prototipo de una ecuación hiperbólica, la ecuación de onda: 


o s x s i, / e o 

(Desplazamiento inicial dado) 
(Velocidad inicial dada) 

(Condiciones en la frontera). 


wm 

r J 

Mi 

1 

i i 

Wwm 

I 


(1) 

U tt = "xx 

(2) 

«(x, 0) = /(x) 

(3) 

u t (x, 0) = g{x) 

(4) 

u( 0, t) = t/(l, /) = 0 


1 

Sil 1 


Observar que una ecuación u u = c 2 u a y otro intervalo x pueden reducirse a la forma í 
(1) por medio de una transformación lineal de x y t, (Esto es semejante a lo conside¬ 
rado en la sección 20.6, probléma 11.) 



m \C ; . 
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M ÉTODOS PARA ECUACIONES HIPERBOLICAS 


Por ejemplo, (l)-(4) es el modelo de una cuerda elástica vibrante con extremos 
fijos en x = 0 y x = 1 (ver la sección 11.2). Aunque en (7) de la sección '11.4 se 
proporciona una solución analítica del problema, éste se usará para explicar las ideas 
básicas del método numérico que también resulten pertinentes para ecuaciones 
hiperbólicas más complicadas. 

Si, como antes, las derivadas se sustituyen por cocientes en diferencias, entonces 
por (1) [ver (6) en la sección 20.4 con y = /], se obtiene 

(5) ¿ («y+1 - 2 «ij + u i,j-i> = p K + ij - 2u ij + u i-iJ 

en donde h es el tamaño de malla en x y j es el tamaño de malla en t. Esta ecuación en 
diferencias relaciona cinco puntos, como se muestra en la figura 443a. L,o anterior 
sugiere una rejilla rectangular semejante a la utilizada para las ecuaciones parabólicas 
en la sección precedente. Se toma r — /e 2 //* 2 — 1. Entonces, se cancela u.j y se tiene 

(6) « u + 1 = “i- i,j + u i + i,i ~ u U~i 443b '>- 

Puede demostrarse que para 0 < f 5 1 este método es estable, de modo que por (6) 
pueden esperarse resultados razonables para datos iniciales sin discontinuidades. (Para 
una ecuación hiperbólica, estas últimas se propagarían hacia el dominio de la solu¬ 
ción, fenómeno que sería difícil de tratar con la rejilla que se está usando; respecto a 
los detalles, consultar la obra citada en el apéndice 1 como referencia [E8].) 

La ecuación (6) todavía implica tres pasos en el tiempo,./ - 1 ,j,j + 1, mientras 
que las fórmulas en el caso parabólico sólo implicaron dos pasos en el tiempo. Ade¬ 
más, ahora se tienen dos condiciones iniciales. Así, cabe preguntarse cómo se ha de 
arrancar y cómo puede emplearse la condición inicial (3). Esto puede hacerse como 
sigue: a partir de u,(x, 0) = g(x) se obtiene la fórmula en diferencias 


<“¡l - 


por tatito 




en donde g t = g(ih). Para í = 0, es decir,y = 0, la ecuación (6) es 
w il = u i~ i,o + “i+ i,o — “i,-r 

X Renglón dél tiempo./ + l • 

r I 

^ y,t ._ x Renglón del tiempo7 X..~X 

h | h 

r I 

X Renglón del tiempo7“ l * 

(a) Formula (5) < b > Formula < 6 > 

Figura 443. Puntos de la malla usados en (5) y (6). 













METODOS NUMERICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIA 


En la expresión anterior se sustituye (7), a continuación se pasa —u n de la dereó 
hacia la izquierda y se divide entre 2, con lo que se obtiene 


+ "¿+i,o> + k 8i 


que expresa w en términos de los datos iniciales. 

Ejemplo 1. Cuerda vibrante. 

Aplicar el método presente de resolución numérica, con h* k~ 0.2, al problema (1 )-(4), en donde 

SU) = sen rrx, 0. 

Solución. La rejilla es la misma que la de la figura 44 i, sección 20.6, excepto por los valores de i, que aho 
son 0.2, 0.4, ' * • (en lugar de 0.04, 0.08, ■•'■)•> Los valores iniciales * * • son los mismos que en 

ejemplo ), sección 20..6, Con base en (8) y g(x) = 0 se tiene 

u ii - 4í m í-i,o + "¿ + í.ol' 

A partir de lo anterior se calcula 

"il “ ¿(«00 + «201 = ¿ • 0.951 057 = 0.475 528 

«21 = ¿(«10 + « 3 o 1 = ¿ ' 1-538 842 = 0.769 421. 

y M si ~ M it* w « “ tf n por simetría, como en el ejemplo 1 de la sección 20,6. A partir de (6) con/- 1, usando'; 
*/,„ “ u ii2 ~ ” * * *= 0, ahora se calcula 

U 12 = "oí + "21 - u l0 = 0.769 421 - 0.587 785 = 0.181 636 

"22 = "n + "31 “ "20 “ °- 475 528 + 0-769 421 - 0.951 057 = 0.293 892, 

y u n ~ w 22 » "42 = u tz P or simetría, etc Asi se obtienen los siguientes valores del desplazamiento i/(x, /) de 
la cuerda sobre la primera mitad del ciclo: 


í 

x = 0 

a = 0.2 

* 

lí 

O 

L- 

x = 0.6 

11 

O 

ba 

x = 1 

0.0 

0 

0.588 

0.951 

0.951 

0.588 

0 

0.2 

0 

0.476 

0.769 

0.769 

0.476 

0 

0.4 

0 

0.182 

0.294 

0.294 

0.182 

0 

0.6 

0 

-0.182 

-0.294 

-0.294 

-0.182 

0 

0.8 

0 

-0.476 

-0.769 

-0.769 

-0.476 

0 

LO 

0 

-0.588 

-0.951 

-0.951 

-0.588 

0 


Estos valores son exactos, en donde la sulución exacta de! problema es (ver la sección 113) 

u (. x , i ) = sen rrx eos rr ¡„ 

La razón de la exactitud se concluye a partir de la solución de d'Alembert (6), sección 11.4 (Ver el 
problema 4, un poco más adelante.) 

Aquí termina el capítulo 20 sobre métodos numéricos para ecuaciones dife 
renciales ordinarias y parciales. Se hizo hincapié en algunas ideas y métodos 
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CUESTIONARIO Y PROBLEMAS DE REPASO DEL CAPITULO 20 

básicos en este campo, que está lleno de preguntas abiertas interesantes y se está 
desarrollando con bastante rapidez. Aquí también termina la parte E sobre métodos 
numéricos. 

Problemas de la sección 20.7 

1. Resolver el problema de la cuerda vibrante (l)-(4) por medio del presente método numé¬ 
rico con h = k- 0.2 sobre el intervalo t dado para la velocidad inicial 0 y una deflexión 
inicial áaáaflx). 

1. 0SIS2, /(a) = 0. 1a(1 - a") 

2. 0SIS1, /(a) = a 2 ( I - a 2 ) 

3. 0 S t £ 1, f(x) = a si 0 ¡5 a S 0.2, /(a) = 0.25(1 - a) si 0.2 < a s 1 

4. Demostrar que con base en la solución de d’Alembert (14) en la sección 1 1.4, con c = I se 
concluye que con (6) en esta sección se obtiene el valor exacto u = u(ih, (J + l)/t). 

5. Si la cuerda cuyas vibraciones están regidas por (I) empieza a moverse a partir de su 
posición de equilibrio con velocidad inicial g(x) - sen nx, ¿cuál es su desplazamiento en 
el instante / = 0.4 yx = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8? (Aplicar el método presente con h = 0.2, k= 0.2. 
Comparar con los valores exactos obtenidos a partir de (13) en la sección 1 1,4.) 

6. Calcular valores aproximados en el problema 5, usando una rejilla más fina (A = 0.1, k = 
0.1), y observar ei incremento en la exactitud. 

7. Ilustrar el procedimiento de inicio para el método presente, en el caso en que tanto/corno 
g no sean idénticamente cero, por ejemplo, 

/(a) = 1 — eos 2-tta, g(x) = x — a 2 ; 

elegir h = k = 0.1 y calcular dos pasos en el tiempo. 

8. Demostrar que (13) en la sección I 1.4 proporciona como otra fórmula de Inicio 

1 1 r Ii + lc 

«¡i = ñ + + + 2 J S(S) dS 

x¡-k 

(en donde, si es necesario, la integral puede evaluarse numéricamente). ¿En qué caso lo 
anterior es idéntico a (8)7 

9. Calcular u en el problema 7 para / = 0.1 y x = 0.1,0.2, * * n , 0.9, aplicando la fórmula del 
problema 8, y comparar los valores obtenidos,. 

10. Resolver numéricamente (1), sujeto a las condiciones 

z/(.x, 0) = x 2 , u t (x, 0) = 2x, u x ( 0, t) = 2/, i/(l, t) « (1 + t ) z , 

eligiendo h~ k — 0.2 (5 pasos en el tiempo). 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 20 

1. Explicar el método de Euler y la idea a partir de la cual se obtuvo. 

2. El método de Euler, ¿es útil desde un punto de vista práctico? ¿Cómo es posible 
mejorarlo? 


)/ X j ) .) "j. j j j .i j. j. x 5, X y : 1j ■ X é j y y 
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MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALES 
En cada paso del método de Runge-Kutta se calcularon cantidades auxiliares: ¿p ; g 


Vi ' 


^ *j,« 

, Explicar las semejanzas y las diferencias de los métodos de Runge-Kutta y de Rungé? 
Kutta-Nysiróm 

Algunos de los métodos se obtuvieron a partir de la serie de Taylor. ¿Puede el lect 
recordar cómo? 

¿Qué se entiende por método de un paso y método de pasos múltiples? 

¿Cuáles son las ventajas y las desventajas de los métodos de pasos múltiples? 

¿Qué sabe el lector sobre la elección del tamaño del paso 9 ¿Y sobre las ventajas y las 
desventajas de un tamaño de paso muy pequeño? 

¿Puede recordar el lector la idea a partir de la cual se obtuvo el método de Adams-Bashford 
Explicar la diferencia entre el método de Adams-Bashford y el método de Adams-Moulton 
Explicar por qué y cómo se usaron las diferencias finitas en este capitulo. 

En los métodos numéricos para la ecuación de Laplace V 2 w — 0 en dos variables, ¿pop 
medio de qué fórmula se relacionó u en un punto P con w en sus vecinos E , /V, O, ó? 
Obtener de memoria la fórmula en el problema 12. 

Si se toman una rejilla y una solución de la ecuación de Laplace, por ejemplo, u = e r co 
y , ¿es posible esperar que la fórmula del problema ! 2 se cumpla exactamente? 

¿Cómo se manejaron los problemas con valores frontera sobre dominios de forma irregUnj| 
lar? Escribir lo que recuerda el lector y después consultar más detalles en el libro. 

¿Cuál es la idea de usar datos específicos para la derivada normal sobre la frontera de uná$? 
región? 

¿Qué se entiende por ecuación elíptica, parabólica e hiperbólica? Mencionar y escribir 
una ecuación de cada uno de estos tipos. 

¿Por qué se requieren diferentes métodos numéricos para resolver distintos tipos de 
ecuaciones diferenciales parciales? 

¿Cuántas condiciones iniciales se prescribieron para la ecuación de onda? ¿Y para la 
ecuación del calor? 

¿Es posible que alguno de los métodos divetja algunas veces? Explicar la respuesta 
Resolver y = 2xy,y(0) — 1 aplicando el método de Euler (10 pasos, h — 0.1).. Calcular los 
errores. 

Resolver y = 2 xy + 1 ,y(0) = 0 aplicando el método de Euler (10 pasos, h ~ 0.1). Escribir 
la solución exacta como una integral. 

Aplicar el método de Euler mejorado al problema con valor inicial y' = 2*, ¿>(0) = 0 
eligiendo h “ 0. 1 . ¿Por qué los errores son cero? 

Calcular,y = e x parax = 0, 0.1,0,2, • • ■ , LO aplicando el método de Runge-Kutta ay’ -y 
y(0) = 1, {h — 0., 1)„ Demostrar que los cinco primeros decimales del resultado son corree 
tos. 

Aplicar el método de Runge-Kutta al problemay' = 1 +y 2 »y(0) = 0. Elegir h - 0.1, calcular 
2 pasos y comparar con los valores exactos hasta 8D 0J 0033467 y 0.20271004. Resol 
ver el problema analíticamente. 

Resol ver y' - (x + y — 4) 2 , y(0) = 4, aplicando el método de Runge-Kutta con paso h - 02 
para x = 0, 0.2", ■ " ■ , 1.4. 

Demostrar que al aplicar el método de la sección 20.2 a un polinomio de primer grado se 
obtienen las fórmulas predictora-correctora para pasos múltiples 


+ I (3/ - 
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28. Aplicar el método de pasos múltiples en el problema 27 al problema con valor inicial / = 
x+ y,y( 0) = 0, eligiendo h = 0.2 y ejecutando cinco pasos. Comparar con los valores 
exactos. 

29. Resolver y' = {y - x - I) 3 + 2, y(0) = i para 0 <x < i aplicando eí método de Adams- 
Moulton (sección 20.2) con h = 0.1 y los valores de inicio del ejemplo 4 en la sección 
20.1. 

Aplicar el método definido por (4) en la sección 20.3, con h = 0.1, a los problemas con valor 

inicial dados (5 pasos) y comparar con la solución exacta. 

30- y" = y, y(0) = 3, /(0) = 1 

31. y" = y, y(0) = 1, y'(0) = 0 

32. y 1 — xy’ — 3y, y(0) = 0, y*(0) = —6. Solución exacta y — 2.r 3 — 6x 

33. Aplicar el método de Runge-Kutta-Nystróm al problema con valor inicial y" = —v, y(0) = 
0,/(0) = I; elegir h — 0.2 y ejecutar cinco pasos. Comparar con la solución exacta. 



Figura 444. Problema 35. Figura 445. Problemas 36-38. 


34. En el problema 33, sustituir h = 0.2 por/i = 0.1, ejecutar 4 pasos y comparar los resultados 
con los del problema 33 y con los valores exactos hasta 9D 0.099833417, 0.198669331, 
0.295520207,0.389418342. 

35. Encontrar valores aproximados bastos del potencial electrostático en P u , P p , P n en la 
figura 444 que están en un campo entre placas conductoras’fque en la figura 444 aparecen 
como los lados de un rectángulo) mantenidas a potenciales de 0 y 220 volts, como se 
muestra, (Usarla rejilla indicada,) 

Encontrar el potencial en la figura 445 usando la rejilla dada y los siguientes valores frontera: 

36. u =10 sobre los lados superior e izquierdo, u = 0 sobre los lados inferior y derecho. 

37. U(P Í0 ) = U(P 30 ) = 960, u(P 20 ) = —480, u = 0 én otras partes de la frontera 

38. u(P B¡ ) = «(/> 03 ) = u(P^) = u(P i3 ) = 200, u(P lQ ) = u(P 30 ) = -400, 
u(P Z0 ) = 1600, u(P 02 ) = u(P i2 ) = u(P u ) = u(P 24 ) = u(P 3t ) = 0 

39. Comprobar (13) en la sección 20.4 para el sistema (12) y demostrar que A en (12) es no 
singular. 

40. La fórmula (I 7) en la sección 20.4 con p = 0 no funcionaría. Demostrar ésto aplicando la 
fórmula al problema con valor inicial en el ejemplo 2 de la sección 20.4, con la rejilla y 
los valores de inicio como antes; ejecutar 2 pasos. ¿Qué sucede? 








Métodos numéricos para ecuaciones diferencíale! 

i'/.ji 

fpílníocl método directo [fórmula (5) en la sección 20.6] con A 0.2 y k 0.01, 
modo que como respuesta se obtengan valores de la temperatura en - 0.05 

- 4 

extremo derecho varia senoidalmente según la ecuación 

u(t, 1) = gCf) = sen^irf. ,i 

Encontrar la temperatura „(*, 0 de ,a varilla solución de (0 erUa ^ccñón20.6 aplicand^ 
el método directo con *-0.2yr-0.5 (un periodo, es decir, 0 < / S 0.24) 

44 Fncontrar uíjc 0 12) v »(* 0.24) en el problema 42 si el extremo izquierdo de la varilla se,, 
43 ‘ SÜaí -e a 0), y todos los demés datos j 

44. Encontrar cómo es posible aplicar los resultad 43 , usar los', 

ro£to£ S?K - 0.2, 0.4, 0.6, 0.8) y -0.009, -0.086J 

-0 252, -0.353 (/ = 0.24) de la respuesta del problema 42. 

45. Obtener la aproximación en diferencias de la ecuación del calor. ^ 

Resumen del capitulo 20 :j 

Métodos numéricos para ecuaciones diferenciales 

srrs&rs :^ ^ •< 

blemas con valor inicial de la forma (sección 20.1) 5 

( 1 ) y' = /(*> y), = y 0 - p 

Pueden obtenerse métodos numéricos para resolver tal problema al truncar la 
serie de Taylor 

h 2 

y(x + h) = yW + hy'íx) + y yV) + ’ ' ’ 

4 4 t\ W = f v" = f = dfldx + (0 \fldy)v\ etc. Al tmncar después del 

So W se obtiene el método de Euler , en donde se calcula paso a paso 

(2) y„ + l = + h ^ X n’ (« - o, 1, 

Tomando en cuenta un término más se obtiene el método de Euler ° 

método de Heun. Ambos métodos muestran la idea bastea Ji^prteticos Al 
aunque son demasiado inexactos para casi todos ,M P r ^“ ,t ° s ^ R e . 
tornear después del término en h* se obtiene el importante método de Rug 
Kutta (o de cuarto orden). La idea fundamental en este método y en métodos 
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semejantes es la sustitución de la evaluación engorrosa de las derivadas por la 
evaluación dej[x, y) en puntos idóneos (x, y); por tanto, en cada paso primero 
se calculan cuatro cantidades auxiliares (sección 20.1) 

k l = h f<- x n’ y n ) 

{3a) k 2 = h ^ x n + l h > y n + i k l) 

k 3 = hf{x n + ih, y n + ±k 2 ) 

¿4 = hf(x n + h, y n + k 3 ) 


y luego a partir de éstas se calcula el nuevo valor 

(3b) y n + 1 = y n + U k i + 2k ¿ + 2k 3 + k t)- 

Éste es un método de un paso, ya quey ;M ., se calcula a partir de los datos de un 
solo paso. 

En un método de pasos múltiples se usan datos de varios pasos preceden¬ 
tes, con lo que se evitan cálculos como (3a). Al integrar polinomios de 
interpolación cúbicos se obtuvo como método de pasos múltiples el importante 
método de Adams-Moulton, en el que primero se calcula el predictor (sec¬ 
ción 20.2) 


(4a) y* + 1 = ,y n + ¿ h{55f n ~ 59/ n _ x + 37 f n _ 2 - 9/ n _ 3 ) 

en dond ef.=J[x., y y ), y a partir del predictor se calcula el corrector (el nuevo 
valor actual) 

(4b) y n+ i = y„ + ¿ WfUi + '*/» - 5/ n _ x + f n _ 2 ) 


en donde/y, =/(x n+| , y* ilt| ). Aquí, para iniciar, y , y,, y, deben calcularse 
aplicando el método de Runge-Kutta o algún otro método exacto 

El tema de la sección 20.3 lo constituyeron las ecuaciones diferenciales or¬ 
dinarias de segundo orden, en particular, el método de Runge-Kutta-Nystrom, 
que es una extensión del método de Runge-Kutta a estas ecuaciones. 

Los métodos numéricos para las ecuaciones diferenciales parciales se ob¬ 
tienen al sustituir las derivadas parciales por cocientes en diferencias. Lo ante¬ 
rior conduce a ecuaciones en diferencias de aproximación, para la ecuación de 
Laplace a (sección 20.4) 


“i+i,j + "u+i + U i-U + u i.j~ 1 


4 «y = O- 
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MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALE 


para la ecuación del calor a (sección 20.6) 

(6) T ("ij +1 “ u ip ~ Tí K+lj " 2u ij + u i-l,p 


y para la ecuación de onda a (sección 20.7) 


£2 


2u ij + u u _ 


2u ij + 


aquí, h y k son los tamaños de la rrtalla de una rejilla en las direcciones x y y, 
respectivamente, donde en (6) y (7) la variable y es el tiempo t. 

Las ecuaciones anteriores son elíptica, parabólica e hiperbólica, respecti¬ 
vamente. Los métodos numéricos correspondientes difieren por lo siguiente. 
Para las ecuaciones elípticas se tienen problemas con valores frontera, y para 
éstos se analizaron el método de Gauss-Seidel o de Liebmann y el método 
ADI (secciones 20.4, 20,5). Para las ecuaciones parabólicas se cuenta con una 
condición inicial y condiciones en la frontera, y se analizaron un método direc¬ 
to y el método de Crank-Nicoison (sección 20.6). Para las ecuaciones 
hiperbólicas, los problemas son semejantes, aunque se tiene una segunda con¬ 
dición inicial; en la sección 20.7 se explicó cómo manejar numéricamente tales 
problemas. 
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Capítulo 21 Optimización no restringida, programación lineal 
Capítulo 22 Gráficas y análisis combinatorio 


Las ideas de optimización y la aplicación de gráficas y digráficas (gráficas dirigidas) 
desempeñan un papel creciente en ingeniería, computación, teoría de sistemas, eco¬ 
nomía y otras áreas. En esta parte se explicarán algunos conceptos, métodos y resul¬ 
tados básicos en optimización no restringida (sección 21.2), programación lineal (sec¬ 
ciones 21.1-21.4), gráficas y digráficas y su aplicación en optimización combinatoria 
(capítulo 22). Los métodos combinatorios que implican gráficas y digráficas son 
relativamente nuevos y constituyen un área interesante de investigación aplicada y 
teórica que se está llevando a cabo. 
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En este capítulo se proporciona una introducción a los conceptos, métodos y 
resultados más importantes de la optimización. Los principios de optimización 
son cada vez más importantes en el diseño moderno y en la operación de sistemas 
en varias áreas. El desarrollo reciente ha sido afectado por las modernas 
computadoras capaces de resolver problemas a gran escala, así como por la crea¬ 
ción correspondiente de nuevas técnicas de optimización, de modo que todo el 
campo se encuentra en proceso de convertirse en una gran área por sí mismo. 

Prerrequisito: Ligeros conocimientos sobre sistemas lineales de ecuaciones. 

Bibliografía: Apéndice 1, parte F. 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2, 

21 . 1 CONCEPTOS BÁSICOS. OPTIMIZACIÓN NO RESTRINGIDA 

En un problema de optimización, el objetivo es optimizar (maximizar o minimizar) 
alguna función f Esta función f se denomina función objetivo. 

Por ejemplo, una función objetivo/que va a maximizarse puede ser la ganancia 
generada en la producción de televisores, el rendimiento por minuto en un proceso quími¬ 
co, el kilometraje por litro de cierto tipo de automóvil, el número de clientes por hora 
atendidos en una oficina, la dureza del acero o la resistencia a la tensión de una cuerda. 

De manera semejante, se desearía minimizar /si./es el costo por unidad para producir 
ciertas cámaras fotográficas, el costo de operación de alguna planta de energía eléctri¬ 
ca, la pérdida diaria de calor en un sistema de calefacción, el tiempo de inactividad de 
algún tomo, o el tiempo necesario para producir un guardafango de un automóvil. 

En casi todos los problemas de optimización la función objetivo/depende de 
varias variables 

x , • - ■ , .r„. 
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Éstas se denominan variables de control porque es posible "controlarlas", es decii 
escoger sus valores. 

Por ejemplo, el rendimiento de un proceso químico puede depender de la pre¬ 
sión x. y la temperatura x_. La eficiencia de cierto sistema de acondicionamiento del 
aire puede depender de la temperatura x | , la presión del airex 2 , el contenido de hume 

dad*,, el área de la sección transversal de salidar , y así sucesivamente. 

3 4 


L.a teoría de la optimización desarrolla métodos para efectuar elecciones ópti 
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mas dex, 


, x que maximicen (minimicen) la función objetivo f es decir, métodos 


para encontrar valores óptimos de x^, • , .v. 

En muchos problemas, la elección de los valores de x |; • • - , x f¡ no es completa 
mente libre, sino que está sujeta a algunas restricciones, es decir, condiciones adi 
cionales que provienen de la naturaleza del problema y de las variables. 

Por ejemplo, si x ( es el costo de producción, entonces x ] ¿ 0, y existen muchas 
otras variables (tiempo, peso, distancia recorrida por un vendedor, etc.) que no pue 
den asumir valores negativos Las restricciones también pueden presentarse en forma 
de ecuaciones (en lugar de desigualdades). 

Primero se considerará la optimización no restringida en el caso de una fun 
ción/G, ■ - • , x ) con valores reales. Por conveniencia, se puede escribir también 
x = (xj, ' • - ,x h ) y A*)- 

Por definición,/tiene un mínimo en un punto x = X Q en una región R en donde 
/está definida, si/(x) > /(X 0 ) para toda x en R. De manera semejante,/tiene un 
máximo en X Q si f[x) ¿/[X Q ) para toda x en R. Los máximos y los mínimos en 
conjunto se denominan extremos. 

Además, se dice que/tiene un mínimo local en X Q si_/(x) >/(X 0 ) para toda x en 
una vecindad de X Q , por ejemplo, para todo x que satisfaga 


|x - X 0 | = [(x, - X,) 2 + ■ • ■ + (x n - X n ) 2 ] 1/2 < r, 

en donde X p = (X , • • ■' f X ) y ;• > 0 es suficientemente pequeño. Un máximo locai se 
define de modo semejante. 

Si/es diferenciable y tiene un extremo en un punto X Q en el interior de R (es 
decir, no sobre la frontera), entonces las derivadas parciales djldx^ • - • , djldx■ deben 
ser cero en X 0 , Éstas son las componentes de un vector denominado gradiente de/y 
que se denota por grad f o Vf (Para n = 3 lo anterior coincide con lo visto en la 
sección 8.9). Por tanto. 


mi 
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Él 
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(1) V/(X 0 ) = 0. 

Un punto X p en que se cumple (1) se denomina punto estacionario de/. 

La condición (1) es necesaria para que se tenga un extremo de f en X 0 , en el 
interior de R, pero no es suficiente. En efecto, si n = 1, entonces para y =/(x) la 
condición (1) es y'=f'(x) = 0; y, por ejemplo, y = x } satisface^' = 3x 2 = 0 en x = X 0 = 0, 
en donde/no tiene un valor extremo, sino un punto de inflexión. De manera semejante, 
para/(x) = x | x 2 se tiene V/(0) = 0, y /no tiene un extremo, sino un punto silla en 0. Por 
tanto, después de resolver (1), todavía debe averiguarse si se ha obtenido un extremo. 
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Para el caso en que n = 1, las condiciones y'(A^) = 0, ,v"(X 0 )> 0 garantizan un mínimo 
local en X Q , y las condiciones y '{X Q ) = O.y"^) < 0 garantizan un máximo local en X Q , 
como se sabe por lo estudiado en cálculo. Para n > 1 existen criterios semejantes. Siñ 
embargo, en la práctica hasta resolver (1) a menudo es difícil. Por esta razón, por lo 
general se prefiere la resolución por iteración, mediante procesos de búsqueda que 
parten en algún punto y se mueven paso a paso hacia puntos en los que/es menor (si 
se desea un mínimo en f o mayor (en el caso de un máximo). 

El método del descenso más pronunciado o método del gradiente de Cauchy 
es de este tipo. Fue introducido en 1847 y ha tenido gran aceptación desde entonces. 1 
La idea es encontrar un mínimo de/(x) calculando repetidamente mínimos de una 
función g(t) de una sola variable í, como se indica en seguida. Suponer que/tiene un 
mínimo en X Q y que se parte de un punto x. Entonces, se busca un mínimo de/lo más 
próximo a x, a lo largo de la recta en dirección de 

— V/(x), 

la dirección del descenso más pronunciado (= dirección del decremento máximo) de 
/en x; es decir, se determinan el valor de / y el punto correspondiente 

(2) z(0 = x - tV/(x) 
en el que la función 

(3) gU) = /(z(0) 

tiene un mínimo. Se toma este z(f) como la siguiente aproximación a X„. 

Ejemplo 1. Método del descenso más pronunciado. 

Determinar el mínimo de 

(4) /(x) = x, z + 3x 2 2 . 

partiendo de x = 6¡ + 3j y aplicando el método del descenso más pronunciado 

Solución. Por inspección, resulta evidente que/lx) tiene un mínimo en 0. Conocer la solución proporcio¬ 
na una mejor sensación de la manera en que funciono el método 
Se obtiene V/(.v) = hc t \ + 6xJ y, a partir de ésto, 

z(r) = x - rV/(x) = (1 - 2r)x,¡ + (I - 6/)x 2 j 

liU) = /U(rn = (I - 2 r) 2 X] 2 + 3(1 - 6í) 2 x 2 2 . 

Ahora se calcula 

/(;) = 2(1 - 2r).tj Z { - 2) + 6(1- 6/)„v 2 2 (-6), 
se hace g '{() ~ 0 y se despeja /, con lo que se encuentra 

* A veces la convergencia puede ser lenta. Respecto a métodos más refinados y avances recientes, 
consultar la obra citada en el apéndice 1 como referencia F7 . 
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Partiendo de x n = 6¡ + 3j se calculan los valores de la tabla 21.1, que se muestran en la figura 446. | ,1 

La figura 446 sugiere que, en el caso de elipses delgadas ("un largo y angosto $ 
valle"), la convergencia sería mala. El lector puede confirmar este hecho, reempla- 3 
zando en (4) el coeficiente 3 por uno más grande. Para obtener información acerca de í 
descensos más elaborados y otros métodos, algunos de ellos aplicables también a •; 
funciones vectoriales de variables vectoriales, consultar la bibliografía mencionada ■ 
en la parte F del apéndice 1. 



Figura 446. Método del descenso más pronunciado en el ejemplo 1. 

Tabla 21.1 

Método del descenso más pronunciado. Cálculos del ejemplo 1— 


n 


X 

t 

1 - 2 1 

1 - 6 1 

0 

6.000 

3.000 

0.210 

0.581 

-0.258 

1 

3.484 

-0.774 

0.310 

0.381 

-0.857 

2 

1.327 

0.664 

0.210 

0.581 

-0.258 

3 

0.771 

-0.171 

0.310 

0.381 

-0.857 

4 

0.294 

0.147 

0.210 

0.581 

-0.258 

5 

6 

0.170 

0.065 

-0.038 

0.032 

0.310 

0.381 

-0.857 


Problemas de la sección 21.1 

1. ¿Qué sucede si se aplica el método del descenso más pronunciado a f[x) = x 2 + x, 2 ? 
(¡Explicar la respuesta!) 

2. Aplicar el método del descenso más pronunciado a J[x) = x^ + 1.1.x, 2 , partiendo de x 0 = 6¡ 
+ 3j (tres pasos). ¿Por qué es más rápida la convergencia que en ef ejemplo I ? 

3. En el problema 2, se parte de x 0 = 1.1 i + j Demostrar que las aproximaciones siguientes 
son x ( = k( 1.1 i - j), x, = A~x 0 , etc., donde k= 0 .1 /2.1 . 

4. Comprobar que, en el ejemplo I, los gradientes sucesivos son ortogonales (perpendicula- 
res). ¿Sucede esto sólo por azar? 

5. Aplicar el método del descenso más pronunciado a/(x) = x 2 + ex, 2 . Partiendo de x Q = ci 
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+ j, demostrar que las aproximaciones subsiguientes son x = a (ci + (-l)'"j), donde = 
(c — l) m /(c + l) m . Concluir que para c grande (elipses delgadas,/(x) = constante) la con¬ 
vergencia se vuelve deficiente. 

6. Aplicar el método del descenso más pronunciado a/(x) = x 4 + x, 4 - 12, partiendo de 
2¡ + 2j. 

7. Trazar algunas curvasyfx) = constante en el problema 6 para obtener una representación 
de calidad del comportamiento del método del descenso más pronunciado para diferentes 
elecciones del punto de inicio. 

8. Aplicar el método del descenso más pronunciado a/(x) = x^ 2 - x, 2 , que no tiene mínimo, 
y observe qué sucede. Empezar desde x Q = ¡ + j. 

9. Aplicar el método del descenso más pronunciado a/(x) = ,x, 4 — 16x, 4 . Empezar desde x 0 = 
i + j. Ejecutar un paso. 

10. ¿Qué sucede si se aplica al método del descenso más pronunciado a_/(x) = + fcx,? 

Primero adivinar la respuesta, luego calcularla. 


21.2 PROGRAMACIÓN LINEAL 

La programación lineal (u optimización lineal) consiste en métodos para resolver 
problemas de optimización con restricciones en los que la función objetivo/es una 
función lineal en las variables de control x,, • • - , x_, y el dominio de estas variables 
está restringido por un sistema de desigualdades lineales. Con frecuencia surgen pro¬ 
blemas de este tipo, por ejemplo en producción, distribución de mercancías, econo¬ 
mía y teoría de la aproximación. Esto se ilustrará con un ejemplo sencillo. 


Ejemplo ). Plan de producción. 

Suponer que en la producción de dos tipos de recipientes, K y ¿, se utilizan dos máquinas, M ] y AT, Para 
producir un recipiente K, Afj necesita dos minutos y M Jt cuatro minutos. De manera semejante, L ocupa 
ocho minutos a M y cuatro minutos a A?, l.a ganancia neta para un recipiente K es de S29 y para uno L 
es de $45, Determinar el plan de producción que maximice la ganancia neta 

Solución. Si se producen x recipientes K y x, recipientes L por hora, la ganancia neta por hora es 

f(x j, x 2 ) = 29xj + 45 x 2 . 

Las restricciones son 


(resultante de la máquina M\) 
(resultante de la máquina Mi) 


En la figura 447 se muestran estas restricciones. (x r x,) debe encontrarse en el primer cuadrante y por 
debajo de la recta 2X, + 8x, = 60, o sobre ella, asi como por debajo de la recta óx i + 4x 2 = 60, o sobre ella. 
Por tanto, (x^ x 2 ) queda restringido al cuadrilátero O ABC. Tiene que hallarse (x )t x 2 ) en OABC tal que 
,/ÍXj, x,) sea máximo. Ahora b¡en,,/fx | ,x,) = 0 da x, = ~(29/45)r | (ver la figura 447). i .as rectas f[x [t x 2 ) - 
constante son paralelas a aquélla. Se observa que B , es decir, x ( = 10, x, - 5, da el óptimo./(10, 5) = 515. 
Por tanto, la respuesta es que el plan óptimo de producción que maximiza la ganancia se logra al produ¬ 
cir los recipientes K y L en la razón 2:1, en donde la ganancia máxima es de $515 por hora, B 
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Figura 447. Programación lineal en el ejemplo 1. 

Observar' que el problema del ejemplo 1 o problemas de optimización semejan 
tes no pueden resolverse al hacer ciertas derivadas parciales iguales a cero, porque en 
el problema es determinante la región en la que las variables de control pueden 
variar. 

Además, el método "geométrico" o gráfico que se ilustró en el ejemplo 1 está 
confinado^ a dos variables, x ,x . Sin embargo, la mayor parte de los problemas prác 
ticos implican más variables, de modo que se requieren otros métodos de resolución. 

Forma normal de un problema de programación lineal 

Con el fin de prepararse para esos métodos, se demostrará que las restricciones pue 
den escribirse de manera más uniforme. La idea se explicará en términos de la prime 
ra desigualdad dada en (1), 

2 xj + 8x 2 S 60. 

Esta desigualdad implica que 60 — 2x t — 8x, j> 0 (e inversamente), es decir, la cantidad 

x 3 = 60 — 2x 1 — 8x 2 

es no negativa. En consecuencia, la desigualdad original puede escribirse ahora como 

2x 1 + 8x 2 + x 3 = 60, 
x 3 is 0. 

x 1 es una variable auxiliar no negativa introducida con el propósito de convertir las 
desigualdades en ecuaciones. Una variable de este tipo se denomina variable de 
holgura. 


Ejemplo 2. Conversión de desigualdades en ecuaciones utilizando variables de 
holgura. 

Con ayuda de dos variables de holgura rq y x,, el problema de programación lineal del ejemplo I puede 
escribirse en la forma siguiente. Maximizar 


t = 29 x | + 45 x, 


(/ F: ( f ■ f (. 
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PROGRAMACIÓN LINEAL 

bajo tas restricciones 


2r, + 8x, + r, 


i"j B 0 (/ = I, , 4). 

Ahora se tienen n = 4 variables y m - 2 ecuaciones (llnealmente independientes), de modo que dos de las 
cuatro variables, por ejemplo x ] ,x 2 , determinan a las otras. También observar que cada uno de los cuatro 
lados del cuadrilátero de |a figura 447 ahora tiene una ecuación de la forma x ; = 0: 

OA: ,x 2 = 0, AB: x 4 = 0, BC: x 3 = 0, CO: aq = 0. 

Un vértice del cuadrilátero es la Intersección dé dos lados. Por tanto, en un vértice, n-m = 4- 2 = 2dc 
las variables son cero y las otras son no negativas. Por tanto, en A se tiene jq = 0, jq = 0, y asi sucesiva¬ 
mente. ® 

El ejemplo dado sugiere que un problema general de optimización lineal puede 
’ llevarse a la forma normal siguiente: Maximizar 


f — C]Xj + CjjXg + - • • + C n x n 


sujeta a las restricciones 


a \l x \ + • ■ • + a ln x n 
a 2l X l + ‘ + a 2n x n ~ ^2 


mn n m 


X- = 0 (t=l,--, n ). 


Aquí,x,, ■ ■ • ,x incluyen a las variables de holgura (para las cuales las c que aparecen 
en/son cero). Se supone que las ecuaciones en (4) son linealmente independientes. 
Entonces, si se eligen valores para n — m de las variables, el sistema determina en 
forma única a las otras. 

Recuerde que el problema propuesto incluye también la minimización de una 
función objetivo /, dado que ésto corresponde a maximizar -f y, por tanto, no es 
necesario considerarla por separado. 

Una n-ada (x , - - • , x ) que satisface todas las restricciones en (4) se denomina 
punto factible o solución factible. Se dice que una solución factible es óptima si, 
para ella, la función objetivo f se convierte en un máximo, en comparación con los 
valores de/en todas las soluciones factibles. 

Por último, por solución factible básica se quiere dar a entender que se trata de 
una solución factible para la que por lo menos n - m de las variables x t , - ■ • , x j( son 












OPTIMIZACIÓN NO RESTRINGIDA, PROGRAMACIÓN LINEAL M 

cero. Así, en el ejemplo 2 se tiene que n = 4, m = 2, y las soluciones factibles básicas I 
son los cuatro vértices O, A, B, C de la figura 447. Aqui B es una solución óptima (lá ’i 
única en este ejemplo). ,i|í 

El siguiente teorema es fundamental. 'I 

Teorema 1 (solución óptima) i| 

Alguna solución óptima de un problema de programación lineal (3), (4) también es fi 
una solución factible básica de (3), (4). !¿ 

Respecto a la demostración, consultar la obra citada en el apéndice 1 como refe- J 
rencia [FIO], capitulo 3. Un problema puede tener muchas soluciones óptimas, sin 'í 
que por ello todas sean factibles básicas; pero el teorema garantiza que puede encon- | 
trarse una solución óptima buscando entre las soluciones factibles básicas. Esto cons- I 

tituye una gran simplificación, pero dado que existen f n maneras diferentes de í 

\n-mj l 

igualar a cero n — m de las n variables, considerar todas estas posibilidades, eliminar íi 
aquéllas que no sean factibles y buscar entre las restantes todavía implicariamucho traba- 
jo, incluso cuando ny m fuesen relativamente pequeños Entonces, se necesita una bús- f 

queda sistemática. En la sección que sigue se explicará un importante método de este tipo. i; 

Problemas de la sección 21.2 i 

En cada caso, describir y graficar la región en el primer cuadrante del plano x^x, determinada 
por el conjunto de desigualdades lineales dado. 


1. + 2 x 2 S 8 

Xj — x 2 S 0 
x, £ 1.5 


9x i ~ 2 x 2 

5xj + 6x 2 ; 


5. x, 4- 3x 2 
2 Xj + x 2 


3. — 0.5Xj + x 2 £ 2 
x, + x 2 S 2 
— Xj + 5 x 2 a 5 


0,4xj — x 2 
9. — 2xj + 3 x 2 


Maximizar la función objetivo/"dada sujeta a las restricciones que se indican. 


10. / — 2xj + 3 x 2 , 4xj + 3x z i 

11. / = - lOXj + 2 x 2 , Xj B 0, x 2 


! a -3, X 2 
, B - 1, x, - 


i 6 , 2 Xj - 

x_ S 6, x 
2x„ £ 14 


12. / = 3xj - 6x 2 , 4Xj + x 2 B 4, -x, + 2x 2 B 6, x, + 2x z £ 14 

13, Minimizar/en el problema 10, 

14, Minimizar/"en el problema I 1. 

15. Maximizar la ganancia diaria en la fabricación de dos aleaciones A ^ A n que son mezclas 

diferentes de dos metales M^ como se muestra 
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Proporción de metal 

Abastecimiento 

Metal 

En la aleación A ( 

En la aleación A^ 

diario (toneladas) 

M, 

0.5 

0.25 

10 

m 2 

0.5 

0.75 

15 

Ganancia 
neta ($ por 
tonelada) 

60 

50 



16. Maximizar el rendimiento diario total f~x ] + X,, de una producción en la que es posible 
elegir entre dos procesos de producción sujetos a las restricciones 

u ' . 

Exj + 4x 2 si 200 (mano de obra) 5x¡ + 2x 2 = 150 (horas de máquina) 

17. Una compañía fabrica y vende dos modelos de lámparas, L , L ^ siendo la ganancia de $15 

y $10, respectivamente. El proceso requiere de dos trabajadores IV, W quienes disponen 
de 100 horas y 80 horas por mes, respectivamente, para efectuar este tipo de trabajo. W 
anua una en 20 minutos y una A., en 30 minutos. pinta una L J en 20 minutos y una L 7 

en 10 minutos. Suponiendo que todas las lámparas que se fabrican pueden venderse sin 
dificultad, detenninar los valores de producción que maximizan la ganancia. 

18. ¿Cuál es el significado de las variables de holgura Xy x A del ejemplo 2 en términos del 
problerpa en el ejemplo I? 

19. ¿Podría hallarse una ganancia,/^, x.,) = r^Xj + cuyo máximo esté en un punto inte¬ 
rior del cuadrilátero de la figura 447? (Justificarla respuesta.) 

20. En el ejemplo 1, la solución es única. ¿Puede esperarse siempre unicidad? (Justificar la 
respuesta.) 


21.3 MÉTODO SIMPLEX 

De lo visto en la sección anterior se recuerda lo siguiente: un problema de optimización 
lineal (problema de programación lineal) puede escribirse en forma normal, es decir, 
maximizar 

(1) / = CjXj + • • • + C n x n 

sujeta a las restricciones 


a u x x + ■ 

* " + 

a ln x n 

= b l 

a 21 X l + 

- • + 

a 2n x n 

— ¿> 2 

a ml X l + 

■ - • + 

a mn x n 

= b m 

% 

ÜV 

o 

V = 

],---, 

n). 


Para hallar una solución óptima de este problema sólo se necesita considerar las solu¬ 
ciones factibles básicas (definidas en la sección 21.2), pero éstas todavía son tantas 
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que tiene que seguirse un procedimiento de búsqueda sistemático. En 1948, G. B. 
Dantzig publicó un método iterativo denominado método simplex, para ese fin. En 
este método se procede paso a paso a partir de una solución factible básica a otra, de 
modo que la función objetivo/siempre incremente su valor. El método principia con 
una Operación / Q inicial en la que se encuentra una solución factible básica de la cual 
partir y, a continuación, cada paso consiste en tres operaciones, 

Operación O \ Prueba respecto a la optimalidad, 

Operación <9/ Ubicación de una mejor solución factible básica, 

Operación 0 } : Transición a tal solución mejor 
Se describirán los detalles y, simultáneamente, se ilustrarán por medio de un ejemplo 
sencillo (el ejemplo de la sección 212, que puede resolverse aplicando un método 
elemental, como se ha visto) 

Operación inicial 

Encontrar cualquier solución factible básica (necesaria para empezar la iteración). 
Es decir, dividir las variables x ( , • • ■ , x j( en dos clases seleccionando primero m 
variables, que se denominarán variables básicas; entonces las otras n - m varia¬ 
bles son aquéllas que deben ser cero en una solución factible básica; éstas se deno¬ 
minan variables no básicas o de la derecha porque se escribirán en el miembro 
derecho del sistema dado (2), el que se resolverá para las variables básicas. Como 
ilustración: 

Maximizar 

(3a) / = 29xj 4 45x 2 

sujeta a las restricciones 

2xj + 8x 2 4- x 3 — 60 

(3b) 4.t, 4 4.t 2 4 x 4 = 60 

í¡gO (t = 1, • ■ • , 4). 

Por ejemplo, x 4 , x se toman como las variables básicas. En (3b) se despejan tales 
variables: 

(4) *3 = 60 - 2xj - 8x 2 

x 4 = 60 - 4xj — 4x 2 . 

En los casos favorables, como éste, se obtienen los valores de las variables de una 
solución factible básica al igualar a cero las variables de la derecha. En efecto, x 3 = 60, 
x 4 = 60, y la solución factible básica deseada es el punto O, el origen x ] = 0, x 2 = 0 de 
la figura 447 en la sección previa. 

Si con este método se obtiene un valor negativo para alguna de las variables 
básicas, entonces es necesario intentar otro conjunto de éstas. 
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Primer paso. Operación f/: Prueba respecto a la optimalidad. 

Determinar si todos los coeficientes de f expresados como una función de las varia¬ 
bles de la derecha presentes son negativos o cero. 

Si se satisface el criterio de optimaiidad, entonces ia solución factible básica es 
óptima. 

En efecto, entonces/no puede incrementarse si se asignan valores positivos (en 
lugar de cero) a las variables de la derecha; recordar que no se permiten valores 
negativos. Entonces esta condición es suficiente para asegurar optimalidad y puede 
demostrarse que también es necesaria. 

En el ejemplo, ya que por la elección efectuada las variables de la derecha son x ( , 
x 2 , entonces es necesario considerar a f como una función de éstas, es decir,/ = 29x ( 
+ 45x 2 . El criterio hace ver que x ( = 0, x 2 = 0 no es óptima, ya que 29 y 45 son 
positivos. 

Primer paso. Operación O Búsqueda de una mejor solución factible básica 
Si la solución factible básica que acaba de probarse no es óptima, entonces es necesa¬ 
rio pasar a una solución factible básica vecina para la que/sea mayor, como se indica 
enseguida. 

Pasar a una solución factible básica vecina significa ir hacia un punto en el que 
otra x ( sea cero; es decir, tiene que hacerse un intercambio: la variable x,, que ahora 
será cero, sale del conjunto de variables básicas y, en su lugar, otra variable se con¬ 
vierte en básica. Se explicará este método de intercambio 

Considerar una variable de la derecha x R que tiene un coeficiente positivo en f. 
Las otras variables de la derecha se mantienen iguales a cero. Se determina el mayor 
incremento Ax R de x R tal que todas las variables básicas (antiguas) todavía sean no 
negativas; también se enumera el incremento correspondiente Af de/ 

En (4), parax! lo anterior queda como se indica enseguida 

x 3 = 60 - 2x x - 8 x 2 , 0 = 60 - 2x x , Ax x = 30, Af = 29Ax 1 = 870. 
x 4 = 60 — 4xj — 4x z , 0 = 60 — 4x x , Ax x = 15, Af = 29Ax x = 435. 

Se subrayax = X! en la ecuación que inhibió todo incremento adicional en x R [como 
se muestra en (5)]. Lo anterior se efectúa para toda variable de la derecha x R cuyo 
coeficiente en f expresado como una función de las variables de la derecha, sea 
positivo. 

Por tanto, también es necesario considerar x = * 2 , en donde se subraya como 
antes: 

x, = 60 - 2x, - 8x„ 0 = 60 - 8x„ Ax, = 7.5, Af = 45Ax, = 337.5 

( 6 ) J 1 — i- ¿ ¿ ¿ 

x 4 = 60 - 4xj - 4x 2 , 0 = 60 - 4x 2 , Ax 2 =15, Af = 45Ax 2 = 675. 

Primer paso. Operación O s \ Intercambio de variable. 

Considerar las ecuaciones en que está subrayada una variable. Entonces, en (5), (6), 

x 3 = 60 - 2xj - 8 x 2 , 
x 4 = 60 - 4xj - 4 x 2 , 


(7) 


Af = 337.5 
Af = 435. 
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La variable de la derecha x R que dio lugar al mayor A f se intercambia con la variabl^g 
básica en la ecuación en que está subrayada x R , Por tanto, debido a (7), tienen quep 
intercambiarse x yx , de modo que x, se convierte ahora en básica yx 4 de la derechai| 
El sistema se resuelve para las nuevas variables básicas. Por consiguiente, al despejají 
x en la segunda ecuación de (7) e insertar x ( en la primera ecuación de (7) se obtiene! 


( 8 ) 


15 

30 


6x~ + 


4^4 

Í x 4- 


Segundo paso. Efectuar las operaciones O , O r O jt 

aplicando (8). Así, en la operación O ahora debe expresarse/= 29x { + 45x 2 en 
términos de las nuevas variables de la derecha x 2 , x 4 . Usando la primera ecuación en 
(8), se encuentra 



(9) 


/ = 435 + 16x„ 


7.25x 4 . 


Por el criterio de optimalidad, la solución factible básica presente (punto A de la;,’ 
ñgura 447, sección 21.2) no es óptima porque x 2 tiene un coeficiente positivo en (9).» 


( 10 ) 


En la operación 0 2 ahora se considera x R - 
= 15 — x n — ix., 0=15 — 


x 2 . Por (8) 


Ax„ 


30 


6x 2 + 


0 = 30 — 6x,, Ax, 


15, 

5, 


A f 
A f 


16Ax 2 

16Ax 0 


240 

80. 


No es necesario considerar x 4 porque su coeficiente en (9) es negativo. 

En la operación 0 3 se intercambian x 2 y x y el sistema se resuelve para las 
nuevas variables básicas x^x.,, despejando x 2 en la segunda ecuación de (10) y luego 
insertando el resultado en la primera ecuación de (10), con lo que se obtiene 


( 11 ) 


10 + ¿x 3 


3^4 


Tercer pasó. Efectuar las operaciones O , O s , 
aplicando (11). Así, en la operación O t es necesario expresar f- 
ténninos de x. 


29x, 


, x 4 - Por (11), 


+ 45x 2 en 


( 12 ) 


/ = 515 


2.667x, 


5.917x, 


Con base en el criterio de optimalidad, esta solución factible básica es óptima porque 


las variables de la derecha x. 


obtiene a partir de (12) con x 3 = 0, x 4 
concluye por (11) con x 3 = 0, x 4 = 0, a saber, x 
resultado obtenido en la sección 21 


y x tienen coeficientes negativos. El valor/) 


..__515 se 

° ópt 

0. El punto (x , x ) en que ocurre el optimo se 


10, x = 5. Esto concuerda con el 


En la tabla 21,2 se muestra un arreglo tabular de los cálculos. En cada paso, 
las variables de la derecha se enumeran en el renglón de arriba. Las flechas apuntan 
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a las variables que entran o salen como variables básicas. ¡Precaución! En las publi¬ 
caciones sobre el tema algunas veces se enumeran los negativos de las variables de la 
derecha (—x,, —x 2 , etc.); este hecho introduce el factor --1 en todos los coeficientés. 
Como se trata, sin embargo, de un convencionalismo que nada agrega a la idea del 
método como tal ni ayuda a su mejor comprensión, no se adoptará en este libro. 

Tabla 21.2 

Método simplex, cálculos en forma tabular 



Variables 


4H 



básicas 

Constantes 

x i 

x 2 

Primer 

x 3 

60 

-2 

-8 

paso 

x 4 

60 

-4 

-4 


/ 

0 

29 

45 


Variables 


* 



básicas 

Constantes 

x z 

X 4 

Segundo 

x. 

15 

- 1 

-0.25 

paso 

«■x 3 

30 

-6 

0.5 


/ 

435 

16 

-7.25 


Variables 





básicas 

Constantes 

X 2 

X 4 

Tercer 

X, 

10 

0.167 

-0.333 

paso 

4 

5 

-0.167 

0.083 


/ 

515 

-2.667 

-5.917 


Problemas de la sección 21.3 

1. En el ejemplo analizado en el texto, aplicar el método simplex partiendo de x,, x 4 como 
variables básicas. 

En el ejemplo del texto, sustituir/por/= 15x | + 30x n y aplicar el método simplex, partien¬ 
do dex 3 ,x 4 como variables básicas En el paso 1 de la operación Oy será necesario hacer 
una elección en el intercambio de variables. Explicar por qué. 


2 . 


3. 


Maximizar/= 3x + 2x, sujeta a las restricciones x ( > 0, x, > 0, 


60, 


60, 


10xj + 2 x 2 S 120; 


escribir el problema en forma nonnal y aplicar el método simplex, tomando las variables 
de holgura corno las variables básicas iniciales 

4. Aplicar el método simplex para maximizar el rendimiento diario/= x { + x, en la produc¬ 
ción de sillas con dos procesos diferentes, sujeta a las restricciones 

3„Vj + 4 x 2 Sí 550 (horas de máquina) 5x t + 4x 2 S 650 (mano de obra) 

5. Aplicar el método simplex para maximizar la ganancia en la producción diaria de dos 
tipos de marcos metálicos F (ganancia por marco de $90) y A, (ganancia por marco de 
$50) sujeta a las restricciones (x y x. 


= cantidades de F , A, producidos por dia) 


: 3 .3 J j ■') 


7 3 L), j 


.) J 


■J -3 


ú '@ ( .í 
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,Vj + 3x z S 18 (material) üi 

ts 

+ X 2 § 10 (horas de máquina) . 

■Vi 

3x, + x z ^ 24 (horas de mano de obra) :A & 

fá; 

6. Maximizar 'f~2x ] + 3x, + x 3 sujeta a 

x x ^ 0, x 2 ^ 0, x 3 S 0, x l + x 2 + x 3 ^ 4.8, 10x, + x 3 ^ 9.9, x 2 - x 3 g 0.2. 

7. Maximizar/- x ( + 4x, - x^ sujeta a las mismas restricciones que en el problema 6 • 

8. Maximizar f = 2x ( + x n + 3x sujeta a tí 

MÍ 

Xj = 0, x 2 & 0, x 3 s 0, 4.Xj + 3x 2 + 6x 3 gg 12. 

9. Una compañía produce baterías I, II eligiendo entre cuatro procesos de producción P ]t P^, 
(para I) y Py P A (para II) La ganancia por batería es de $10 para I y de $20 para II;; 
Maximizar la ganancia total/ = 10.^ + 1Ox., + 20 x 3 + 20.r 4 sujeta a las restricciones 

12Xj + 8 x 2 + 6x 3 + 4x 4 ^ 120 (horas de máquina) '” 

3xj + 6x 2 + 12 x 3 4- 24x 4 § 180 (horas de mano de obra) 

10. Suponer que para ciertos fusibles la ganancia es de $3 por caja y que puede elegirse entre 
seis procesos de producción P , P b Maximizar la ganancia total sujeta a las restric¬ 
ciones ( x. — número de cajas de fusibles producidas por pp 

10Xj + 4x 2 + 16.v 3 + 7 5x 4 + 5.6x s + 4.4x 0 g 400 (máquina/V/,) 

2Xj + 4x 2 + I.6x 3 + 2-4v 4 + 2.8x 5 + 3.3x 6 s 120 (máquina M 2 ) >■ 

21.4 MÉTODO SIMPLEX: DEGENERACIÓN, DIFICULTADES 
EN EL INICIO 

De lo visto en la sección precedente, se recuerda que en el método simplex se proce¬ 
de paso a paso a partir de una solución factible básica hacia otra, incrementando de 
este modo el valor de la función objetivo/hasta que se alcanza una solución óptima. 
Cada una de estas transiciones se realiza por medio de un intercambio en el que una 
de las variables de la derecha se convierte en una variable básica y viceversa. 

Puede ocurrir, sin embargo, que una solución factible básica no sea óptima, y 
que tampoco sea posible incrementar/intercambiando una sola variable sin entrar en 
conflicto con las restricciones. Esta situación sólo puede presentarse para una solu¬ 
ción factible básica en la que más de n — m variables sean cero (con m y n como se 
definieron en la sección 21,3). Tal solución se denomina solución factible degene¬ 
rada. En un caso así se intercambia una variable de la derecha por una variable 
básica que sea cero para esa solución y luego se procede como ya se estableció. En 
casos más complicados es posible que tengan que llevarse a cabo varios de estos 
intercambios adicionales. 
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í 

satisfacen todas las restricciones, es decir, se tiene una solución factible básica (punto O de la figura 
y puede iniciarse el proceso iterativo, 

Primer paso. Se realiza la prueba de optimalidad., En (3), las variables de la derecha son En térmi 

de éstas,/queda definida por(l)s El criterio de optimalidad (sección 21.3) muestra que/no es óptima^ 
Se prepara el intercambio de una variable. Es necesario considerar tanto x ( como ya que las & 
tienen coeficientes positivos en f\ ver (1). Se considerará x ] . A partir de (3) y (I) se obtiene 1 

x 3 == 16 ~ 2xj - x 2 , Axj = 8, A/ = 150Axj = 1200 

x 4 — 8 ~ x, — x 2 Axj = 8, A/ = 150Axj = 1200 


De manera semejante, para x a partir de (3) y (1) se obtiene 


16 ~ 2x t — x 2 . 


x 5 = 3.5 - Xg, Ax 2 - 3.5, A/ - 300 Ax 2 - 1050. 

Se observa que debe intercambiarse x )t ya que entonces se obtiene el incremento máximo posible, A/j) 
1200. Por lo subrayado se observa que es posible intercambiar x ¡ y Xy o bien, x } y x 4 „ Se intercambiara 
Xj y Xy Despejando las nuevas variables básicas x )t x 4 y x 5> se obtiene | 


— 0„5x 2 + 0.5 x 3 


Por tanto, la solución factible básica presente es 


(punto A de la figura 448), y se observa que es degenerada , ya que tiene más den-m — 5 — 3-2 ceros 
a saber, tiene 3 ceros. 

Segundo paso. Se realiza la prueba de optimalidad. Para ello es necesario expresar /"en ténninos de las 
nuevas variables de la derecha x,, jr , De (1) y la primera ecuación en (4) se obtiene 

(5) / = 1200 + 225x z - 75x 3 „ 

El criterio de optimalidad muestra que la presente solución factible básica no es óptima. 


/« 1725 



Figura 448. Ejemplo 1, en donde A es una solución degenerada 
Se considerará 1 , para un intercambio No se considerará x 3 dado que su coeficiente en (5) es negali- 
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MÉTODO SÍMPLEX: DEGENERACIÓN, DIFICULTADES EN EL INICIO 
vo, por las razones explicadas en la sección 21.3 Por (4) se tiene 


i! 

co 

— 0.5x 2 — 0.5x 3 , 

A* 2 = 16, 


*4 = 

— 0.5x 2 + 0.5x 3 , 

Aj: 2 = 0, 

> 

II 

O 

*5 = 3 " 5 

*2* 

Ar 2 = 3.5. 



Debido a la presencia de degeneración, se intercambiarán x 2 y x A (siendo las dos cero en A), sin incre¬ 
mentar/ y sin dejar A. Se despejan las nuevas variables básicas x Jt x,, x^: 

Xj = 8 — x 3 4- ,x 4 

(6) x 2 = x 3 - 2 x 4 

x 5 = 3.5 — x 3 + 2x 4 . 

Tercer paso. Con base en (I) y (6) se obtiene/en ténninos de las nuevas variables de la derecha x , x A : 

(7) / = 1200 + 150x 3 - 450x 4 , 

Por el criterio de optimalidad, f no es óptima en A . Con el fin de preparar un intercambio se considerará 
Xy No se considerará x 4 porque su coeficiente es negativo. Por (6) y (7), se tiene 

Xj = 8 — x 3 + x 4 , Ax 3 = 8 

x 2 ~ x 3 - 2 x 4 

x 5 = 3.5 — x 3 + 2x 4 , Ax 3 * 3.5, A/ = 150 Ax 3 = 525, 

Se intercambian x 3 y x 4 y se despejan las nuevas variables básicas x ( , x,, x 3 : 

.1, = 4.5 - + ,V 5 

(8) *2 = 3.5 ~ jt 5 

,x 3 = 3.5 + 2 x 4 - x 5 .. 

Cuarto paso. De (1) y (8) se obtiene/en términos de las nuevas variables de la derecha x 4 , x,.: 

( 9 ) / = 1725 - I50x 4 - 150x 5 „ 

El criterio de optimalidad muestra que la solución factible básica presente es óptima. Por (8) se ve que 
esta solución es 

Xj = 4,5, x 2 = 3,5, x 3 = 3,5, x 4 = 0, x 5 ~ 0 
(punto B en la figura 448), y a partir de (9) se tiene que,,/^ pt ~ 1725. 

Respuesta . La ganancia neta se maximiza si se producen jr - 4 ,5 toneladas de hierro / } y x, ~ 3.5 
toneladas de hierro A, por día . Esta cantidad máxima es $1725. También, en este plan, se dejan sin usar 
x 3 = 3.5 toneladas de materia prima Ry B 

Dificultades en el inicio 

Algunas veces puede ser difícil encontrar una solución factible básica de la cual par¬ 
tir. En tal caso, ayuda la idea de una variable artificial (o varias de estas variables). 
Este método se explicará mediante un ejemplo típico. 


j ■'} ) í> D J j j J j J ) j .j) j 


j j j j j j ..) j j 
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Ejemplo 2. Método simplex: inicio difícil, variable artificial. ^ 


sujeta a las restricciones x, ¿0,r 2 £0y 


Xj + x 2 — 

Solución. Por medio de las variables de holgura se logra la fonna nonnal 


ijSO (í = I, - • • , 5). 

Se desea utilizarx 3 , x 4 , x¡ corno variables básicas y, en consecuencia, empezar resolviendo: 


Pero, para x, = 0, x, = 0 se tiene el valor negativo x, = -I, de modo que no es posible proceder de 
inmediato Ahora bien, en lugar de buscar otras variables básicas, puede hacerse lo siguiente: se introdu¬ 
ce una nueva variable r 6 , denominada variable artificial y definida por 

(13) *3 = _ 1 + X 1 “ 2*2 + ■'o 

con la restricción i 6 >0,y se toman x„, x,, x b como variables básicas: 


Estas son positivas cuando las nuevas variables de la derecha X,, x,, x, son cero. Por tanto, se ha encon¬ 
trado una solución factible básica x, = x, = x, = 0, x„ = 2, x, = 4, x 6 = 1 para un problema ampliado que 
implica seis variables y tres ecuaciones. En este nuevo problema, con el fin de llegar a una solución del 
problema dado debe tenerse cuidado de que, al final, desaparezca x 6 . Esto se lleva a cabo con la idea de 
modificar la función objetivo sumando un término -Mx & , en donde M es muy grande; es decir, fen (10) 
se reemplaza por [ver (10) y (14)] 

( 15 ) f = f - Mx b = 2 x, + x 2 - Mx b = (M + 2 )Xj - (¿M - l)x 2 - Mx 3 - M. 


Entonces, una ,x 6 positiva hará a f muy pequeña, de modo que, al final, x 6 - 0. 

Primer paso, f no es máxima en la presente solución factible básica. Para M grande, el único coefí 
cíente positivo en (15) es el de por tanto, con base en (14) y (15), la preparación para el ínter 
cambio es 
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ixf - M + 2. 


MÉTODO SIMPLEX: DEGENERACIÓN, DIFICULTADES EN EL INICIO 

j. es 2 — Xj 4" Xg, AXj — 2, 


Se intercambian x, yx 6 y, en consecuencia, se resuelven (14) y (15) 

x, = 1 4- 4- x- - x 6 


[ + — x* 4- x fi 


3 —■ oXn X-3 + x 6 


f = 2 4- 2x z 4- 2x 3 - (M + 2)x g , 

Se observa que la variable artificial x b se ha convertido en una variable de la derecha. Ahora puede 
hacerse x 6 = 0, ya que entonces con (16) se obtiene x¡ = 1, x 2 — 0, x, = 0. x 4 = 1, x s = 3 como una solución 
factible básica del problema original 

Los pasos posteriores siguen el patrón de costumbre (ver la sección 21.,3) y pueden dejarse al estu- 


Problemas de la sección 21.4 

1. Maxim izar,■/« 300^ + 500x., sujeta a x¡ > 0 (/ = 1, * * * , 5), 

2xj + 8x 2 4- x 3 = 60, 4jc, + 4x 2 + x 4 = 60, 2x¡ + x 2 + Jf 5 = 30, 

tomando a x,, x A , x, como variables básicas e intercambiando x y x en el primer paso, 

.14 5 1 3 . 

2. Maximizar el rendimiento diario f — x ( + ,x, en la producción de x { platos de vidrio por 
medio de un proceso P , y x b platos de vidrio por medio de un proceso P,, sujeto a las 
restricciones 

2x, + 3x 2 g 130 (horas de mano de obra). 

3jTj + 8,r 2 S 300 (horas de máquina), 

4jfj + 2x 2 S 140 (abastecimiento de materia prima) 

3. Maxim¡zar/= 6x f + 6x b + 9x } sujeta ax.> 0 (/ = 1,., 5) y 

-X*, T + X,j “ 1, X 2 + X 2 f Xj 1. 

4. Maximizar el rendimiento total f- x ( + x, + x^ (valores de la producción al aplicar tres 
procesos diferentes) sujeto a las restricciones de entrada (limitación del tiempo de má¬ 
quina) 

4jt, + 5x 2 + 8x 3 S 12, 8Xj + 5x 2 + 4x 3 sé 12. 

5. Continuar y terminar el proceso de resolución en el ejemplo 2. 

6. Maximizar/= 4x ( + x, + 2x 3 sujeta a 

x, g 0, x 2 e 0, x 3 g 0, Xj + x 2 + x 3 S I, Xj + x 2 - x 3 S 0. 
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7. Maximizar la ganancia total diaria/que se obtiene al producir x^ x 2 lámparas de Iqí 
tipos I, II y III, respectivamente, si las ganancias por lámpara son de $ 10, $8 y $5, respecl 
tivamente, y las restricciones son (abastecimiento diario de metal, abastecimiento deplá|| 
tico y papel, abastecimiento de vidrio) 

3xj 4- x 2 Ss 450, lx 2 4 3.x 3 =§ 900, 2x l 4 x 2 Ss 350. || 

8. Usar una variable artificial para maximizar/= 2x + x, sujeta a 


9. Usar una variable artificial para minimizar f = 2x { — x, sujeta a 

Xj ^0, x 2 ¡g 0, Xj 4 x 2 ^ 5, —Xj 4 x 2 ^ 1, 5xj 4 4x 2 S 40. $ 

10. Si se aplica el método de las variables artificiales a un problema sin solución; esta inexisl 
tencia se sabrá por el hecho de qtfe no es posible deshacerse de la variable artificial^: 
Ilustrar este hecho tratando de maximizar f— 2x ( + x\ sujeta a x { > 0, > 0 y 


Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 21 

1. ¿Cuál es la diferencia entre optimización restringida y optimización no restringida? '$j 

4 

2. Explicar la idea del método del descenso más pronunciado. ¿De qué depende la rapidez | 

de convergencia? $ 

3. ¿Por qué el valor de la función disminuye en cada paso del método del descenso más próvj; 
nunciado (a menos de que se llegue a un punto en que el gradiente sea el vector cero)? 'U 

4. ¿Qué condición de dif'erenciabilidad debe hacerse en el método del descenso más pronun*;^ 

ciado? $ 

5. Escribir un algoritmo para el método del descenso más pronunciado. 

6. ¿Qué hipótesis sobre la función objetivo se establecen en la programación lineal? i] 

7. ¿Por qué no es posible usar métodos de cálculo para determinar máximos o mínimos en ' 
un problema de programación lineal? 

8. Explicar la idea básica de la búsqueda sistemática de un máximo o un mínimo en un 
problema de programación lineal 

9. ¿Qué son las variables de holgura? ¿Y las variables artificiales? ¿Por qué se usaron? 

10. ¿Qué sabe el lector sobre las dificultades que pueden presentarse en un problema de 
programación lineal? Analizar maneras de vencer tales dificultades. 

11 . Aplicar el método del descenso más pronunciado a J[x) = x, 2 + 15x, 2 , partiendo de x Q = 

6¡ + 3j (tres pasos). ¿Por qué la convergencia es más rápida que en el ejemplo I de la 
sección 21.1? 

12. En el problema 1 1 partir de x Q = 1.51 + j Demostrar que las siguientes aproximaciones 
son Xj = ¿(1.5¡ 4 j), x^ = Arx 0 , etc., en donde k = 0.2. 

13. Comprobar que en el problema 12 los gradientes sucesivos son ortogonales. ¿Por qué? 

14. ¿Qué resultado se obtiene con el método del descenso más pronunciado cuando se aplica ay(x) = 

4 1, partiendo de (a) 4i 4 4j, (b) 2i + j (1 paso)? Comparar los resultados y explicar. 

15. ¿Cuál es el efecto del método, del descenso más pronunciado en el caso de una sola variable? 

16. Diseñar un "método del ascenso más pronunciado" para determinar máximos. 


^ f i> ^ ^ ^ 40 o a a a o 
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Describir y graficar ia región en el primer cuadrante del plano x x, definida por las siguientes 
desigualdades lineales. 

17. x, - lx 2 m - 4 18. x 1 + x 2 S 5 19. x, + x 2 § 2 

2x 1 + x 2 S 12 x 2 s 3 2x 1 - 3x 2 a - 12 

X, + x 2 ~ 8 4- x 2 § 2 .Xj § 15 

20. x, + 2x z a 2 21. 3x, - Sx 2 S 0 22. x, - 3x 2 g -3 

Xj S6 4x, + 3 x 2 §28 x, + x z § 9 

x 1 - Zx 2 m 0 5jCj - 6x 2 =s - 12 2x, + lx 2 § 14 

x, + 2x z S 6 4Xj + x 2 a 4 3x, — x 2 a 24 

Minimizar la función dada f sujeta ax! > 0, x^ > 0 y las restricciones adicionales 

23. / = 3.Xj + 2x 2 , .Xj + x 2 a 2 , x, - * 2 S - 1, 5Xj + 3x 2 § 15 

24. / = 2x, + 8x z , 2x¡ + 4x z a 8, 2x, - 5x z § 0, -x 1 + 5x z § 5 

25. / = — 2Xj + 10x z , 4 § x, + x z § 10, -6 § x, - x z § 0 

26. Maximizar/=x +x, sujeta ax ( > 0, x, > 0, y 

Xj + 2x z § 10, 2x, + x z § 10, x 2 § 4. 

27. Lina empresa produce tres tipos de empaques, G f Gy con ganancias netas de $4, $6 y 
$8, respectivamente. Maximizar la ganancia total diana sujeta a las restricciones {xj = 
número de empaques Gj producidos por día) 

Xj + 2x z + 4x 3 § 100 (maquina hora), 2x, + x 2 § 40 (labor). 

28. Gradear la región de las soluciones factibles del problema 27 e indicar la solución óptima. 

29. Maximizar/= 12 a-! + 6x, + 4x 3 sujeta a las restricciones x ¡ >0, x., > 0, x 3 > 0. 

4x x 4 2x 2 4 £ 60, 2x x 4 3x 2 4 3x a £ 50, 4 3* 2 4 * 3 ?§ 45. 

30. ¿Es única ia solución de un problema de maximización? Explicar la respuesta. 

Resumen del capítulo 21 

Optimización no restringida, programación lineal 

En optimización se maximiza o minimiza una función objetivo/dependiendo 
de las variables de control x ; cuyo dominio no está restringido ("optimización 
no restringida", sección 21.1) ó sí lo está mediante restricciones en la forma 
de desigualdades, de ecuaciones o ambas cosas ("optimización restringida", 
sección 21.2). 

Si la función objetivo es lineaI y las restricciones son desigualdades linea¬ 
les en las variables de control x,, • ■ , x m , entonces al introducir variables de 
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Gráficas y análisis 
combinatorio 


Las gráficas y las digráficas (directed graphs ; gráficas dirigidas) están con¬ 
virtiéndose en herramientas cada vez más poderosas de la ingeniería eléctrica y 
civil, redes de computación, administración industrial, investigación de opera¬ 
ciones, computación, mercadeo, economía, sociología, etc. Un factor que con¬ 
tribuye a acelerar este crecimiento es el impacto de las grandes computadoras 
rápidas y su empleo en problemas de optimización a gran escala que pueden 
modelarse en términos de gráficas y resolverse mediante algoritmos suminis¬ 
trados por la teoría de gráficas. Este método produce modelos de aplicabilidad 
e importancia económica generales. Se encuentra en el centro de la 
"optimización combinatoria", expresión introducida recientemente que de¬ 
nota los problema de optimización que poseen estructuras discretas o 
combinatorias pronunciadas. 

En este capitulo se proporciona una introducción a esta nueva área am¬ 
plia, que está llena de nuevas ideas y de problemas sin resolver, en rela¬ 
ción, por ejemplo, con algoritmos de cómputo eficientes e ideas sobre com¬ 
plejidad computacional. Las clases de problemas que serán considerados a 
menudo constituyen el núcleo de problemas prácticos más grandes y com¬ 
plejos. 


Prerrequisitos ; Ninguno. 

Bibliografía: Apéndice 1, parte F, 
Respuestas a ios problemas: Apéndice 2. 



22 . 1 GRÁFICAS Y GRÁFICAS DIRIGIDAS (DIGRÁFiCAS) 


En términos generales, una gráfica consta de puntos, denominados vértices , y rectas 
que unen los vértices, denominadas bordes. Por ejemplo, los vértices pueden ser 
cuatro ciudades y los bordes, cinco autopistas que unen las ciudades ..níre c •, como se 
muestra en la figura 449. O bien, los puntos pueden representa- ¡fjnv ; versor iS, y 
por medio de un borde pueden conectarse aquellas que hacen <te? .» ct ae sí. O 
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Figura 449. Gráfica que consta de 
4 vértices y 5 bordes. 


■ Vértice aislado 


Borde doble 

Figura 450. Vértice aislado, 
lazo, doble borde. (Excluido 
por definición.) 


bien, los vértices pueden representar computadoras y los bordes conexiones entre 
éstas. A continuación se proporcionará una definición formal. 


Definición de gráfica ffl 

Una gráfica G consta de dos conjuntos finitos (que tienen un número finito de ele-p|í 
mentos), un conjunto V de puntos, denominados vértices, y un conjunto E de rectasSf 
de conexión, denominadas bordes, tales que cada borde conecta dos vértices, deno-},@ 
minados puntos extremos del borde. Se escribe : : .J§ 

G = (V,E). 

Por comodidad, se excluyen 1 los vértices aislados (vértices que no son puntos || 
extremos de ningún borde), los lazos (vértices cuyos puntos extremos coinciden) y g 
los bordes múltiples (bordes que tienen ambos puntos extremos en común). Ver la % 
figura 450. Las precisiones anteriores son prácticas para el objetivo de este libro. I 

Los vértices se denotarán por letras u, v, • • •, o bien, por v |, v , • ■ • o simplemente 
por números 1,2, • • • (como en la figura 449) Los bordes se denotarán por e ( , e y ■ • • , t 
o por sus dos puntos extremos; por ejemplo, en la figura 449 se tiene que e =(1,4), 
e 2 = (1.2) 

Se dice que un vértice v. es incidente con un borde (v, v); de manera semejante 
para v.. El número de bordes incidentes con un vértice se denomina grado de v. Dos 
vértices se denominan adyacentes en G si están conectados por un borde en G (es 
decir, si son los dos puntos extremos de algún borde en G). 

Las gráficas se encuentran en diferentes campos bajo denominaciones distintas: 
como "redes" en ingeniería eléctrica, "estructuras" en ingeniería civil, "estructuras 
moleculares" en química, "estructuras organizacionales" en economía, "sociogramas", 
"mapas de carreteras", "redes de telecomunicaciones", etc. 

Las redes de calles de un solo sentido, las redes de ductos, las sucesiones de 
tareas en trabajos de construcción, los flujos de cálculos en una computadora, las 
relaciones productor-consumidor y muchas otras aplicaciones, sugieren la idea de 

1 Como lo hacen muchos autores, aunque no hay uniformidad al respecto, por lo que es necesario tener 
cuidado. Algunos autores permiten bordes múltiples y a las gráficas sin ellos las denominan "gráficas 
simples". Otros permiten ciclos o vértices aislados, dependiendo del propósito. 
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Figura 451. Digráfica. 

una "digráfica" (gráfica dirigida) en donde cada borde tiene una dirección (indicada 
por una flecha, como en la figura 451). ■ 

Definición de digráfica (gráfica dirigida) 

Una digráfica G = (V, E) es una gráfica en la que cada borde e = (i, y) tiene una 
dirección desde su "punto inicial" i hasta su "punto terminal" j. 

Ahora son permitidos dos bordes que conectan los dos mismos puntos i,j, en el 
supuesto de que tengan direcciones opuestas, es decir, que sean (i,/) y (/, i). Ejemplo. 
(1, 4) y (4, 1) en la figura 451. 

Una subgráfica o subdigráfica de una gráfica o digráfica dada G = ( V, E), res¬ 
pectivamente, es una gráfica o digráfica que se obtiene al eliminar algunos de los 
bordes y vértices de G, reteniendo los otros bordes de G (junto con sus pares de 
puntos extremos). Por ejemplo, e v e (junto con los vértices 1, 2, 4) constituye una 
subgráfica en la figura 449, y e y e y e 5 (junto con los vértices 1,3,4) constituye 
una subdigráfica en la figura 451. 


Representación por computadora de gráficas y digráficas 

Los dibujos de gráficas son de utilidad para explicar o ilustrar situaciones específi¬ 
cas. Aquí debe tomarse en cuenta que una gráfica puede trazarse de varias maneras 
(ver la figura 452). A fin de manejar gráficas y digráficas en computadora, se usan 
matrices o listas como sigue. 


La matriz de adyacencia A = [a ] de una gráfica G 




1 si G tiene un borde (i,j). 


en otro caso. 





Figura 452. Diferentes representaciones de la misma gráfica. 
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Aquí, por definición, se considera que ningún vértice es adyacente a si mismo A es 

simétrica, ^iy = a¿^ una gráfica suele ser mucho más pequeña que la 

matriz de incidencia (ver los problemas zi-zu; y es “ s “-, - 

que se decida almacenar una gráfica en forma matncial en una computadora. , 

Ejemplo 1. Matriz de adyacencia de una gratica. 

(jv-_ 0 vértice ' 2 3 4 


2 ^ Vértice 

i 

2 

3 

4 

Vertex 1 

"o 

1 

0 

f 

2 

i 

0 

1 

1 

4) 3 

0 

1 

0 

1 

4 

_l 

1 

1 

0_ 


La matriz de adyacencia A = [a tf ] de una digráfica G 

r 1 si G tiene un borde (i,j), 
a ii = 1 

LO en otro caso. 

Esta matriz A no es simétrica. (¿Por qué?) 

Ejemplo 2. Matriz de adyacencia de una digráfica. 

_ Al vértice I 2 3 

"" Del vértice 1 fo 1 0 



3 0 1 0 0 


Listas. La Osta de incidencia de vértices de una gráfica muestra para cada vértice 
los bordes incidentes. La lista de incidencia de bordes muestra para cada borde sus 
dos puntos extremos. De manera semejante para una digráfica ; en la lista de vertic 
los bordes de salida tienen entonces un signo negativo, y en la lista de bordes 
tienen ahora pares ordenados de vértices. 

Ejemplo 3. Lista de incidencia de vértices y lista de incidencia de bordes de una gráfica. 
Esta gráfica es la misma que en el ejemplo I, excepto por la notación. 


fyjj-■———VV 

ÍN. i 


Bordes incidentes 


Borde Puntos extremos 


y 3 


e A 


? 3 

J 4 


o o © © r o o c r c O' o r > r • r o o r © © e © o ©©OOOG 

GRÁFICAS Y GRÁFICAS DIRIGIDAS (DIGRÁFICAS) 603 

Las "gráficas ralas" son gráficas con pocos bordes (mucho menos que el máxi¬ 
mo número posible n(n - 1 )/2, en donde n es el número de vértices). Para estas gráfi¬ 
cas, las matrices no son eficientes. Entonces, las listas poseen la ventaja de requerir 
mucho menos espacio de almacenamiento y -ser más fáciles de manejar; pueden orde¬ 
narse, clasificarse o manipularse de varias otras maneras directamente dentro de la 
computadora. Por ejemplo, al trazar un "recorrido" (una sucesión conexa de bordes 
con puntos extremos comunes por pares), es fácil ir y volver entre las dos listas re¬ 
cientemente analizadas, en vez de buscar un solo 1 en una gran columna de una 
matriz. 

La computación ha desarrollado listas más refinadas que, además del contenido 
real, contienen "indicadores" que señalan el dato precedente o subsecuente a ser bus¬ 
cado, o ambos datos (en el caso de un "recorrido", el borde precedente o el borde 
subsecuente). Respecto a los detalles, consultar la obra citada en el apéndice 1 como j 

referencia [F12]. 

Esta sección se dedicó a presentar los conceptos y las notaciones fundamentales que > 

serán necesarios a lo largo de este capítulo, en el que se analizarán algunas de las clases : 

más importantes de problemas de optimización combinatoria. Al mismo tiempo, lo ante¬ 
rior será de utilidad para familiarizarse más y más con las gráficas y con las digráficas. 

Problemas de la sección 22.1 

1. Trazar la gráfica que consta de los vértices y bordes de un tetraedro. 

2. El obrero W puede realizar los trabajos J ¡ y J , el obrero IT, puede realizar el trabajo J 4 , 
y el obrero W puede real izar los trabajos J n yJ y Representar lo anterior por medio de una 
gráfica. 

3. Explicar cómo lo siguiente puede considerarse como gráficas o como digráficas: las co¬ 
nexiones aéreas entre ciudades dadas: la pertenencia de algunas personas a ciertos comi¬ 
tés; las relaciones entre los capítulos de un libro; un torneo de tenis; los países de un mapa. 

4. ¿Cómo representaría el lector por medio de una digráfica una red que consta de las calles 
de un solo sentido y las calles de doble sentido? 

5. Proporcionar más ejemplos que puedan representarse mediante una gráfica o de una 
digráfica. 

6. Encontrar la matriz de adyacencia de la gráfica de la figura 449. 

Fn cada caso, encontrar la matriz de adyacencia de la gráfica o de la digráfica que se 


niuesu ¡i. 
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13. Demostrar que ¡a matriz de adyacencia de una gráfica es simétrica. 

Trazar la gráfica cuya matriz de adyacencia es 
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'o 1 

i n 

'o 

1 

0 

o" 


'o 1 1 f 

1 0 

0 1 

1 

0 

0 

0 


10 11 


15. 





16. 


1 0 

0 1 

0 

0 

0 

1 


110 1 

1 1 

1 oj 

0 

0 

1 

0_ 


_1 1 1 0_ 


Trazar la digráfica cuya matriz de adyacencia es: 

17. La matriz del problema 14. 

18. La matriz del problema 16. 

19. (Gráfica completa) Demostrar que un gráfica G con n vértices puede tener cuando rri 
cho n{n — I)/2 bordes, y que G tiene exactamente n(n — I )/2 bordes si G es completas 
decir, si todo par de vértices de G está unido por un borde. (Recordar que se excluyen 1 
lazos y los bordes múltiples.) 

20. ¿En qué caso todos los elementos fuera de la diagonal en la matriz de adyacencia de uní 

gráfica G son iguales al? 

La matriz de incidencia B de una gráfica. La definición de B es [6^], donde 

r 1 si el vértice j es un punto extremo del borde e k , 
ik 1.0 en otro caso. 

Encontrar la matriz de incidencia de 

21. La gráfica del problema 11, 

22. La gráfica del problema 10. 

Trazar la gráfica cuya matriz de incidencia es 

fo 1 1 oí f0 1 0 0 ll 


La matriz de incidencia B de una digráfica. La definición deB es (b jk ), en donde 

{ -1 si el borde e k sale del vértice /, 

1 si el borde e k entra del vértice/, 

0 en otro caso. 

Encontrar la matriz de incidencia de la 
25. Digráfica en el problema 7. 

26.' Digráfica en el problema 9. 

Trazar la digráfica cuya matriz de incidencia es 



1 

-1 

0 0 


1 1 - I o~ 

27. 

- 1 

1 

-1 1 

28. 

0-1 0 1 


0 

0 

1 -1_ 


1 0 1-1. 


29. Escribir la lista de incidencia de vértices de la digráfica del problema 7, 

30. Escribir la lista de incidencia de bordes de la digráfica de la figura 451, 

22.2 PROBLEMAS DE LA TRAYECTORIA MÁS CORTA. COMPLEJIDAD 

Empezando en esta sección, se analizarán algunas de las clases más importantes de 
problemas de optimización relacionados con gráficas y digráficas tal como se pre¬ 
sentan en aplicaciones. Las ideas y los algoritmos básicos se ilustrarán y explicarán 
por medio de pequeñas gráficas, pero debe tenerse en cuenta que los problemas de la 
vida real a menudo pueden implicar muchos miles e inclusive millones de vértices y 
bordes (piense el lector en las redes telefónicas, en un viaje aéreo alrededor del mun¬ 
do, en las compañías que poseen oficinas y almacenes en todas las grandes ciudades), 
por lo que entonces son absolutamente necesarios métodos sistemáticos confiables y 
eficientes: las soluciones por inspección o al tanteo dejan de funcionar, inclusive si 
fuesen aceptables soluciones "casi óptimas". 

Se empezará con problemas de la trayectoria más corta, tal como se presen¬ 
tan, por ejemplo, en el diseño de las rutas más cortas (o menos costosas, o más rápi¬ 
das) para un agente viajero, para un buque de carga, etc. Primero se explicará qué se 
entiende por trayectoria. 

En una gráfica G = ( V, E), es posible pasar de un vértice v a lo largo de algunos 
otros vértices hacia otro vértice v . Aquí es posible 

(A) no imponer ninguna restricción, o bien, 

(B) requerir que cada borde de G sea visitado cuando mucho una vez, o bien, 

(C) requerir que cada vértice de G sea visitado cuando mucho una vez. 

En el caso (A), el desplazamiento se denomina recorrido. Así, un recorrido de v | a v k 
es de la forma 

(1) (o v v, j), (t> 2 , ü 3 ), ■ • ■ . K_!. 

en donde algunos de estos bordes o vértices pueden ser los mismos. En el caso (B), en 
donde cada borde puede ocurrir cuando mucho una vez, el recorrido se denomina 
camino. Por ultimo, en el caso (C), en donde cada vértice puede ocurrir cuando 
mucho una vez (y por tanto cada borde ocurre automáticamente cuando mucho una 
vez), el camino se denomina trayectoria. 

Se admite que un recorrido, un camino o una trayectoria puede terminar en el 
vértice en que empezó, en cuyo caso se dice que es cerrado, así, en (1) se tiene que 

v * =v r 

Una trayectoria cerrada se denomina ciclo. Un ciclo tiene por lo menos tres 
bordes (debido a que no se tienen bordes dobles^ ver la sección 22.1). En la figura 
453 se ilustran todos los conceptos anteriores. 
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Figura 453. Recorrido, camino, trayectoria, ciclo. 


1-2-3-2 es un recorrido (no un camino). 

4-1 -2-3-4-5 es un camino (no una trayectoria). 
1-2-3-4-5 es una trayectoria (no un ciclo). 
1-2-3-4-1 es un ciclo. 


Trayectoria más corta. Una vez que se ha dicho qué es una trayectoria, a continua¬ 
ción se dirá qué se entiende por trayectoria más corta en una gráfica G = (V, E). Para 
lo anterior, cada borde (v,, vj) en G debe tener una "longitud" dada lj > 0. Entonces, 
una trayectoria más corta V! -» v k (con v, y v k fijos) es una trayectoria (1) tal que la ¡ 
suma de las longitudes de sus bordes 


es mínima (la más pequeña posible entre todas las trayectorias de v ( a v k ). De manera 
semejante, una trayectoria más larga v ( -> v k es una para la que esa suma es máxima. 

Los problemas de la trayectoria más corta y de la trayectoria más larga figuran 
entre los problemas de optimización más importantes. Aquí, la «longitud» l ¡} (a me¬ 
nudo denominada "costo" o "peso") puede ser una longitud real medida en kilóme¬ 
tros o en tiempo de viaje o en gastos de gasolina, aunque también puede ser algo 
completamente diferente. 

Por ejemplo, el "problema del agente viajero" requiere la determinación del ci¬ 
clo hamiltoniano 2 más corto en una gráfica dada, es decir, un ciclo que contiene a 
todos los vértices de la gráfica 

Como otro ejemplo, al elegir la "ruta más rentable" V! -» v k , un agente viajero 
desea maximizar JY., en donde es su comisión esperada menos sus gastos de viaje 
para ir del pueblo / al pueblo j. 

En un problema de inversión, i puede ser el dia en que se realiza una inversión, 
j el día de vencimiento y / ( y la ganancia resultante, y se obtiene una gráfica al conside¬ 
rar las varias posibilidades de invertir y reinvertir durante un periodo de tiempo dado. 


Trayectoria más corta si todos los bordes son de longitud uno 

Resulta evidente que si todos los bordes son de longitud uno, entonces la trayectoria 
más corta v, -» v k es aquella que tiene el menor número de bordes de todas las trayec¬ 
torias v, -> v k en una gráfica G dada. Para este problema se analizará un algoritmo de 
PBA (primera búsqueda de amplitud). Lo anterior significa que en cada paso el 
algoritmo visita todos los vértices vecinos (todos adyacentes) de un vértice alcanza- 


1 WILL.1AM ROWAN HAMIL.TON (1805-1865), matemático irlandés, conocido por su obra en dina- 
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do, en oposición a un algoritmo de PBP (primera búsqueda de profundidad), que 
realiza un gran camino (como en un laberinto) . Este algoritmo ampliamente usado se 
muestra en la tabla 22.1. 

Tabla 22.1 

Algoritmo PBA de Moore para la trayectoria más corta (todas las longitudes 
miden uno) 3 

ALGORITMO MOORE [G= (V, E), s, í] 

Este algoritmo determina una trayectoria más corta en una gráfica conexa G = 

(V, E) de un vértice s a un vértice l. 

ENTRADA: Gráfica conexa G = (F, E), en donde un vértice se denota 
por s y otro por t, y cada borde (/',_/) es de longitud l t j = 1. 
Inicialmente todos los vértices están sin etiquetar. 

SALIDA: Una trayectoria más corta s -* t en G = (V, E) 

1. Identificar s con 0. 

2. Hacer i = 0. 

3. Encontrar todos los vértices sin etiquetar adyacentes a un vértice eti¬ 
quetado con i. 

4. Etiquetar con / + I a los vértices recientemente encontrados. 

5. Si el vértice t está etiquetado, entonces el "seguimiento hacia atrás" 
proporciona la trayectoria más corta 

k (= etiqueta de fj, k - 1 k — 2, • - ■ , 0 

SALIDA k, k- 1 k - 2, ■ • • , 0. Detener el proceso 

O bien, incrementar i por 1. Proceder al paso 3. 

Fin de MOORE 

Se desea encontrar la trayectoria más corta en G de un vértice j (inicial) a un 
vértice t (terminal), A fin de garantizar que existe una trayectoria dejaí, es necesa¬ 
rio asegurarse de que G no consta de porciones separadas. Por tanto, se supone que G 
es conexo, es decir, que para dos vértices v y w cualesquiera existe una trayectoria v 
-* w en G. (Recordar que un vértice v se denomina adyacente a un vértice u si existe 
un borde (u, v) en G.) 

Ejemplo 1. Aplicación del algoritmo PBA de Moore. 

Encontrar la trayectoria más corta ,s -> / en la gráñea G que se muestra en la figura 454 

Solución. En la figura 454 se Indican las etiquetas. Los bordes con trazo grueso constituyen una trayec¬ 
toria más corta (longitud 4). Existe otra trayectoria más corta s -» t (¿Puede encontrarla el lector") Por 

1 Proceedings of [he InternationalSymposium for Swilchlng Theory, parte Il.págs 285-292. Cambridge. 
Harvard University Press, 1959. 
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el programa es necesario introducir una regla que ^necesario efectuar una 

contrario ,a computadora no sabrá qué hacera -ni—^ ^ ^ vélt¡ce identificado por 2). 
decisión (por ejemplo, en la t.gur 
La siguiente regla parece ser natural. 



i i nráfira dada v resultado del etiquetado. 

Figura 454. Ejemplo 1, gratica aaoa y 

»r - - - r- 

Complejidad de un algoritmo 

, . . Para encontrar los vértices que habran de ser 

Complejidad del algoritmo de Moo,<r? bordes incide ntes con 5. Luego, 

etiquetados con 1, es ' iecesari ° ^ Xs los bordes incidentes con los vértices eti- 
cuando / = 1. es necesario explorados los b ^ ^ ^ explorado dos v es 

quetados con 1, y asi sucesivam _ bordes de G). Ésta es una fitncion c(m). 

Se realizan 2 m operaciones (m - nume ^ ^ . mportanle; ¡0 ese ncial es que c(m) 

El hecho de que sea 2 m o 5 m es de l "orden" m. Para cualquier función 

sea proporcional a m (no a m 2 Unción nrn 2 + l>m + d simple- 

etc. r Aquí, O sugiere "orden". La idea subyacente y el aspecto 

para problemas muy gran es (m g p or tant0j J a cuestión importante aquí es 

los límites de la aplicabilida e g • éste superará a 

el término que crece más rápido ^^'"^Talién! un factor constante en 
los demás cuando m sea suficientement g d & d os algoritmos de 

este término no es muy importante; porimportante y puede hacerse irrele- 
órdenes, por ejemplo, 5m Y 8m prnpnto en la rapidez de las computadoras. Sin 

vante por medio de un naode st ° incremen algorUmo sea de orden m o 

embargo, si hay una gran ^ferenma pract. q ia más grande ocurre entre 

m 2 , e inclusive de una potencrasupenor m > J ^ como 2 « 

estos "órdenes polinómicos y ° realiza 10 9 operaciones por segundo, un 

Por ejemplo, en una ^‘s con un algoritmo que requiere 

problema de tamaño m - 50 se hara en ^ B mQ requiere 2 "' operacro- 

m 5 operaciones, pero se hara 13 p f “ "a ‘onsiderar los órdenes polinómicos 
nes. Sin embargo, esta no es la um 0tra raz ón es la ganancia al usar 

tan buenos y los órdenes exponenciales tan ma ■ 2 = 2 9 9t un incremen- 

una computadora más rápida. Por ejemplo, ya que 1000 31.6 
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to en la rapidez por un factor de 1000 permitirá ejecutar por hora problemas 1000 y 
31.6 veces tan grandes si los algoritmos son O(m) y 0(m 2 ), respectivamente pero 
cuando un algoritmo es 0(2"'), entonces todo lo que se gana es un incremento relat, 
vamente modesto de 10 en el tamaño del problema, ya que 2* 9 -2 -2 ■ 

El símbolo O es bastante práctico y de uso común siempre que el orden de ere 
cimientoTs esencial, pero no así la forma específica de una (tinción. Por tanto, si una 
función gijri) es óe fórr*" 13 

g( m ) = ich(m) + términos que crecen más rápido (k constante), 

entonces se dice que g(m) es de orden h(m ) y se escribe 

g(m) = Q(h(m)). 

Por ejemplo, 

am + b ^O(tn), am 2 + bm + d = 0(m 2 ), 5 ■ 2- + 3m 2 = 0(2-), 

y aSÍ S : C dÍ V aTu e e n un algoritmo .rfsea "eficiente", es decir, "bueno" con respecto al 

(i) tiempo (número c^(m) de operaciones de la computadora) 
o bien, con respecto al 

(ii) espacio (almacenamiento necesario en la memoria interna) 

o con respecto a ambas cosas. Aquí, ^sugiere "complejidad" de.,/. Dos opciones 
populares de c r/ son 

(Elpeor de los casos) cjm) = tiempo más largo querequiere para un proble¬ 
ma de tamaño m, 

(Casopromedio) c„(m) = tiempo promedio que.^requiere para un problema de 
tamaño m. 

En problemas sobre gráficas, el "tamaño" a menudo eS (n “"(m) = 2m°en ambos 

(número de vértices). Para el sencillo algoritmo en cuestión, c,(«) 

casos. , „ r,„\ nn crezca demasiado rápido. 

Para un "buen" algoritmo .,/, se desea q ue ^ ( ) & , gún entero k > 0 ; 

En consecuencia ,.«¡se denomina eficiente si c r/ ( ) crecen incluso más 

es decir c . puede contener sólo potencias de m (o funcio Q ^ 

lentamente, como ln «), pero no funciones exponencmles^ Ad^ ^ ^ ^ ca _ 

está polinómicamente acotado si. es e íci fundamentación intuitiva, 

sos” c /(m). Estos conceptos convencionales tienen un 

como se muestra en el análisis. algoritmo de modo que también 

La complejidad debe investigarse para to íLo anterior a menudo 
puedan compararse diferentes algoritmos para campo de estudio aquí se 

nuede exceder el nivel de este capítulo; por consiguiente, ei campo 
limitará a unos cuantos comentarios ocasionales en este sentido. 
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Problemas de la sección 22.2 


En cada gráfica encontrar una trayectoria más corta P: s ->■ t y su longitud aplicando el algorit¬ 
mo PBA de Moore; trazar la gráfica con las etiquetas e indicar P con un trazo mas grueso 
(como en la figura 454). 





7. Una trayectoria más corta j -» t para s y t dados no necesariamente es única. Ilustrar esto 
encontrando otra trayectoria más corta s -» t en el ejemplo 1. 

8. ¿Cuántos bordes puede tener cuando mucho una trayectoria más corta entre dos vértices 
cualesquiera en una gráfica con n vértices? Justificar la respuesta. ¿Y en una gráfica 
completa con todos los bordes de longitud 1 ? 

9. (Algoritmo de Moore) Demostrar que si un vértice v tiene etiqueta A(v), entonces existe 
una trayectoria r-* rde longitud k. 

10. (Algoritmo de Moore) Denominar en forma abreviada distancia de v a s a la longitud de 
una trayectoria más corta j -» v. Demostrar que si la distancia de v es /, entonces su 
etiqueta es 2(v) = /. 

11. (Ciclo liamiltoniano) Encontrar y trazar un ciclo hamiltoniano en lá gráfica del pro¬ 
blema 3. 

12. ¿La gráfica del problema 2 tiene un ciclo hamiltoniano? (Justificar la respuesta.) 

13. Encontrar y trazar un ciclo hamiltoniano en la figura 452, sección 22-1. 

14 Encontrar y trazar un ciclo hamiltoniano en la gráfica de un dodecaedro, que tiene 12 caras 
pentagonales y 20 vértices (figura 455). Este es un problema considerado por Hamilton. 



Figura 455. Problema 14. 

15. Dividir un cuadrado en 5 X 5 cuadrados congruentes y determinar en la gráfica resultante 
un ciclo hamiltoniano con 36 vértices. 

16. (Gráfica de Euler) Una gráfica de Eider G es una gráfica que tiene un camino cerrado de 
Euler. Un camino de Euler es un camino que contiene a cada borde de G exactamente 
una vez. ¿Cuál subgráfica con 4 bordes de la gráfica en el ejemplo 1, sección 22.1, es una 
gráfica de Euler? 
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17. ¿La gráfica de la figura 456 es una gráfica de Euler? (Justificar la respuesta.) 

18. Encontrar cuatro caminos cerrados de Euler diferentes en la figura 457. 

19. (Problema del cartero) El problema de! cartero (o problema de! cartero chino 4 ) es el 
problema que consiste en encontrar un recorrido cerrado W: s s (,s es la oficina de 
correos) en una gráfica G con bordes (/,_/) de longitudes / > 0 tales que todo borde de G 
sea recorrido por lo menos una vez y la longitud de i-Fsea mínima Explicar algunas otras 
aplicaciones en las que este problema es esencial. 

20. Encontrar por inspección una solución del problema del cartero en la figura 456 



Figura 456. Problemas 17 y 20. Fi 9 ura 457 ‘ óbleme 18- 

21. ¿Cuál es la diferencia entre el problema del cartero y el problema del agente de ventas 
mencionado en el texto? 

22. Demostrar que la longitud de un camino más corto del cartero es la misma para cualquier 
vértice de inicio- 

23. (Orden) Demostrar que 0{m 3 ) + 0(m 3 ) = 0{m 3 ) y que kO{m p ) ~ Q{m p ). 

24. Demostrar que ~J] + m 2 ~ O(m), 0,02e m + 100/?»- = 0(e m ). 

25. Si se cambia de una computadora a otra que es 100 veces más rápida, ¿cuál es la^ganancia 
en tamaño del problema por hora en el uso de una algoritmo que es 0{m ), 0(m ~), 0(m 5 ), 
0(0? 

22.3 PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD DE BELLMAN. ALGORITMO DE 
DIJKSTRA 

Se continuará el análisis del problema de la trayectoria más corta en una gráfica G. 
En la última sección se abordó el caso especial en que todos los bordes son de longi¬ 
tud 1. Sin embargo, en casi todas las aplicaciones los bordes (i,J) tienen longitudes 
cualesquiera /.. > 0, por lo que ahora se estudiará el caso general, que reviste mayor 
importancia práctica. Se escribirá /.. — “ para cualquier borde (i,y) que no exista en G 
(haciendo co + a = °° para cualquier número a, como de costumbre). 

Se considerará el problema de encontrar trayectorias más cortas desde un vértice 
dado, denotado por 1 y denominado origen, hacia todos los otros vértices 2, 3, , 

n de G. L. denotará la longitud de una trayectoria más corta 1 —j en G. 

Principio de minimalidad (o de optimalidad) de Bellman 

Si P: 1 -* j es una trayectoria más corta desde 1 hasta j en G y el último borde de P 
es ( i,j) (figura 458), entonces P¡. 1 -* i [que se obtiene eliminando (/,y) de P ] es una 
trayectoria más corte. 1 -* i. 

1 Debido a que primero fue considerado en la revista Chínese Malhematics 1 (1962), 273-77 
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P¡ 



Figura 458 . Trayectorias Py P,en el principio de optimalidad de Bellman. 


Demostración. Suponer que la conclusión es falsa. Entonces existe una^trayectoria 
P -. i -» i que es más corta que P¡. Por tanto, si ahorá se agrega (¡y) a P¡ se obtiene 
uña-trayectoria 1 -* j que es más corta que P. Esto contradice la hipótesis de que P es 
la más corta. *" 

Con base en el principio de Bellman es posible obtener ecuaciones básicas como 
sigue. Paray fijo es posible obtener varias trayectorias 1 -*j al considerar las trayec¬ 
torias más cortas P, para varios / para las cuales en G exista un borde (i,y), y agregar 
(¡, /') a la P. correspondiente. Resulta evidente que estas trayectorias tienen longitudes 
L + (L. = longitud de P¡). Ahora es posible considerar el mínimo sobre /, es decir, 

elegir una i para la que L¡ + Lsea mínima. Por el principio de Bellman, con lo anterior 
se obtiene una trayectoria más corta 1 -:> / cuya longitud es 



Éstas son las ecuaciones de Bellman. Como por definición se tiene que l¡¡ - 0, enton¬ 
ces en lugar de mín,-^ puede escribirse simplemente mínj. Estas ecuaciones sugieren 
la idea de uno de los mejores algoritmos conocidos para el problema de la trayectoria 
más corta, como sigue. 

El algoritmo de Dijkstra se muestra en la tabla 22-2. Se trata de un procedimiento 
de etiquetado. En cada etapa de los cálculos, cada vértice v recibe una etiqueta, ya sea 

(EP) una etiqueta permanente = longitud L v de una trayectoria más corta 1 -» v 
o bien, 

(ET), una etiqueta temporal = cota superior L„ para la longitud de una 
trayectoria más corta 1 -* v. 

Los conjuntos de vértices con una etiqueta permanente y con una etiqueta temporal 
se denotan por EP y ET, respectivamente. El algoritmo tiene un paso inicial en el que 
el vértice 1 obtiene la etiqueta permanente = 0 y los otros vértices obtienen etiquetas 
temporales, y luego el algoritmo alterna entre los pasos 2 y 3. En el paso 2, la idea es 
elegir k "mínimamente". En el Ipaso 3, la idea es que las cotas superiores en general 
mejorarán (disminuirán), por lo que es necesario actualizarlas en consecuencia. 
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Algoritmo de Dijkstra para trayectorias más cortas 

Tabla 22.2 

Algoritmo de Dijkstra para la trayectoria más corta 5 

ALGORITMO DIJKSTRA [G= (V,E), K= {1, •• • , n}, /.. para todo (i, y) en E] 
Dada una gráfica conexa G = {V, E) con vértices 1, • - ■ , n y bordes (/,/") de 
longitudes / > 0, este algoritmo determina las longitudes de las trayectorias 
más cortas del vértice 1 a los vértices 2, • ■ • , n. 

ENTRADA: Número de vértices n, bordes (i,y), y longitudes 
SALIDA: Longitudes L de las trayectorias más cortas 1 -*y',y = 2, ■ • ■, n 

1. Paso inicial 

El vértice 1 obtiene EP: = 0. 

El vértice y (= 2, • ■ •, n) obtiene ET: = / . (°° si no hay borde (1 ,y) 

en G): 1 

Hacer EP = {1}, ET = 2, 3, • • • n . 

2. Fijado de una etiqueta permanente 

Encontrar un k en ET para el que L k sea mínimo, hacer L k = L k . 
Tomar el A: más pequeño en caso de haber varios. Eliminar k de ET e 
incluirlo en EP. 

Si ET = 0 (es decir, que ET es vacío) entonces 
SALIDA: L- 2 , • ■ • , L n - Detener el proceso 
En caso contrario, continuar (es decir, proceder al paso 3). 

3. Actualización de etiquetas tentativas 

Para todo y en ET, hacer 6 Lj = mín Lj, L k + l ^}. 

Proceder al paso 2. 

Fin de DIJKSTRA 

Ejemplo 1. Aplicación del algoritmo de Dijkstra. 

Aplicar el algoritmo de Dijkstra a la gráfica de la figura 459 y encontrar las trayectorias más cortas del 
vértice I a los vértices 2, 3, 4, 

Solución. Se enumerarán los pasos y los cálculos. 

1. Lj = 0. £ 2 = 8, L 3 = 5, L t = 7, = {1}. ^ = {2. 3. 4} 

2. L. 3 = mln {L 2 , L 3 , L t ) = 5, k = 3, 0>2 = {1, 3}, 37£ = (2, 4} 

3. L 2 ” nrin {8, L 3 + / 32 } “ min {8, 5 4- 1} - 6 

Z» 4 = min {7, L 3 + / 34 } = min {7, oo} » 7 

2. L 2 = min \L 2 . L 4 ) = 6, k = 2, = 0, 2. 3), 9T£ = {4} 

3. ¿, 4 = min (7, Z. 2 + / 24 } = min (7, 6 + 2} = 7 

2. L 4 = 7, k = 4 SNf = (1, 2, 3, 4}, 9T£ = 0. 


! Numerische Mathematik LO 959), 269-271, 

6 Es decir, como la nueva L j se toma el numero min L y + l yj ) 
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8. Demostrar que en el algoritmo de Dijkstra, para L existe una trayectoria P: 1 -> k de 
longitud L k * 

9. Demostrar que en el algoritmo de Dijkstra, en cada instante la demanda de almacena¬ 
miento es baja (datos para menos de n bordes). 

Longitudes negativas. En general no suele considerarse el caso de longitudes negativas, 
aunque se quiere indicar que las longitudes negativas pueden provocar dificultades, espe¬ 
cialmente cuando conducen a ciclos de longitud negativa. 

10. Por inspección, encontrar trayectorias más cortas en la figura 461 y confirmar el resultado 
aplicando las ecuaciones de Bellman. 

11. Por inspección, encontrar trayectorias más cortas en la figura 461 y demostrar que las 
ecuaciones de Bellman no tienen solución única. 

12. Demostrar por inspección que en la figura 463 no existen trayectorias más cortas únicas. 



Figura 461. Problema 10. Figura 462. Problema 11, Figura 463. Problema 12, 

22.4 ÁRBOLES DE EXPANSIÓN MÁS CORTOS. ALGORITMO 
CODICIOSO DE KRUSKAL 

Hasta el momento se han analizado problemas de trayectoria más corta. A continua¬ 
ción se estudiará un tipo particularmente importante de gráfica, denominada árbol, 
junto con problemas de optimización relacionados que se presentan bastante a menu¬ 
do en la práctica. 

Por definición, un árbol T es una gráfica conexa y que no tiene ciclos. "Conexa" 
significa que existe una trayectoria desde cualquier vértice en T a cualquier otro vér¬ 
tice en T. Un ciclo 7 es una trayectorias -* / de por lo menos tres bordes que es cerrada 
(t = s); ver también la sección 22.2. En la figura 464a se muestra un ejemplo. 


’O circuito. ¡Precaución! La terminología varía considerablemente. 
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Un árbol de expansión T en una gráfica conexa dada G = (V, E) es un árbol que 
contiene a todos los n vértices de G. Ver la figura 464b. Este árbol tiene n — 1 vérti¬ 
ces. (¡Demostrarlo!) 

Un árbol de expansión más corto T en una gráfica conexa G (cuyos bordes (;', 
j) tienen longitudes / > 0 ) es un árbol de expansión para el cual (sumatoria sobre 

todos los bordes de 3) es mínima en comparación con ]£/.. para cualquier otro árbol 
de expansión en G. 



(a) Ciclo (b) Árbol de expansión 


Figura 464. Ejemplo de (a) un ciclo, (b) un árbol de expansión en una gráfica. 

Los árboles figuran entre los tipos más importantes de gráficas y se presentan en 
varias aplicaciones. Algunos ejemplos conocidos son los árboles genealógicos y los 
organigramas. Los árboles pueden usarse para presentar, organizar o analizar redes 
eléctricas, relaciones productor-consumidor y otras relaciones de negocios, informa¬ 
ción en sistemas de bases de datos, estructura sintáctica de programas de computado¬ 
ra, etc. Se mencionarán unas cuantas aplicaciones específicas que no requieren expli¬ 
caciones adicionales extensas. 

El conjunto de las trayectorias más cortas desde el vértice 1 hasta los vértices 
2 , • • • , n en la última sección constituye un árbol de expansión. 

Las líneas de ferrocarril que conectan varias ciudades (los vértices) pueden dis¬ 
ponerse en forma de árbol de expansión, en donde la "longitud" de una línea (borde) 
es el costo de construcción, y se desea minimizar el costo de construcción total. De 
manera semejante para las líneas de autobuses, en donde la "longitud" puede ser el 
costo de operación anual promedio. O bien, para las líneas de buques de carga, en 
donde la "longitud" puede ser la ganancia y el objetivo es la maximización de la 
ganancia total; o en una red de líneas telefónicas entre algunas ciudades, un árbol de 
expansión más corto puede representar simplemente una selección de las líneas que 
conectan todas las ciudades al costo mínimo. 

Como ejemplo ligeramente más complejo, considerar una red de comunicación 
privada G, sea p.. la probabilidad de que un extraño intercepte la línea (/,_/), Y suponer 
que se desea comunicar un mensaje confidencial a todos los participantes (vértices) a 
lo largo de un árbol de expansión T en G que minimiza el producto de la p de todos 
los bordes (líneas) de T, es decir, suponiendo independencia estocástica, la probabi¬ 
lidad total de intercepción; de manera equivalente, un árbol T que minimice la suma 
de los logaritmos de las p.. o, mejor aún, la suma de /..= ln P y , en donde P y =Kp.. con 
K tan grande que P (J > 1 para cada borde de la red ti; así, > 0. 

Además de estos ejemplos de redes de transporte y comunicación podrían men¬ 
cionarse otros de redes de distribución, etc. 

A continuación se analizará un simple algoritmo para el problema del árbol de 
expansión más corto, que es particularmente idóneo para gráficas ralas (gráficas con 
muy pocos bordes; ver la sección 22.1). Este algoritmo se muestra en la tabla 22.3. 
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Tabla 22.3 

Algoritmo codicioso de Kruskal para árboles de expansión más cortos 8 

Algoritmo KRUSKAL [G = (V, E), /.. para todo (i,j) en E) 

Dada una gráfica conexa G = (V, E) con bordes (i,y) de longitud /.. > 0, el 
algoritmo determina un árbol de expansión más corto T en G. 

ENTRADA: Bordes (/,/) de G y sus longitudes f, 

SALIDA: El árbol de expansión más corto T en G 

1. Ordenar los bordes de G en orden creciente de longitud. 

2. Elegirlos en este orden como bordes de T, rechazando un borde sólo 
si forma un ciclo con bordes ya elegidos. 

Si se han elegido n — 1 bordes, entonces 
SALIDA T: (= el conjunto de bordes elegidos). Detener el proceso 
Fin de KRUSKAL 



Figura 465. Gráfica del ejemplo 1. 

Ejemplo 1. Aplicación del algoritmo de Kruskal. 

Encontrar un árbol de expansión más corto en la gráfica de la figura 465. 

Solución. Ver la tabla 22,4, En algunas de las etapas intermedias los bordes elegidos forman una gráfica 
disconexa (ver la figura 466); esto es común. La búsqueda se detiene después de n - 1 = 5 elecciones, ya 
que un árbol de expansión tiene n - 1 bordes. En este problema, los bordes elegidos están en la parte 
superior de la lista. Este hecho es típico de los problemas de cualquie' tamaño; en general, los bordes en 
las posiciones más bajas de la lista tienen menor posibilidad de ser elegidos. ® 

Tabla 22.4 

Solución en el ejemplo 1 


Borde 

Longitud 

Elección 

(3, 6 ) 

1 

Primera 

( 1 , 2 ) 

2 

Segunda 

(1,3) 

4 

Tercera 

(4, 5) 

6 

Guana 

(2, 3) 

7 

Rechazar 

(3, 4) 

8 

Quinta 

(5, 6 ) 

9 


(2, 4) 

11 



*Proceedings of the American Malhemalical Socieiy 7 (1956), 48-50 
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6 ~' 

Primero 



Segundo Tercero Cuarto 

Figura 466. Proceso de elección en el ejemplo 1. 


La eficiencia del método de Kruskal se incrementa grandemente por medio de la 
doble ctiquetación de los vértices. 

Cada vértice i cuenta con una doble etiqueta ( r.,p .), en donde 
r = Raíz del subárbol a! que pertenece i, en donde 
p. = Predecesor de i en su subárbol, 
p. = 0 para las raíces. 

Lo anterior simplifica el 

rechazo. Si ( i,j ) es el próximo vértice a considerar en la lista, entonces rechazar (i, 
j) si r = r (es decir, i y j están en el mismo subáxbol, de modo que ya están unidos por 
bordes e (/, f) crearía así un ciclo). Si r. vs r„ entonces incluir ( i,j ) en T. 

Si para elegir r, existen varias opciones, entonces debe escogerse el más peque¬ 
ño. Si un subárbol se une (se vuelve un solo árbol), entonces debe retenerse la raíz 
más pequeña como la raíz del nuevo subárbol. 

Para el ejemplo 1, la lista con doble etiqueta se muestra en la tabla 22.5. Al 
almacenar 1 esta lista, en cada instante puede retenerse sólo la última doble etiqueta. Se 
muestran todas las dobles etiquetas a fin de presentar el proceso en todas sus etapas. 
Las etiquetas que permanecen sin cambio no vuelven a enumerarse. Se han subraya¬ 
do los dos unos que son la raíz común de los vértices 2 y 3, que es la razón para 
rechazar el borde (2, 3). Al leer para cada vértice la última etiqueta puede leerse a 
partir de esta lista que 1 es el vértice que se ha elegido como raíz y el árbol es como 
se muestra en la última parte de la figura 466. Lo anterior es posible por la etiqueta 
del predecesor que posee cada vértice. También, pat a aceptar o rechazar un borde basta 
efectuar una sola comparación (las raíces de los dos puntos extremos del borde). 

Tabla 22.5 

Lista de las etiquetas dobles en el ejemplo 1 


Vértice 

Elección 1 

Elección 2 

Elección 3 

(3, 6 ) 

(L 2 ) 

(1, 3) 

1 


(LO) 


2 


(I. 1 ) 


3 

(3, 0) 


(I, 1 ) 

4 



5 




6 

(3, 3) 


(L 3) 


Elección 4 
(4, 5) 


Elección 5 
(3, 4) 
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10. A fin de obtener un árbol de expansión mínimo, en vez de agregar bordes más cortos, 
podría pensarse en eliminar los bordes más largos,, ¿Para qué gráficas sería factible esto? 
Describir un algoritmo para llevar a cabo lo anterior. 

11. Aplicar el método sugerido en el problema 10 a la gráfica del ejemplo 1. ¿Se obtiene el 
mismo árbol? 

12. Encontrare! árbol de expansión más corto en la gráfica completa de todas las 30 conexio¬ 
nes aéreas posibles entre las seis ciudades dadas (distancias en millas, redondeadas). ¿Puede 
pensar el lector en una aplicación práctica del resultado? 



Dallas 

Denver 

Los Angeles 

Nueva York 

Washington, DC 

Chicago 

800 

900 

1800 

700 

650 

Dallas 


650 

1300 

1350 

1200 

Denver 



850 

1650 

1500 

Los Angeles 




2500 

2350 

Nueva York 
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Propiedades generales de los árboles 

13. Si en una gráfica G dos vértices cualesquiera están conectados por una trayectoria única, 
demostrar que G es un árbol. 

14. (Unicidad) Demostrar que la trayectoria que conecta dos vértices cualesquiera ü y ven un 
árbol T es única. 

15. Demostrar que un árbol T con exactamente dos vértices de grado 1 (ver la sección 22.1) 
debe ser una trayectoria. 

16. Demostrar que un árbol con n vértices tiene n — 1 bordes. 

17. (Bosque) Una gráfica (no necesariamente conexa) sin ciclos se denomina bosque. Pro¬ 
porcionar ejemplos típicos de aplicaciones en las que las gráficas que aparecen son bos¬ 
ques o árboles. 

18. Demostrar que si un gráfica G no tiene ciclos, entonces G debe tener por lo menos 2 
vértices de grado 1. 

19. Demostrar que si dos vértices en un árbol T se unen por medio de un borde nuevo, enton¬ 
ces se forma un ciclo. 

20. Demostrar que una gráfica G con n vértices es un árbol si y sólo si G tiene n — 1 bordes y 
ningún ciclo. 



22.5 ALGORITMO DE PRIM PARA ÁRBOLES DE EXPANSIÓN MÁS 
CORTOS 


Tabla 22.6 ____ 

Algoritmo de Prim para eTárbol de expansión más corto?" 

ALGORITMO PRIM [G = (K,£), V= {!,■■■ ,n}, /..para todo (/,./) en E] 
Dada una gráfica conexa G = (V, E) con vértices \,d, ■ • ■ , n y bordes (/,_/) de 
longitudes / > 0, este algoritmo determina un árbol de expansión más corto T 
en G y su longitud L(T). 

ENTRADA: n, bordes (/,_/) de G y sus longitudes I¡¡ 


9 Bell System Technical Journal 36 (1957), 1389-1401. Respecto a una versión mejorada del algoritmo, 
consultar la obra de Cheriton y Tarjan, S/AM Journal of Computation 5 (1976), 724-742, 
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SALIDA: Conjunto de bordes 5 de un árbol de expansión más corto T en 
G; L{T) [Inicialmente, todos ¡os vértices están sin etiquetar ] 

1. Paso inicia! 

Hacer i{k) = 1, U={\},S=0. 

Etiquetar el vértice k (= 2, - ■ •, ri) con \ k = l jk [= <*> si G no tiene borde 
(1.*)]. 

2. Adición de un borde al árbol T 

Sea A. el menor ¡ k para k no en U. Incluir el vértice j en U y el borde 
en S. 

Si U— V, entonces calcular 

L(T) = 2T (sumatoria sobre todos los bordes en S) 

SALIDA: S, L(T). Detener el proceso 

[ó es el conjunto de bordes de un árbol de expansión más corto T en 
G.] 

En caso contrario, continuar (es decir, proceder al paso 3). 

3. Actualización de etiquetas 

Para todo k no en U, si /., < A,, entonces hacer A = / e i(k) =j. 

jk k k jk 

Proceder al paso 2. 

Fin de PRIM 


El algoritmo de Prim que se muestra en la tabla 22,6 es otro algoritmo popular para 
resolver el problema del árbol de expansión más corto (ver la sección 22.4), Este 
algoritmo proporciona un árbol T en cada etapa, una propiedad que no posee el algo¬ 
ritmo de Kruskal presentado en la última sección (vuelva a ver la figura 466 si no se 
habia dado cuenta de ésto). 

En el algoritmo de Prim, empezando desde cualquier simple vértice, que se de¬ 
nominará 1, se hace "crecer" el árbol agregándole bordes, uno cada vez, siguiendo 
alguna regla (que se proporciona un poco más adelante) hasta que T termina por 
convertirse en un árbol de expansión , que es el más corto. 

Por U se denotará el conjunto de vértices del árbol en crecimiento T, y por S, el 
conjunto de sus bordes. Por tanto, inicialmente G={l}y5’ = 0;al final, U = V, 
el conjunto de vértices de la gráfica dada G — (V, E ), cuyos bordes (ij) tienen longi¬ 
tud / > 0, como antes. 

Así, al inicio (paso 1) las etiquetas A^,' , A (j de los vértices 2, ~ ' • , n son las 

longitudes de los bordes que los conectan con el vértice 1 (o “ en caso de que en G 
no haya tal vértice). Y se elige (paso 2) el más corto de éstos como el primer borde 
del árbol en crecimiento Ty se incluye su otro extremo j en U (eligiendo el menor j en 
caso de que haya varios, a fin de que el proceso sea único). El hecho de actualizar las 
etiquetas en el paso 3 (en esta etapa y en cualquiera otra etapa ulterior) implica a cada 
vértice k que todavía no está en U. El vértice k tiene la etiqueta X k = de antes. Si 
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l_ k <¿ k , esto significa que k está más próximo al nuevo elemento y recientemente 
incluido en U que a su "vecino más próximo" anterior i(k) en U. Luego se actualiza la 
etiqueta de k, reemplazando X f = / (J) k por X k — l jk y haciendo i{k) = j. Si, a pesar de lo 
anterior./ >A da etioueta anterior de k\. no se toca la etioueta anterior. Por tanto la 

' jk k ' ‘ " * * 

etiqueta siempre identifica al vecino más próximo de k en U, y éste es actualizado 
en el paso 3 cuando U y el árbol T crecen. Con base en las etiquetas finales es posible 
rastrear el árbol final, y a partir de sus valores numéricos se calcula la longitud total 
(la suma de las longitudes de los bordes) de este árbol. 

Ejemplo 1. Aplicación del algoritmo de Prim. 

Encontrar el árbol de expansión más corto en la gráfica de la figura 468 (que es el mismo que en el 
ejemplo 1, sección 22.4, de modo que es posible hacer comparaciones). 

Solución. Los pasos son como sigue. 

1. i{k) = 1, U ~ {I} , S~ 0, respecto a las etiquetas iniciales, consultar la tabla 22.7. 

2. A, - / J2 “ 2 es el más pequeño, U - { 1,2}, S~ {(1, 2» 

3. Se actualizan las etiquetas como se muestra en la tabla 22.7, columna (I). 

2. A 3 = / 13 = 4es el más pequeño, U — { 1, 2, 3), S ~ {{1,2), (1,3)} 

3, Se actualizan las etiquetas como se muestra en la tabla 22.7, columna (II). 

2. A g = / 3fi = I es el más pequeño, U = { 1,2, 3, 6}, S = ( { 1,2), (1, 3), (3, 6)} 

3. Se actualizan las etiquetas como se muestra en la tabla 22.7, columna (III). 

2. X A - / J4 = 8 es el más pequeño, U~ {1,2, 3, 4, 6), 5= {(1,2), (I, 3), (3, 4), (3, 6)} 

3. Se actualizan las etiquetas como se muestra en la tabla 22.7, columna (IV). 

2. A,. ~ / 4< . = 6 es el más pequeño, U = V, S- (1,2), (I, 3), (3, 4), (3, 6), (4, 5). Detener el proceso. 


©— 2 —© 

Figura 468. Gráfica del ejemplo 1. 


Tabla 22.7 


j Etiquetado de vértices en el ejemplo 1 

X/pT-tlf'F 1 

Etiqueta 


Reetiquetado 


1 Y t/J, UUU 

inicial 

( 1 ) 

( 11 ) 

(ni) 

(IV) 

2 

© = ^ 

— 


— 

— 

3 

© = ^ 

*13 - 4 

““ 

— 

— 

4 

CO 

/ 24 ~ n 

/ 34 = 8 

© = s 

— 

5 

co 

oo 

co 

© = ^ 

© = 6 

6 

oo 

oo 

/ = 3 
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El árbol es el mismo que en el ejemplo I de la sección 22,4. Su longitud es 21, El lector encontrará 
interesante comparar el proceso de crecimiento de este árbol con el de la sección 22.4 . 8 

Conjunio de Problemas de ía sección 22.5 

Aplicar el algoritmo de Prim para encontrar un árbol de expansión más corto T en las siguien- 
tes gráficas y trazar un diagrama de T. 

1. La gráfica en e! problema I, sección 22.4.. 

2. La gráfica en el problema 2, sección 22.4. 



7. ¿Cómo evita e! algoritmo de Prim la formación de ciclos a medida que se hace crecer 77 

8. (Complejidad) Demostrar que el algoritmo de Prim tiene complejidad 0(n 2 ). 

9; ¿En qué caso al final del algoritmo de Prim se tendrá que S - El 

10. Para una gráfica completa (o para una que sea casi completa), si los datos están represen¬ 
tados en una tabla de distancias de n x n (como en el problema 12, sección 22.4), demos¬ 
trar que este algoritmo [que es de 0(n 2 )] no puede reemplazarse fácilmente por un algorit¬ 
mo de orden menor que 0(« 2 ). 

11. ¿Cuál sería el resultado si se aplicase al algoritmo de Prim a una gráfica que no es conexa? 

12. (Distancia, excentricidad) Denominar a la longitud de una trayectoria más corta u -*> v 
en una gráfica G = (K, E) distancia d(u, v) de u a v, Para ti fijo, la máxima d(u, v) cuando 
v varía sobre V se denomina excentricidad e{u) de u. Encontrar la excentricidad de los 
vértices I, 2, 3 de la gráfica en el problema 5.. 

13. (Diámetro, radio, centro) El diámetro d(G) de una gráfica G — (K, E) es el máximo de 
d(u, v) (ver el problema 12) cuando u y v varían sobre K, y el radio r(G) es la menor 
excentricidad s(v) de los vértices v. Un vértice v con £(i>) = r(G) se denomina vértice 
centra /. El conjunto de todos los vértices centrales se denomina centro de G Encontrar 
d(G ), r{G) y el centro de la gráfica en el problema 5. 

14. ¿Cuáles son el diámetro, el radio y el centro del árbol de expansión en el ejemplo 1? 

15. Explicar cómo la idea de centro puede usarse para establecer la prestación de un servicio de 
emergencia en una red de transporte. Para establecer una estación de bomberos, un centro 
comercial. ¿Cómo generalizaría estos conceptos al caso de dos o más de tales servicios? 

16. Demostrar que un árbol T cuyos bordes son todos de longitud 1 tiene un centro que consta 
de un vértice o de dos vértices adyacentes. 

17. Escribir un algoritmo de complejidad O(n) para encontrar el centro de un árbol T, 


22.6 REDES. TRAYECTORIAS DE AUMENTO DE FLUJO 

Una vez que se han analizado problemas de la trayectoria más corta y problemas de 
árboles, como tercera gran área en optimización combinatoria se estudiarán los pro¬ 
blemas de flujo en redes (eléctricas, de distribución de agua, de comunicaciones, de 
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tráfico, de conexiones de negocios, etc.), pasando de las gráficas a las digráficas, 
(gráficas dirigidas; ver la sección 22.1). 

Por definición, una red es una digráfica G — (V, E) en la que cada borde (i,jj' 
tiene asignada una capacidad c.. > 0 [= máximo flujo posible a lo largo de (/,./)], y en” 
un vértice s, denominado fuente, se produce un flujo que circula a lo largo de los ’ 
bordes hacia otro vértice t, denominado blanco o sumidero, en donde el flujo des¬ 
aparece. 

En aplicaciones, puede tratarse del flujo eléctrico en alambres, de agua en una 
tubería, de automóviles en carreteras, de personas en un sistema público de transpor¬ 
te, de mercancías de un productor a los consumidores, de cartas de remitentes a des¬ 
tinatarios, etc. 

El flujo a lo largo de un borde (i,j) (¡dirigido!) se denota por. f.. y se le imponen 
dos condiciones: 

1. Para cada borde (i,y) en G el flujo no excede la capacidad c„, 

(1) 0 2 = (“Condición del borde") 

2. Para cada vértice /, no s ni t. 

Flujo de entrada = FÍujo de salida ("Condición en un vértice", "Ley de Kirchhoff ): 
en una fórmula, 


' 0 si el vértice i r- s, / # t, 

(2) 2 fki -24 = ]-/ en I a fuente 5, 

le j 

, . . . . , (, / en el objetivo (sumidero) /, 

Flujo Flujo 

de entrada de salida 

en donde/es el flujo total (y en s el flujo de entrada es cero, mientras que en t el flujo 
de salida es cero). En la figura 469 se ilustra la notación (para algunas cifras hipoté¬ 
ticas). 



Figura 469. Notación en (2): flujo de entrada y flujo de salida para un vértice i 
(diferente de s y de f). 

Por trayectoria V! -» de un vértice Vj a un vértice en una digráfica G se 
entiende una sucesión de bordes no dirigidos 


(Uj, u 2 ), (t> 2 , t> 3 ), 
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que forma una trayectoria como se definió en la sección 22.2. Así, cuando se efectúa 
un desplazamiento de Vj a v k es posible efectuarlo siguiendo algún borde en su direc¬ 
ción dada, en cuyo caso éste se denomina borde hacia adelante, o en sentido contra¬ 
rio a su dirección dada, en cuyo caso se denomina borde hacia atrás. En la figura 
470 se muestran un borde hacia adelante («, v) y un borde hacia atrás (w, v) de una 
trayectoria v f -» v^. 



Figura 470. Borde hacia adelante 
(u, v) y borde hacia atrás (w, v) de 
una trayectoria v, -» v K 


¡Precaución! Cada borde en una red tiene una dirección dada que no es posible cam¬ 
biar. En consecuencia, si (u, v) es un borde hacia adelante en una trayectoria Vj -» v, , 
entonces (u, v) puede volverse un borde hacia atrás sólo en otra trayectoria x f -* x en 
la que es un borde y es recorrido en la dirección opuesta cuando se pasa dej^ a x ; ver 
la figura 471. Este hecho debe tenerse en cuenta a fin de evitar malentendidos. 



Figura 471. Borde (u, v) como borde hacia adelante en la trayectoria v, v k y 
como borde hacia atrás en la trayectoria x, —> x ¡ 

Trayectorias de aumento de flujo 

El objetivo es maximizar el flujo de la fuente J al blanco t de una red dada. Lo 
anterior se logrará desarrollando métodos para incrementar un flujo existente (inclu¬ 
yendo el caso especial en que este último es cero). Asi, la idea es encontrar una 
trayectoria P\ s •* t en la que no todos los bordes se usen por completo, de modo que 
sea posible enviar flujo adicional a través de P 

(i) incrementando el flujo en los bordes hacia adelante, y 

(ii) disminuyendo el flujo en los bordes hacia atrás. 

Esto sugiere la siguiente 
Definición 

Una trayectoria de aumento de flujo en una red con un flujo dadosobre cada 
borde (i,y) es una trayectoria P: s -* t tal que 

(i) ningún borde hacia adelante se usa a su capacidad; así, fy < Cy para estos 
bordes, 
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(ii) ningún borde hacia atrás tiene flujo cero; así,./. > 0 para estos bordes. 



Figura 472. Red dei ejemplo 1. 

Primer número = Capacidad, segundo número = flujo dado. 

Ejemplo 1. Trayectorias de aumento de flujo. 

Encontrar trayectorias de aumento de flujo en la red de la figura 472, en donde el primer número es la 
capacidad y el segundo es un flujo dado. 

Solución. En problemas prácticos, las redes son grandes y es necesario un método sistemático para 
aumentar / lujos, que se analizará en la siguiente sección En esta pequeña red, que debe ayudar a 
ilustrar y aclarar los conceptos e ideas, es posible encontrar trayectorias de aumento de flujo por inspec¬ 
ción y aumentar el flujo existente/- 9 en la figura 472, (El flujo de salida de s e Si 5 + 4 = 9, que es igual 
al flujo de entrada 6 + 3 “ 9 hacia /„) 

Se usa la notación 

A = ~ fij para bordes hacia delante 

A = f.. para bordes hacia atrás 

A = mín tomado sobre todos los bordes de una trayectoria* 

Con base en la figura 472 se observa que una trayectoria de aumento de flujo P, : s - t es P ’ : J-2-3-6 
(figura 473), con A = 20 - 5 = 15, etc., y A = 3. Por tanto, A, puede usarse para aumentar el flujo dado 
9 a/= 9 + 3 = 12,'Todos los tres bordes de 7», son bordes hacia adelante. El flujo se aumenta por 3. 
Entonces, el flujo en cada uno de los bordes de P se incrementa por 3, de modo que ahora se tiene/,, - 
8 (en lugar de 5), = 11 (en lugar de 8) y f }6 = 9 (en lugar de 6) El borde (2, 3) se usa ahora a su 

capacidad. El flujo en los otros bordes permanece como antes 

A continuación se intentara incrementar el flujo en esta red (figura 472) más alia de/- ,2 _ 

Existe otra trayectoria de aumento de flujo 7,: i - 1 , a saber, P,: I-4-5-3-6 (ver la figura 73), que 
muestra cómo entra y es manejado un borde hacia atrás. El borde (3, 5) es un borde hacia atras. Su flujo 


Trayectoria P, 



Trayectoria P 2 


Figura 473. Trayectorias de aumento de flujo en el ejemplo 1. 

es 2, de modo que A„ = 2. Se calcula A = 10 ~ 4 = 6, etc., (figura 473) y A = 2. Por tanto, es P° s *J e 
usar A, para otro aumento a fin de obtener/- 12 + 2 = 14, El nuevo flujo se muestra en la figura 474 Ya 

no es posible ningún aumento. Más tarde se confirmara que/= 14 es máximo. (El corte en la figura ^ 

se explica a continuación*) 
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Conjuntos de corte 

Un "conjunto de corte" es un conjunto de bordes en una red. La idea subyacente es 
simple y natural. Si se desea determinar qué está fluyendo de s a i en una red, es 
posible cortar la red en alguna parte entre j y i (en la figura 474 se muestra un ejem¬ 
plo) y ver lo que fluye en los bordes afectados por el corte, ya que cualquier flujo de 
sai debe pasar algunas veces a través de algunos de tales bordes. Estos bordes for¬ 
man lo que se denomina conjunto de corte. [En la figura 474, el conjunto de corte 
consta de los bordes (2, 3), (5, 2), (4, 5)]. Este conjunto de corte se denotará por (5, 
T). Aquí í es el conjunto de vértices sobre el lado del corte en que está s(S- 2,4} 
para el corte en la figura 474), y Tes el conjunto de los otros vértices (T= {3, 5, (} en 
la figura 474). Se dice que un corte "separo." al conjunto de vértices Ken dos partes 
S y T. Resulta evidente que el conjunto de corte correspondiente ( S , T) consta de 
todos los bordes en la red con un extremo en S y el otro extremo en T. 

Por definición, la capacidad cap ( S , 7) de un conjunto de corte (5, T) es la suma 
de las capacidades de todos los bordes hacia adelante en (S , T) (¡sólo los bordes 
hacia adelante!), es decir, los bordes que están dirigidos deSaT, 

(3) cap (5, T) = 2c ¿j suma sobre los bordes hacia delante de (5, T). 

Así, cap (S, T) = 11 + 7 = 18 en la figura 474. _ 

Los otros bordes (dirigidos de TaS) se denominan bordes hacia atras del con¬ 
junto de corte (S, T), y por flujo neto a través de un conjunto de corte se entiende la 
suma de los flujos en los bordes hacia adelante menos la suma de los flujos en los 

bordes hacia atrás del conjunto de corte. 

¡Precaución! Es necesario distinguir bien entre bordes hacia adelante y bordes 
hacia atrás en un conjunto de corte y en una trayectoria: (5, 2) en la figura 474 es un 
borde hacia atrás para el corte mostrado, pero es un borde hacia adelante en la trayec¬ 
toria 1-4—5—2—3—6. 

Para el corte en la figura 474, el flujo neto es 1 1 + 6 - 3 = 14. Para el mismo corte 
en la figura 472 (no indicado aquí), el flujo neto es 8 + 4 - 3 = 9. En ambos casos es 
igual al flujo/ Se afirma que este hecho no es fortuito, sino que los cortes cumplen el 
propósito por el que se introdujeron: 

Teorema 1 (Flujo neto en conjuntos de corte) 

Cualquier flujo dado en una red G es el flujo neto a través de cualquier conjunto de 
corte ( S , T) de G. 


Corte 



Figura 474. Flujo máximo en el ejemplo 1 
(el "corte” se explicará después del ejemplo 1.) 








628 


GRÁFICAS Y ANÁLISIS COMBINATORIO 


REDES. TRAYECTORIAS DE AUMENTO DE FLUJO 


629 


Demostración. Por la ley de Kirchhoff (2), en un vértice i. 


Í.-2A - { 


0 sí i ^ s, t. 


(4) “ If sí / = i. 

J , 1 J J 

Flujo Flujo 

hacia fuera hacia adentro 

Aquí es posible sumar sobre; y / desde 1 hasta n (= número de vértices) al ha “ r 4 = 
O ,ZT/= i y también para los bordes sin flujo o no exrstentes; por tanto, las cío 

sumatorias pueden escribirse como una sola, 


2 (/« - /*> 


0 sí i ¥= s, t. 


rO si i 
l f sí i 


Luego se suma sobre todas las i en 5. Como , E 5, esta sumatoria es igual a f. 

(5) 2 2 </, - /*> = /• 

ies jeV 

Se afirma que en esta sumatoria sólo contribuyen los bordes pertenecientes al con¬ 
junto de corte En efecto, los bordes con ambos extremos en T no puede contribuir, ya 
que se suma solamente sobre las « en 5; pero los bordes (/,;) con anlbos ex | r ^ OS en 
S contribuyen con +/ en un extremo y con -f en el otro, una contribución total de 0 . 
Por tanto, el miembro izquierdo de (5) es igual al flujo neto que pasa por el conjunto 
de corte. Por (5), esto es igual al flujo/y así se ha demostrado el teorema. * 

Este teorema posee la siguiente consecuencia, que será necesaria mas adelante. 
Teorema 2 (Cota superior para flujos) 

Un.flujo,f en una red G no puede exceder ¡a capacidad de ningún conjunto de corte 
(£, T) en G. 

Demostración. Por el teorema 1, el fiujo/es igual al flujo neto a través £1 conjunto 
de corte Á= f -/ en donde/, es la suma de los flujos a través de los bordes hacia 
adelante y /'(> 0 es la sumí de los flujos a través de los bordes haca atras del 
conjunto de corte. Así,/< /. Luego,/, no puede exceder la suma de las capacidade 
de los bordes hacia adelante; pero por definición esta suma es igual a a Rapacidad d 
conjunto de corte. Así, juntando lo anterior, se tiene que/< cap ( S , T), como ^ 
afirmó. 

Los conjuntos de corte pondrán de manifiesto ahora toda la importancia de las 
trayectorias de aumento: 

Teorema 3 Teorema principal (Teorema de la trayectoria de aumento para flujos) 

Un flujo desaten una red G es máximo si y sólo si en G no existe ninguna trayecto¬ 
ria de aumento de flujo s t. 


1 ") 1 ) ; •> r ) ';> 1 ^ 1 "i) 1 1 1 ^ 


Demostración, (a) Si existe una trayectoria de aumento de flujo P: s -* t, entonces 
puede usarse para agregar flujo adicional a través de ella. Por tanto, el flujo dado 
no puede ser máximo. 

(b) Por otra parte, suponer que en G no existe ninguna trayectoria de aumen¬ 
to de flujo s -* t. Sea £ el conjunto de todos los vértices i (incluyendo a s) tal que 
en G existe una trayectoria de aumento de flujo J -* i, y sea T Q el conjunto de los 
otros vértices en G. Considerar cualquier borde (i,;) con i en S Q y j en T Q . Enton¬ 
ces se tiene una trayectoria de aumento de flujo í -* i, ya que i está en S Q , pero s 
-» ¡ -*j no es una trayectoria dé aumento de flujo porque; no está en S g . Así, debe 
tenerse 

r c .. r borde hacia delante 

(6) = \ V s! ('» f> es un ) de las trayectorias s -> i —»;. 

LO L borde hacia atrás 

En caso contrario podría usarse (i,;) para obtener una trayectoria de aumento de flujo 
s -* i -*;'. Ahora bien, (5/ /,) define un conjunto de corte (ya que t está en 7’ 0 ; ¿por 
qué?). Debido a que por ( 6 ) los bordes hacia adelante se utilizan a su capacidad y los 
bordes hacia atrás no conducen flujo, entonces el flujo neto a través del conjunto de 
corte (ó’ Q , T ) es igual a la suma de las capacidades de los bordes hacia adelante, que 
por definición es cap (£ 0 , T Q ). Por el teorema 1, este flujo neto es igual al flujo dado/ 
Así,/= cap (/,, /,). También, por el teorema 2 se tiene que/< cap (ó/ /,). Por tanto, 
f debe ser máximo debido a que se ha obtenido una igualdad. ■ 

La parte final de esta demostración produce otro resultado básico (atribuido a 
Ford y Fulkerson, Canadian Journal of Mathematics 8 (1956), 399-404), a saber, el 

Teorema 4 Teorema del flujo máximo y corte mínimo 

El flujo máximo 10 en cualquier red G es igual a la capacidad de un "conjunto de 
corte mínimo" (= un conjunto de corte de capacidad mínima) en G. 

Demostración. Acaba de verse que/= cap (S Q , T' Q ) para un flujo máximo/y un 
conjunto de corte (£ 0 , T ) idóneo. Luego, por el teorema 2 también se tiene/< cap (£, 
T ) para este f y cualquier conjunto de corte (S, T) en G. Juntando lo anterior, se tiene 
que cap (£„,’ /,) < cap (S, T). Por tanto, (/,, T Q ) es un conjunto de corte mínimo, y así 
se ha demostrado el teorema. * 

Las dos herramientas básicas en relación con redes son las trayectorias de au¬ 
mento de flujo y los conjuntos de corte. En la siguiente sección se verá cómo las 
trayectorias de aumento de flujo pueden usarse como la herramienta fundamental en 
un algoritmo para flujos máximos. 


10 La existencia ‘de un flujo máximo se concluye en el caso de capacidades racionales por el algoritmo 
que se presentará en la siguiente sección, y en el caso de capacidades arbitrarias, poruña modificación 
de este algoritmo, mencionada en la nota de pie de página 11 de la siguiente sección. 
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Problemas de la sección 22.6 
Encontrar trayectorias de aumento de flujo: 

4,2 





~ 5,3 

4. 

f2) 

5,2 

H© 

. > Y^J 0 - 4 

Viv' i n 


8,5^ ^ 

dX^f 7 ' 1 

9 

\ 10,1^ 
4,2\/ 

3,1 




16,6 

t 


Encontrar por inspección el flujo máximo 
5. En e! problema I. 

7. En el problema 3. 


6. En el problema 2, 
8. En el problema 4. 



w 6, 5 ^ 4,2 ^ 

Figura 475. Problemas 13-17. 


mm 

Bpütü 

’F 

¡Sil 


En la figura 472, encontrar T y cap (5", T) si S es igual a 
9. {1,2,3} 10. {1,2,4,5} ll.,{i,.3,5} 

12. Encontrar un conjunto de corte mínimo en la figura 472 y comprobar que su capacidad es 
igual al flujo máximo/= 14. 

13. Encontrar ejemplos de trayectorias de aumento de flujo y el flujo máximo en la red de la 
figura 475. 

En la figura 475, encontrar T y cap (S, T) si S es igual a 

3.4. {1,2,4} 15. {1,2, 4, 6} 16. {1,2, 3, 4, 5} 

17. En la figura 475, encontrar un conjunto de corte mínimo y su capacidad. 

18. ¿Por qué los bordes hacia atrás no se consideraron en la definición de capacidad de un 
conjunto de corte? 

19. ¿En qué'caso un borde (i,/) puede usarse como borde hacia adelante y como borde hacia 
atrás de una trayectoria en una red con un flujo dado? 

20. (Flujo Incrementa!) Dibujar la red en la figura 475, y sobre cada borde (/,/) escribir c - 
/. y/.. ¿Reconoce el lector que a partir de esta "red incrementar es posible ver más 
fácilmente las trayectorias de aumento de flujo? 


22.7 


ALGORITMO DE FORD-FULKERSON PARA FLUJO MAXIMO 


Las trayectorias de aumento de flujo, según se analizaron en la sección precedente, se 
usan como herramienta básica en el algoritmo de Ford-Fulkerson de la tabla 22.8, en 
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donde un flujo dado (por ejemplo, flujo cero en todos los bordes) se incrementa hasta 
su máximo. El algoritmo logra el incremento por medio de la construcción paso a 
paso de trayectorias de aumento de flujo, una cada vez, hasta que ya no es posible 
construir más de tales trayectorias, lo cual sucede precisamente cuando el flujo es 
máximo. 

En el paso 1 puede contarse con un flujo dado. En el paso 3 es posible etiquetar 
un vértice ;' si existe un borde (;',/) con i etiquetado y 


c■■ > i■■ 

V ■' V 


(“borde hacia adelante ”) 


o bien, si existe un borde (/, /) con i etiquetado y 


> 0 


(“borde hacia atrás") 


Tabla 22.8 

Algoritmo de Ford-Fulkerson para flujo máximo 

ALGORITMO FORD-FULKERSON 

[G = (V, E), vértices 1 (= s), ■ ■ ■ , n (= i), bordes c¡j\ 

Este algoritmo calcula el flujo máximo en una red G con fuente x, sumidero t y 
capacidades c > 0 de los bordes (i,j). 

ENTRADA: n, s = 1 ,t = n, bordes (i,;) de G, c.. 

SALIDA: Flujo máximo/en G 

1. Asignar un flujo inicial(por ejemplo,/^ = 0 para todos los bordes), 
calcular f. 

2. Etiquetar s con 0. Marcar los otros vértices "no etiquetado". 

3. Encontrar un vértice etiquetado i que aún no haya sido explorado. 
Explorar i como sigue. 

Para todo vértice adyacente no etiquetado/, si c > f¡y calcular 


c*> — f •• Y A- 

V J V J 3 


-min (A ¿ , A¿p sí i > 1 


' etiquetar/ con una "etiqueta hacia adelante" (í + , A ); o bien, si f > 


0 , calcular 


A. = min (A { , 

y etiquetar/ con una "etiqueta hacia atrás" (i~, AJ). 
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Si no existe tal j, entonces dar como SALIDA a f. Detener el proceso. 

[f es el flujo máximo.'] 

En caso contrario, continuar (es decir, proceder al paso 4). 

4. Repetir el paso 3 hasta llegar a t, 

\Así se obtiene una trayectoria de aumento de flujo P: s -*■ /.] 

Si es imposible llegar a t, entonces dar como SALIDA a f. Detener el 
proceso 

fes el flujo máximo .] 

En caso contrario, continuar (es decir, proceder al paso 5). 

5. Recorrer hacia atrás la trayectoria P, usando las etiquetas. 

6. Usar P para aumentar el flujo existente por A ( . Hacer/=/+ A ; . 

7. Eliminar todas las etiquetas de los vértices 2, • • •, n. Proceder al paso 3. 
Fin de FORD-FULKERSON 

Explorar un vértice etiquetado i significa etiquetar todo vértice no etiquetado./ adya¬ 
cente a i que sea posible etiquetar. Antes de explorar un vértice etiquetado i, se exa¬ 
minan todos los vértices que ya tenían etiqueta antes de i. Esta estrategia de primera 
búsqueda de amplitud (PBA) fue sugerida por Edmonds y Karp 11 en 1972. Su efecto 
es que se obtienen las trayectorias de aumento de flujo más cortas posibles. La venta¬ 
ja computacional de esto se ilustra en el problema 13. 

Ejemplo 1. Algoritmo de Ford-Fulkerson 

Aplicar el algoritmo de Ford-Fulkerson para determinar el flujo máximo de la red en la figura 476 (que 
es la misma que la del ejemplo 1, sección 22.6, de modo que es posible comparar). 




Figura 476. Red en eí ejemplo 1 con capacidades 
(primeros números) y flujo dado. 


Solución. E! algoritmo procede como sigue, 

1. Se proporciona un flujo inicial /= 9. 

2. El vértice,y (== l) se etiqueta con 0, Los vértices 2, 3, 4, 5, 6 se marcan con "no etiquetado", 

3. Se explora 1. 


n Journal of the Assoctationfor Computing Mqchinery 19(1972), 248-64, El algoritmo de Ford-Fulkerson 
fue publicado por primera vez en el Canadian Journal of Mathematics 9 (1957), 210-218. 


ALGORITMO DE FORD-FULKERSON PARA FLUJO MÁXIMO 

Se calcula A p — 20 — 5 — 15— A r El vértice 2 se etiqueta con (1 + , 15), 

Se calcula A |4 = ¡0-4 = 6 = A^, El vértice 4 se etiqueta con (1 + , 6), 

4. Se explora 2. 

Se calcula A 23 =11-8 = 3, A 3 = mín (A,, 3), El vértice 3 se etiqueta con (2 + , 3). 

Se calcula A 5 = mín (A 2 , 3) = 3, El vértice 5 se etiqueta con (2", 3), 

Se explora 3, 

Se calcula A 36 =13-6 = 7, A fi = A, = mín (A 3 , 7) = 3. El vértice 6 se etiqueta con (3 + , 3). 

5. P: I—2-3-6 (= t) es una trayectoria de aumento de flujo, 

6. A, = 3. El aumento proporciona/^ = 8= i 1 J = 9, con los otros f sin cambio. Flujo aumentado 

/-9 + 3-I2. 

7. Se eliminan las etiquetas en los vértices 2, • • ' , 6, Proceder al paso 3. 

3. Se explora l. 

Se calcula A J2 = 20 - 8 = 12= A,. El vértice 2 se etiqueta con (1*, 12). 

Se calcula A ¡4 = 10 — 4 = 6= A 4 , El vértice 4 se etiqueta con (1 + , 6), 

4. Se explora 2, 

Se calcula = mín (A,, 3) = 3» El vértice 5 se etiqueta con (2“, 3), 

Se explora 4. [Ya no quedan vértices para etiquetar .] 

Se explora 5, 

Se calcula A 3 = mín (A 5 , 2) = 2. El vértice 3 se etiqueta con (5~, 2), 

Se explora 3. 

Se calcula A 3fi =13-9 = 4, A g = mín (A 3 , 4) = 2. El vértice 6 se etiqueta con (3 + , 2), 

5. P: 1— 2-5-t3—6 (= t) es una trayectoria de aumento de flujo, 

6. A f = 2. El aumento proporciona/ p = 10,/ p = 1,/^ = 0 , f i6 =11, con los otros f.. sin cambio. Flujo 
aumentado/= 12 + 2 = 14, 

7. Se eliminan las etiquetas de los vértices 2, - • *, 6. Proceder al paso 3, 

Ahora es posible explorar 1 y luego explorar 2, como antes, pero al explorar 4 y después 5 se encuentra 
que ya no queda ningún vértice para etiquetar. Por tanto, ya no es posible llegara t. Así, el flujo obtenido 
(figura 477) es máximo, en concordancia con el resultado de la sección anterior, I 


Figura 477. Flujo máximo en el ejemplo 1, 

Problemas de la sección 22.7 

1. Efectuar los detalles de los cálculos adicionales indicados en el ejemplo 1 

2. Aplicar el algoritmo de Ford-Fulkerson al ejemplo 1 con flujo inicial 0., Hacer un comen¬ 
tario sobre la cantidad de trabajo en comparación con la del ejemplo 1. 

3. ¿Cuáles son los bordes "cuello de botella" debido a los cuales el flujo en el ejemplo 1 es 
limitado realmente? Por tanto, ¿qué capacidades pueden disminuirse sin afectar el flujo 
máximo? 

Aplicar el algoritmo de Ford-Fulkerson para encontrar el flujo máximo: 



) ) ) )' / i) '■) ) > i> '/ ) ') 


) / O "•>' * 3 : ) ) ') L ) ) ;J A J j 3 t fl) -y -a *3. •9 ; í> -T> 3 J'j) 3 : 






ií @ © Q © © © © O:, © © © r- r 


4. En e! problema 2, sección 22.6. 
6. En el problema 4, sección 22.6. 


r O 0 e © © @ © © © © 
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5. En el problema I, sección 22.6. 
7. En el problema 3, sección 22.6. 


8. ¿Cuál es la razón (sencilla) de que al aumentar un flujo por medio del empleo de una 
trayectoria de aumento de flujo se preserva la ley de Kirchhoff? 

9. ¿Cómo evita el algoritmo de Ford-Fulkerson la formación de ciclos? 

10. ¿Cómo puede verse a partir del algoritmo que el algoritmo de Ford-Fulkerson obedece! 
una técnica PBA? 

11. ¿Son únicas las trayectorias de aumento de flujo consecutivas producidas por el algorit¬ 
mo de Ford-Fulkerson? 

12. (Teorema del flujo entero) Demostrar que si las capacidades en una red G son enteras, 
entonces existe un flujo máximo que es entero. 

13. ¿Cuántos aumentos son necesarios para obtener el flujo máximo en la red de la figura 478 
si se empieza desde flujo cero y de manera alternada se usan las trayectorias P : s~ 2—3—/ y 
/%: 5-3—2—/? ¿De qué manera el algoritmo de Ford-Fulkerson evita esta mala elección? 




Figura 478. Problema 13. 

14. Si el algoritmo de Ford-Fulkerson se detiene sin llegar a /, demostrar que los bordes con 
un extremo etiquetado y el otro no etiquetado forman un conjunto de corte (S , T) cuya 
capacidad es igual al flujo máximo. 

15. (Varias fuentes y sumideros) Si una red tiene varias fuentes s ]7 * - - , $ , demostrar que 
puede reducirse al caso de una red con una sola fuente al introducir un nuevo vértice s y 
conectar s con J,, ' " , por k bordes de capacidad ©o. De manera semejante si existen 
varios sumideros,, Ilustrar esta idea con una red con dos fuentes y dos sumideros., 

16. Encontrar el flujo máximo en la red de la figura 479 con dos fuentes (fábricas) y dos 
sumideros (consumidores). 

17. Encontrar un conjunto de corte mínimo en la figura 476, así como su capacidad. 

18. Demostrar que en una red G con todas las c.. = 1 el flujo máximo es igual al número de 
trayectorias de bordes disjuntas s -> /„ >J 

19. En el problema 17, el conjunto de corte contiene precisamente a todos los bordes hacia 
adelante usados a su capacidad por e! flujo máximo (figura 477). ¿Es fortuito este hecho? 

20. Demostrar que en una red G con todas las capacidades iguales a I, la capacidad de un 
conjunto de corte mínimo (S, T) es igual al número mínimo q de bordes cuya eliminación 
destruye todas las trayectorias dirigidas s /. (Una trayectoria dirigida v -*• w es una 
trayectoria en la que cada borde tiene la dirección en que es recorrido yendo de v a wv) 




i—^—r—^~r 


Figura 479. Problema 16. 


<§? © © © o © © © © Q © o © o © © © © © © © o © o © o o o 


PROBLEMAS DE ASIGNACIÓN APAREAMIENTO BIPARTITA 635 

22.8 PROBLEMAS DE ASIGNACIÓN. APAREAMIENTO BIPARTITA 

De las digráficas se regresará a las gráficas y se analizará otra clase importante 'de 
problemas de optimización combinatoria que se presentan en problemas de asig¬ 
nación de obreros a trabajos, de trabajos a máquinas, de mercancía a almacenes, de 
barcos a muelles, de grupos de alumnos a salones de clase, de exámenes a periodos 
de aplicación, etc. A fin de explicar el problema, se requieren los siguientes con¬ 
ceptos. 

Una gráfica bipartita G = ( V, E) es una gráfica en la que el conjunto de vértices 
V es separado en dos conjuntos S y T (sin elementos en común, por la definición de 
partición), tal que cada borde de G tiene un extremo en 5 y el otro extremo en T, 
de modo que en G no hay bordes que tengan ambos extremos en 5 o ambos extremos 
en T. Una gráfica G = (K, E) así también se denota por G = (S, T\ E). 

En la figura 480 se muestra una ilustración, en donde V consta de siete elemen¬ 
tos: tres obreros a , b, c, que integran el conjunto S, y cuatro trabajos 1, 2, 3, 4, que 
integran el conjunto T. Los bordes indican que el obrero a puede realizar los trabajos 
1 y 2; el obrero b, los trabajos 1,2 y 3; etc., y el problema es asignar un trabajo a cada 
obrero de modo que cada obrero tenga un trabajo a realizar. Esto sugiere el siguiente 
concepto: 

T 
1 

2 

3 

4 

Figura 480. Gráfica bipartita en la asignación 
de un conjunto S = {a, b, c) de obreros 
a un conjunto T= {1,2, 3, 4} de trabajos. 

Un apareamiento en G = (S, T ; E) es un conjunto M de bordes de G tal que 
ningún par de éstos tiene un vértice en común. Si A/consta del mayor número posible 
de bordes, entonces se denomina apareamiento de cardinalidad máxima 12 en G. 

Por ejemplo, un apareamiento en la figura 480 es = {(a, 2), (b, 1)}. Otro es 
M 2 = {(n, 1), (¿), 3), (c, 4)}; resulta evidente que éste es de cardinalidad máxima. 

Un vértice v está expuesto (o no está cubierto ) por un apareamiento M si v no es 
un punto extremo de un borde de M. Este concepto, que siempre se refiere a algún 
apareamiento, será de interés cuando se empiecen a aumentar apareamientos dados 
(a continuación). Si un apareamiento no deja ningún vértice expuesto, entonces se 

12 O simplemente apareamiento máximo, aunque esta expresión algunas veces se usa en un contexto 
diferente, que carece de importancia aquí.. 
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denomina apareamiento completo. Resulta evidente que un apareamiento completo 
puede existir sólo si Sy T tienen el mismo número de vértices. 

Ahora se desea demostrar cómo es posible incrementar paso a paso la cardinalidad 
de un apareamiento A/hasta que se vuelve máximo. Para esta idea es fundamental el 
concepto de trayectoria de aumento: 

Una trayectoria alternante es una trayectoria que consta de manera alterna¬ 
da de bordes en My no en M (figura 481 A). Una trayectoria de aumento es una 
trayectoria alternante cuyos dos puntos extremos (a y b en la figura 48 IB) están 
expuestos. Al eliminar del apareamiento M los bordes que están sobre una tra¬ 
yectoria de aumento P (dos bordes en la figura 48 IB) y al agregar a M los otros 
bordes de P (tres en la figura), se obtiene un nuevo apareamiento, con un borde 
más que'Ai. Esta es la manera en qué una trayectoria de aumento se usa para 
aumentar por un borde un apareamiento dado. Se afirma que lo anterior siempre 
conducirá, después de algunos pasos, a un apareamiento de cardinalidad máxi¬ 
ma; en efecto, el papel básico de una trayectoria de aumento se expresa en el 
siguiente teorema. 


(A) Trayectoria alternante 

(B) Trayectoria de aumento P 


Figura 481. Trayectorias alternante y de aumento. Los bordes con 
trazo grueso son los que pertenecen a un apareamiento M. 

Teorema 1 Teorema de la trayectoria dé aumento para un apareamiento bipartita 

Un apareamiento M en una gráfica bipartita G = ( S, T; E) es de cardinalidad máxi¬ 
ma si y sólo si no existe ninguna trayectoria de aumento P con respecto a M. 

Demostración, (a) Se demostrará que si existe tal trayectoria P, entonces Ai no es de 
cardinalidad máxima. Sea P que tiene q bordes pertenecientes a Ai. Entonces P tiene 
q + 1 bordes que no pertenecen a Ai. (En la figura 48 IB se tiene q = 2.) Los puntos 
extremos a y b de P están expuestos, y todos los otros vértices sobre P son puntos 
extremos de bordes en Ai, por definición de trayectoria alternante. Por tanto, si un 
borde de Ai no es un borde de P, entonces no puede tener un punto extremo sobre P, 
porque entonces Ai no sería un apareamiento. Por consiguiente, los bordes de Ai que 
no están en P, junto con los q + 1 bordes de P que no pertenecen a Ai, constituyen un 
apareamiento de cardinalidad superior por uno a la cardinalidad de Ai porque se omi¬ 
tieron q bordes de Ai y a la vez se agregaron q + 1. Por tanto, Ai no puede ser de 
cardinalidad máxima. 

(b) Se demostrará que si no existe ninguna trayectoria de aumento para Ai, en¬ 
tonces Ai es de cardinalidad máxima. Sea Ai* un apareamiento de cardinalidad máxi- 



Ji > 3 h % 3 > ') 5 -1 ' f 
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ma y se considera la gráfica H que consta de todos los bordes que pertenecen a Ai o a 
Ai*, pero no a ambos. Entonces es posible que dos bordes de H tengan un vértice en 
común, pero tres bordes no pueden tener un vértice en común porque entonces dos'de 
los tres pertenecerían a Ai (o a Ai*), lo cual violaría el hecho de que Ai y Ai* son 
apareamientos. Así, todo v en V puede ser común a dos bordes de H, a uno o a ningu¬ 
no. Por tanto, es posible caracterizar cada "componente" (= subconjunto conexo 
maximal) de //; una componente puede ser: 

(A) Una trayectoria cerrada con un número par de bordes (en el caso de un 
número impar, dos bordes desde Ai o desde Ai* se encontrarían, violando la propie¬ 
dad del apareamiento). Ver (A) en la figura 482. 

(B) Una trayectoria abierta P con el mismo número de bordes desde Ai y de 

bordes desde Ai*, por lo siguiente. P debe ser alternante, es decir, un borde de Ai es 
seguido por un borde de Ai*, etc. (ya que Ai y Ai* son apareamientos). Luego, si P 
tiene un borde más desde Ai*, entonces P sería de aumento para Ai [ver (B2) en la 
figura 482], lo cual contradice la hipótesis de que no existe ninguna trayectoria de 
aumento para Ai. Si P tiene un borde más desde Ai, entonces sería de aumento para 
Ai* [ver (B3) en la figura 482], lo cual viola la cardinalidad máxima de Ai*, por el 
inciso (a) de esta demostración. Así, en cada componente de H, los dos apareamientos 
tienen el mismo número de bordes. Al agregar a ésto el número de bordes que perte¬ 
necen tanto aAicomo a Ai* (que se dejan de lado cuando se establece//), se concluye 
que Ai y Ai* deben tener el mismo número de bordes. En virtud de que Ai* es de 
cardinalidad máxima, ésto prueba que lo mismo se cumple para Ai, como quería 
demostrarse. ■ 


—— Borde desde M 
-— Borde desde M~ 


. « (Posible) 

(De aumento para M) 

(De aumento para M") 

Figura 482. Demostración del teorema de la trayectoria de aumento 
para el apareamiento bipartita. 

Este teorema sugiere un algoritmo para obtener trayectorias de aumento en las 
que los vértices están etiquetados con la intención de seguir trayectorias. Tal eti¬ 
queta existe además del número del vértice, que también se retiene. Resulta evi¬ 
dente que, para obtener una trayectoria de aumento, es necesario empezar desde un 
vértice expuesto, y luego seguir una trayectoria alternante hasta llegar a otro vérti¬ 
ce expuesto. En la tabla 22.9 se muestra tal algoritmo. Después del paso 3 ya están 
etiquetados todos los vértices en S. En el paso 4, el conjunto T contiene por lo 
menos un vértice expuesto, ya que en caso contrario el proceso se hubiese detenido 
en el paso 1. 


j!, % 3 T % ") 3 i J J J i 3 J J J J J J 
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Tabla 22.9 

Apareamiento bipartita de cardinalidad máxima 


, . ^ T-*-» «n«nr*n íTUMTn rr? — f e T 1 - íT\ A4 

ALUU1U 1 MU nx ni\JLmvm.iN i vy ^ W» **J 

Este algoritmo determina un apareamiento de cardinalidad máxima M en una 
gráfica bipartita G al aumentar un apareamiento dado en G. 

ENTRADA: Gráfica bipartita G = (S, T; E) con vértices 1, • ■ , n, aparea¬ 
miento Men G (por ejemplo, M= 0) 

SALIDA: Apareamiento de cardinalidad máxima M en G 

1. Si en 5 no hay ningún vértice expuesto, entonces 
SALIDA: M. Detener el proceso 

\M es de cardinalidad máxima en G .] 

En caso contrario, etiquetar a todos los vértices expuestos en S con 

0 . 

2. Para cada i en S y borde (i,y) no en M, etiquetar a j con i, a menos de 
que ya esté etiquetado. 

3. Para cada j no expuesto en T, etiquetar a i con j, en donde i es el otro 
extremo del único borde (i,j) en M. 

4. Recorrer hacia atrás las trayectorias alternantes P que terminan en un 
vértice expuesto en T, usando las etiquetas sobre los vértices. 

5. Si en el paso 4 ninguna P es de aumento, entonces 

Dar como SALIDA a M. [M es de cardinalidad máxima en G.] 

En caso contrario, aumentar Ai usando una trayectoria de aumento P. 
Eliminar todas las etiquetas Proceder al paso 1. 

Fin de APAREAMIENTO 
Ejemplo 1. Apareamiento de cardinalidad máxima. 

¿Es de cardinalidad máxima el apareamiento de la figura 483a? En caso negativo, aumentarlo hasta 
obtener cardinalidad máxima. 

Solución. Se aplica el algoritmo. 

1. Etiquetar 1 y 4 con 0. 

2. Etiquetar ? con i. Etiquetar 5, 6, 8 con 3. 

3. Etiquetar 2 con 6 y 3 con 7 


[Ahora todos ¡os vértices están etiquetados, como se muestra en la figura 483a.} 


4. Py 1 -7-3—5. [Por rastreo P ] es de aumento.} 

P 1-7-3— 8 . [P, es de aumento ] 

5. Aumentar usando P^ % eliminando (3, 7) de M ( e incluyendo (1, 7) y (3, 5).. Quitar todas las etique 
tas. Proceder al paso 1 
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[En la figura 483b se muestra el apareamiento resultante M, = {(1, 7), {2, 6 ), (3, 5)}, 

1. Etiquetar 4 con 0.. 

2. Etiquetar 7 con 2. Etiquetar 6 y 8 con 3 

3. Etiquetar i con 7, 2 con 6 y 3 con 5 

4. Py 5—3—8 , (/^ es alternante pero no de aumento .] 

5. Detener el proceso. es de cardinalidad máxima (a saber, 3). I 

Aquí terminan el capítulo 22 y la parte F sobre optimización, un área nueva llena 
de problemas sin resolver que tiene varias aplicaciones (¡muchas de las cuales ni 
siquiera han sido exploradas!), y que está adquiriendo rápidamente un interés cre¬ 
ciente para el ingeniero y el experto en computación, así como en los campos de la 
administración, de la micro y macro economía y otros. 


s 

0(T) 

T 

(5)3 

y' .G ■*, 

S 

6(2% .. ^ 

T 

(6)3 

6 (2)50"/ 


5 

. 00^7)2 

7 QÜXl 

0 


0®r 


(a) Gráfica dada y 

( b ) Apareamiento M 2 

apareamiento M, 

nuevas etiquetas 


Figura 483. Ejemplo 1. 


Problemas de la sección 22.8 



Encontrar una trayectoria de aumento en las siguientes gráficas. 
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Aumentar el apareamiento dado para encontrar un apareamiento de cardmalidad maxima de la 
n f 'En el problema 9. 12. En el problema 8. 13. En el problema 1 0. 

14. (Horarios y apareamiento) Tres maestros x 2 , x 3 dan clases a cuatro grupos y JS y 2 *yy 

y durante los siguientes periodos: 

A 



Ti 

y 2 

Ya 

Y4 

X 1 

X 2 

X 3 

1 

1 

0 

0 

i 

i 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


Demostrar que este arreglo puede representarse por medio de una gráfica bipartita G y 
que un horario de enseñanza para un periodo corresponde a un apareamiento en G. Esta- 
blecer un horario de enseñanza con el menor número posible de periodos. 

15. (Coloreado de vértices y calendario de exámenes) ¿Cuál es el menor número de peno- ■ 
dos de exámenes para seis materias a, b, c, d, e,/si algunos estudiantes presentan a, bj , , 
algunos presentan c, d, e, algunos presentan a,c,e y algunos presentan c, e? Resolver este ; 
problema como sigue. Trazar una gráfica con seis vértices a, - ,/y unir los vértices si ¡ 
representan materias presentadas simultáneamente por algunos estudiantes Colorear los i 
vértices de modo que vértices adyacentes tengan colores diferentes. (Use los números 1, 

2 • en lugar de colores reales si asi se desea ) ¿Cuál es el numero minimo de colores 

necesarios? Para cualquier gráfica G, este número mínimo se denomina número croma- 
tico (del vértice) %,(G). ¿Por qué es esta la respuesta al problema? Escribir un posible 
calendario de aplicación de exámenes- 

16. ¿Cuántos colores son necesarios para el coloreado de vértices en el problema 5? 

17. Demostrar que todos los árboles pueden colorearse de vértices con dos colores. 

18. En algún cálculo se requiere el almacenamiento temporal de variables w,. ' ' ' . w 6 usadas 
con frecuencia, respectivamente, durante intervalos de tiempo (0, 3), (2, 4), (3, 6 ), (1,4), 
(5, 7), (3, 6 ) que se superponen ¿Cuántos registros de índice (lugares de almacenamien¬ 
to) se’necesitan? Sugerencia. Unir V¡ y v. mediante un borde en caso de que sus intervalos 
se superpongan- Luego colorear los vértices, 

19. ¿Cuál s.ería la respuesta del problema 1 8 si no sólo hubiera superposición, sino que tam¬ 
bién se excluyeran los puntos extremos comunes? 

20. (Gráficas bipartitas completas) Una gráfica bipartita G = (S, T\ E) se denomina completa 

si todo vértice en S está unido con todo vértice en T por uñ borde, y se denota por ’ en 

donde n y n, son los números de vértices en S y T\ respectivamente. ¿Cuántos bor es 
tiene esta gráfica? 

21. (Gráfica plana) Una gráfica plana es una gráfica que puede trazarse sobre una hoja de 
papel de modo que no se cruce ningún par de bordes. Demostrar que la gráfica completa 
K con cuatro vértices es plana. La gráfica completa K $ con cinco vértices no es plana. 
Hacer plausible lo anterior intentando dibujar K s de modo que no se crucen ningunos 
bordes. Interprete el resultado en términos de una red de carreteras entre cinco ciudades. 

22. (La gráfica bipartita K no es plana) Tres fábricas I, 2, 3 cuentan con abasteci¬ 
miento subterráneo de agua, gas y electricidad, desde los puntos A, B, C, respectiva 
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mente. Demostrar que ésto puede representarse por K ‘ (la gráfica bipartita completa 
G = (5, T\ E) con S y T que constan de tres vértices cacía uno) y que ocho de las nueve 
líneas de abastecimiento (bordes) pueden trazarse sin que se crucen entre si,. Hacer 
plausible que 3 no es plana intentando dibujar la novena línea sin cruzar a las 
demás. 

23. (Teorema de los cuatro colores (vértices)) El famoso teorema de los cuatro colores 
establece que es posible colorear los vértices de cualquier gráfica plana (de modo que 
vértices adyacentes tengan colores distintos) con cuando mucho cuatro colores. Durante 
mucho tiempo se conjeturó este teorema y finalmente fue demostrado en 1 976 por Appel 
y Haken [Bulletin of de American Mathematical Society-82 (1976), 71 1-712], ¿Puede 
colorear la gráfica completa K s con cuatro colores? ¿El resultado contradice el teorema de 
los cuatro colores? (Respecto a más detalles, consultar el capítulo 12 de la obra citada en 
el apéndice 1 como referencia [F! 3],) 

24. (Coloreado de bordes) El número cromático del borde X e (G) de una gráfica G es el 
número mínimo de colores necesarios para colorear los bordes de G de modo que bordes 
incidentes tengan colores diferentes. Resulta evidente que X (G) ¡> máx d(u) y en donde 
d{u) es el grado del vértices. Si G=(S, 7; E) es bipartita, entonces se cumple la igualdad. 
Demostrar esto para K . 

' nji 

25. El teorema de Vizing establece que para cualquier gráfica G (¡sin bordes múltiples!), 
máx d(u) < X (G) < máx d(u) + I . Proporcionar un ejemplo de una gráfica para la cual 
X (G) no exceda a máx d(u). 

26. (Cubierta de vértices de bordes) Una cubierta de vértices K de un conjunto l. de bordes 
en una gráfica G es un conjunto de vértices de G tal que por lo menos un punto extremo 
de cada borde de L. está en K . ¿Cuántos oficiales de policía (por lo menos) se requieren 
para cubrir todas las cuadras (bordes) en la gráfica de la figura 484? ¿En dónde deben 
colocarse? 

27. ¿Cuántos policías (por lo menos) se requieren para mantener bajo vigilancia cada esquina 
en la figura 484 (es decir, que cada policía esté alejado cuando mucho una cuadra de 
cualesquiera otra esquina)? ¿En dónde deben colocarse? 

28. (Cubierta de bordes de vértices) Una cubierta de bordes K de un conjunto M de vérti¬ 
ces en una gráfica G es un conjunto de bordes tal que cada vértice en M es un punto 
extremo de por lo menos un borde en K. Encontrar una cubierta de bordes mínima de la 
gráfica en la figura 484 (que conste del menor número posible de bordes). 



Figura 484. Problemas.26-28. 

29. (Teorema de Konig) Un famoso teorema de D Kónig establece que en una gráfica bipartita 
G, el número de bordes en un apareamiento decardinalidad máxima es igual al número de 
vértices en una cubierta de vértices minima de G. Ilustrar este hecho con un ejemplo. 
Demostrar que lo anterior no se cumple para una gráfica no bipartita (con " apareamiento " 
definido como en el caso bipartita). 

30. La fórmula del poliedro de Euler es n - m +f= 2, en donde n, m,f son el número de 
vértices, bordes y caras, respectivamente, de un poliedro. Comprobar esta fórmula para el 
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cubo Lo anterior se cumple para una gráfica plana conexa (trazada de modo que ningu¬ 
no de sus bordes se crucen entre sí), en donde "cara" significa ahora una región plana 
acotada por bordes y tal que dos puntos cualesquiera en la región pueden unirse por una 
curva continua que no toca bordes o vértices; aqui debe tomarse en cuenta la región 
exterior que se extiende hasta el infinito. Comprobar lo anterior para la figura 452a en 
la sección 22.1. 

Aplicar la fórmula de Euler para demostrar que la gráfica completa K s con cinco 
vértices no es plana. Sugerencia, Usar el hecho de que cada región está acotada por lo 
menos por tres bordes,, pero cada borde es parte de la frontera de cuando mucho dos 


Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 22 

1. ¿Qué es una gráfica? ¿Una digráfica? ¿Un árbol? 

2. ¿Qué matrices y listas se usaron para representar gráficas? 

3. ¿Qué es una trayectoria? ¿Qué se entiende por problema de la trayectoria más corta? 

4. ¿Qué significa PBA? ¿Y PBP? ¿En qué contexto se presentaron estos conceptos en este 
capitulo? 

5. ¿Cuál el "problema del agente de ventas"? 

6 . ¿Cuál es la idea intuitiva del principio de optimalidad de’ Bellman, y cómo se aplicó este 
principio en el algoritmo de Dijkstra? 

7 . Mencionar algunas aplicaciones en las que se usen árboles de expansión 

8 . ¿Cuál es la idea básica del algoritmo codicioso de Kruskal? 

9. ¿Qué es una red? ¿Qué tipos de problemas de optimización están relacionadas con ésta? 

10. Existe un famoso teorema sobre conjuntos de corte. ¿Puede recordarlo el lector ? 

11. ¿Qué es una trayectoria de aumento de flujo y por qué es importante este concepto? 

12. ¿Puede un borde hacia adelante en una trayectoria ser un borde hacia atrás en otra trayec¬ 
toria? ¿Y en un conjunto de corte? Explicar su respuesta. 

13. ¿Qué es una gráfica bipartita? Proporcionar algunas aplicaciones típicas que motivan este 
concepto. 

14. ¿Qué tipos de problemas de optimización se consideraron en relación con las gráficas 
bipartitas? 

15. ¿Qué es una trayectoria de aumento en un apareamiento bipartita? ¿Cómo se usa en la 
obtención de un apareamiento de cardinalidad máxima? 

Encontrar las matrices de adyacencia de las siguientes gráficas y digráficas. 
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Trazar la gráfica cuya matriz de adyacencia es 



25. ¿En qué condición la matriz de adyacencia de una digTáfica es simétrica? 


Escribir una lista de incidencia de vértices de la gráfica o de la digráfica: 

26. En el problema 16. 

27. En el problema 17. 

28. En el problema 18. 


Aplicar el algoritmo PBA de Moore para encontrar una trayectoria más corta y su longitud, 
suponiendo que cada uno de los bordes es de longitud 1: 



Encontrar trayectorias más cortas aplicando el algoritmo de Dijkstra: 



Encontrar un árbol de expansión tnás corto para la gráfica: 


35. En el problema 32. 36. En el problema 33. 37. En el problema 34. 

38. Demostrar que una gráfica conexa G con n vértices y n — 1 bordes es un árbol.. 

39. El teorema de Cayley establece que el numero de árboles de expansión en una gráfica 
completa con n vértices es n n " 2 . Comprobar ésto para n — 2, 3, 4 „ 

40. Demostrar que 0(m?) - 0(m 2 ) = 

Encontrar el flujo máximo en las siguientes redes, en donde los números dados son capacidades. 



43. La compañía A tiene oficinas en Chicago, Los Ángeles y Nueva York; la compañía B, en 
Boston y Nueva York; y la compañía C, en Chicago, Dallas y Los Ángeles. Representar 
lo anterior por medio de una gráfica bipartita. 

Aumentar el apareamiento dado para encontrar un apareamiento de cardinalidad máxima: 
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Resumen del capitulo 22 

Gráficas y optimización combinatoria 

La optimización combinatoria estudia problemas de optimización de estructu¬ 
ra discreta o combinatoria. Hace uso de gráficas y digráficas (sección 22.1) 
como herramientas básicas. 

Una gráfica G = (V, E) consta de un conjunto V de vértices v ( , v 2 , • ■ • (a 
menudo se denota simplemente por 1,2, • • ■ , n) y un conjunto E de bordes e,, 
e , ■ ■ • , cada uno de los cuales conecta dos vértices. También se escribe (i,y) 
para denotar un borde cuyos puntos extremos son i y j. Una digráfica (= gráfi¬ 
ca dirigida) es una gráfica en la que cada borde tiene úna dirección (indicada 
por una flecha). Para manejar gráficas y digráficas en computadora, es posible 
usar matrices o listas (sección 22 . 1 ). 

En este capitulo se estudiaron clases importantes de problemas de optimización 
para gráficas que se presentan todas en aplicaciones prácticas, así como 
algoritmos correspondientes, como sigue. 

En un problema de la trayectoria más corta (sección 22.2) se determina 
una trayectoria de longitud mínima (que consta de bordes) de un vértice j a un 
vértice t en una gráfica cuyos bordes (i, y) tienen una "longitud" l.. > 0 , que 
puede ser una longitud real, un tiempo de viaje, un costo o una resistencia 
eléctrica [si (í, jf) es un alambre de una red], etc. El algoritmo de Dijkstra 
(sección 22.3) o, cuando todas las / = 1, el algoritmo de Moore (sección 22.2) 
son idóneos para resolver tales problemas. 

Un árbol es una gráfica conexa que no tiene ciclos (trayectorias cenadas). 
Los árboles son muy importantes en la práctica. Un árbol de expansión en una 
gráfica G es un árbol que contiene a todos los vértices de G, Si los bordes de G 
tienen longitudes, entonces es posible determinar un árbol de expansión más 
corto, para el cual la suma de las longitudes de todos sus bordes es minima. 
Algoritmos correspondientes son el de Kruskal (sección 22.4) y el de Prim 
(sección 22.5). 

Una red (sección 22.6) es una digráfica en la que cada borde (i,y) tiene una 
capacidad c„ > 0 [= máximo flujo posible a lo largo de (/, /)] y en un vértice, la 
fuente s, se produce un flujo que circula a lo largo de los bordes hacia un vérti¬ 
ce /, el sumidero o blanco , en donde desaparece el flujo. El problema es 
maximizar el flujo, por ejemplo, aplicando el algoritmo de Ford-Fulkerson 
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(sección 22.7), én el que se usan las trayectorias de aumento de flujo (sec¬ 
ción 22.6). Otro concepto relacionado es el de conjunto de corte, como se 
definió en la sección 22.6. 

Una gráfica bipartita G=(V,E) (sección 22.8) es una gráfica cuyo conjunto 
de vértices V consta de dos partes S y T tales que todo borde de G tiene un 
extremo en S y otro en T, de modo que no existen bordes que conecten vértices 
en S o vértices en T. Un apareamiento en G es un conjunto de bordes, de los 
cuales ningún par tiene un punto extremo en común. Entonces, el problema es 
determinar un apareamiento de cardinalidad máxima en G, es decir, un apa¬ 
reamiento M tal que tenga un número máximo de bordes. Respecto a un algo¬ 
ritmo, consultar la sección 22.8. 
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PROBABILIDAD Y 
ESTADÍSTICA 


Capítulo 23 Teoría de probabilidad 
Capítulo 24 Estadística matemática 


Esta última parte del libro está dedicada a la estadística matemática y su fundamen¬ 
to, que es la teoría de probabilidad. Ambas áreas revisten importancia en varias 
tareas que se presentan en la práctica, como prueba de materiales, pruebas de funcio¬ 
namiento de sistemas, robótica y automatización en general, control de procesos de 
producción, optimización basada en métodos estadísticos, control de calidad, proble¬ 
mas de mercadeo, etc. En décadas recientes, la probabilidad y la estadística han am¬ 
pliado su alcance de aplicaciones ingeníenles y también han accedido a la ciencia de 
la computación, por ejemplo, en visión por computadora, análisis de funcionamiento 
de algoritmos y flujo de datos en redes de cómputo. A lo anterior es posible agregar 
una gran lista de aplicaciones en agricultura, biología, demografía, economía, geo¬ 
grafía, administración de los recursos naturales, medicina, meteorología, política, 
psicología, sociología, control y planificación de tráfico, etc. 

Es una suerte que la estadística sea uniforme en el sentido de que muchos de 
sus métodos básicos pueden usarse en varias áreas de aplicación diferentes. Esto 
sugiere el siguiente plan general. 

En el capítulo 23 sobre probabilidad se proporcionan las bases de la estadística 
al considerar el concepto de probabilidad y aplicarlo al desarrollo de modelos mate¬ 
máticos de procesos regidos o afectados por "efectos aleatorios"; es decir, efectos 
que no es posible controlar o predecir con certeza. A fin de motivar una comprensión 
satisfactoria necesaria para trabajar con éxito en estadística, se hará hincapié en los 
conceptos, así como en aplicaciones típicas. 
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PARTE G- PROBABILIDAD Y ESTADISTICA 

En el capítulo 24 se aplican las leyes y los modelos probabilísticos del capítulo 
23 para desarrollar métodos de inferencia estadística, es decir, conclusiones a partir 
de muestras hacia los entes correspondientes, denominados poblaciones. Aquí la aten¬ 
ción se centrará en los principios y métodos estándares más importantes de estima¬ 
ción y prueba, que son universalmente aplicables en cualquiera de los diversos cam¬ 
pos recientemente mencionados. 


Capítulo 




Teoría de probabilidad 


El concepto de probabilidad (sección 23.2) tiene su origen en relación con los 
juegos de azar, como el lanzamiento de monedas o dados, o con juegos de 
naipes. Actualmente produce modelos matemáticos de procesos aleatorios (de¬ 
nominados en forma abreviada "experimentos"; sección 23.1). En cualquier 
experimento así se observa una "variable aleatoria" X (una función cuyos valo¬ 
res en el experimento ocurren "al azar"; sección 23.4), caracterizada por una 
distribución de probabilidad (secciones 23,5-23.7). O bien, se observa más de 
una variable aleatoria, por ejemplo, el peso y la estatura de las personas, la 
dureza y la resistencia a la tensión del acero; ésto se analiza en la sección 23.8, 
en la qüe también se proporcionarán las bases de la justificación matemática de 
los métodos estadísticos del capítulo 24. 

Prerrequisito para este capitulo'. Cálculo. 

Bibliografía : Apéndice 1 parte G. 

Respuestas a los problemas : Apéndice 2. 


23 . 1 EXPERIMENTOS, RESULTADOS, EVENTOS 

En probabilidad y estadística se tiene interés en datos que resultan de experimentos 
controlados en el laboratorio o de la observación de la naturaleza. En cualquier caso 
se usa el término "experimento": 

Un experimento es un proceso por medio del cual se obtiene una medición o una 
observación. Una simple ejecución de un experimento se denomina simplemente 
ensayo. Algunos ejemplos de experimentos son 

(1) Inspeccionar un foco a fin de ver si está o no defectuoso. 

(2) Lanzar un dado y observar el resultado. 

(3) Efectuar una medición de la precipitación pluvial diaria. 

(4) Medir la resistencia a la tensión de algún cable de acero. 

(5) Elegir aleatoriamente a una persona y preguntarle si le gusta algún modelo 
nuevo de automóvil. 
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Así, el Lérmino "experimento 1 ' se usa en sentido muy amplio.. Se tiene interés en expé;| 
rimentos que implican aleatorledad, efectos del azar, de modo que no es posible*: 
predecir exactamente lo que se obtendrá Esto se denomina resultado o punto mués- 
tra, y el conjunto de todos los resultados posibles se denomina espacio muestral S ■ 
del experimento. • 

En los ejemplos proporcionados se tiene que •'■'‘■Íí; 

(1) S = {D, N} , D = defectuoso, N = no defectuoso. 

(2) ¿■={1,2, 3, 4, 5, 6} 

(3) S son los números no negativos en algún intervalo 0 < x < K. 

(4) ¿ son los números en algún intervalo a <x<b. 

(5) ¿ = { G, N, 1} , G = Le gusta, N = No le gusta, / = Está indeciso(a). 

Los subconjuntos de ¿ se denominan eventos y los resultados, que evidentemente son 
subconjuntos especiales, eventos simples. En (2), los eventos son A = {1,3,5} {"número 
impar"), B - {2, 4, 6} (" número par”), C— {5, 6}, los seis eventos simples { 1}, {2}, 

• • , {6}, etc. En pioblemas prácticos interesan más los eventos que los resultados. 

Ejemplo 6. Eventos. 

Se tienen cuatro empaques numerados del I ni 4, de los cuales dos están defectuosos, por ejemplo, los 
empaques I y 2 El experimento consiste en extraer al azor dos empaques, de modo que el espacio muestral 
S consta de 6 resultados (pares no ordenados) 

(1,2), (1,3), (1,4). (2,3), (2,4), (3,4) 

y se tiene interés en el número de empaques defectuosos que se obtienen en la extracción; es decir, en los 
eventos (subconjuntos de S) 

A = {(3, 4)} "No hay defectuosos" 

B = {(1, 3), (I, 4), (2, 3), (2, 4)} "Hay un defectuoso" 

C = {(1,2)} “Hay dos defectuosos". I 

Subconjuntos. En un ensayo, si ocurre un resultado que es un punto de un evento A, 
se dice que sucede A. Por ejemplo, si al lanzar un dado se obtiene 3, se dice que 
sucede el evento A: Número impar. Esto es bastante natural. 

De manera semejante, A C.B {"A es un subconjunto de B") significa que todos los 
puntos de A también son todos los puntos de B. Y si sucede A, se dice que también sucede 
B. Por ejemplo, en un ensayo, si sucede A = {4, 5} (lo que significa que el resultado del 
lanzamiento del dado es 4 o 5), entonces B - {4, 5, 6} también sucede en ese ensayo. 
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Uniones, intersecciones, complementos 

A partir de los eventos A, B, C, • ■ ■ de un espacio muestral S dado, es posible deducir 
más eventos por razones prácticas o teóricas como sigue. 

- La unión A n B de A y B consta de todos los puntos que están en A o en B o en ambos. 
La intersección A fl B de A y B consta de todos los puntos que están tanto en A 
como en B. 
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Si A y B no tienen puntos en común [como A = y B — {2, 4, 6} en (2)], 

se denominan mutuamente excluyentes, porque la ocurrencia de uno de esos even¬ 
tos excluye la ocurrencia simultánea del otro; si se obtiene un número impar, no es 
posible obtener un número par en el mismo ensayo. Entonces se escribe 

A n B = 0, 

en donde 0 es el conjunto vacio (conjunto sin elementos). 

El complemento 1 /4 c de un evento A consta de todos los puntos de S que no están 
en A. En (2), el complemento de A = { 1,3, 5} es Á c - {2, 4, 6} = B. Observar que un 
evento y su complemento siempre son mutuamente excluyentes, y que su unión es 
todo el espacio S. 

A (“I A c = 0, A U A c = S, 

Las uniones e intersecciones de más eventos se definen de manera semejante. La unión 
m 

U Aj = A x U A 2 U • • • U A m 
i = i 

de los eventos A A m consta de todos los puntos que están en por lo menos un A¿, 
y la intersección 

m 

n a. = a 1 n a 2 n • • ■ n A m 

j=i 

consta de los puntos que están en cada uno de los eventos A,, - ■ • Am¬ 
bos diagramas de Venn 1 son representaciones gráficas de eventos en un espacio 
muestral y son de bastante utilidad cuando se trabaja con eventos, en particular, si se 
trabaja con varios de éstos. En las figuras 485 y 486 se muestran ejemplos típicos. 
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Unión A kj B Intersección A o B 

Figura 485. Diagramas de Venn en los que se observan dos eventos A y B en un 
espacio muestral S, su unión A U B (a color) y su intersección A n B (a color) 

'O /{ , pero esta notación no se usará porque en teon'a de conjuntos se usa para otro propósito (para 
denotar la cerradura de A) 

LIOHN VENN (1834-1923), matemático inglés. 
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Figura 486. Diagrama de Venn para el experimento de lanzar un dado, en el que 
se observan S, A — {1,3, 5}, C = {5, 6}, A U C = {1, 3, 5, 6}, A D C = {5}. 

Ejemplo 7. Uniones e intersecciones de 3 eventos. 

Al lanzar un dado, considerar los eventos 

A: Número mayor que 3. B: Número menor que 6. C. Número par. 

Entonces A n B = {4, 5}, B n C= {2,4}, C O A = {4,6 },A n B r C- {4> ¿Puede dibujar el lector un 
diagrama de Venn que represente lo anterior? Además, A n B = S, de donde A U B U C= S (¿por qué?), 


Problemas de la sección 23.1 

Graficar un espacio muestral de los siguientes experimentos. 

1. Lanzar dos monedas. 

2. Lanzar dos dados. 

3. Extraer tres tomillos de un lote que contiene tomillos derechos y tomillos izquierdos. 

4. Entrevistar a dos personas respecto a si les gustó cierta película, distinguiendo entre las 
respuestas Si, No e Indeciso(a). 

5. Extraer bolas de una caja que contiene 9 bolas azules y 1 bola roja, hasta que se extrae la 
roja, suponiendo "muestreo sin reemplazo", es decir, que las bolas extraidas no se regre¬ 
san a la caja. 

6. Lanzar un dado hasta obtener el primer 6. 

7. Registrar el tiempo de vida útil de cada una de tres componentes electrónicas. 

8. De un grupo de cinco personas, elegir un comité integrado por tres personas. 

9. Registrar la precipitación pluvial X y la temperatura máxima Y diarias en una ciudad. 

10. En el problema 2, encerrar en un circulo y marcar los eventos: 


A : Los resultados son iguales , 

C: La suma de las caras es igual a 7. 


B: La suma de Ias caras es mayor que 9. 
D: La suma de las caras es par. 


¿Cuáles de estos eventos son mutuamente excluyentes? ¿Cuáles son A c , B c , A U B, A D B, 
A U C, A fl C? 

11. En relación con un viaje a Europa efectuado por algunos estudiantes, considerar los even¬ 
tos P de que vayan a París, G de que se diviertan y M de que se queden sin dinero, y 
describir con palabras los eventos 1, - ■ ■ , 7 en el diagrama. 

12. En el problema 4, ¿cuál es el complemento del evento que consta de los tres resultados 
SS, NN, II? 

13. "Al lanzar dos dados, ¿son mutuamente excluyentes los eventos A: "La suma es divisible 

entre 3" y B: "La suma es divisible entre 4"? (Justificar la respuesta). 


1 -) y y y y ; ) y, ■’-) ;> j 1 "j •l 1 1 1 1 1 1 T ; ) .) 3 O .) 
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Problema 11. 


14. En el problema 6, enumerar los resultados que integran el evento E: Primer "seis" que se 
obtiene al lanzar el dado cuando mucho cuatro veces . Describir £*, 

15. .Enumerar todos los ocho subconjuntos del espacio muestral S= {a, b, c}, 
ló. Usando diagramas de Venn, graficar y comprobar las reglas 

A U (B n C) = (A U B) D (A U C) j 

a n (B u c) = (A n B) u (A n o. j 

17. (Leyes de De Morgan) Usar diagramas de Venn para graficar y comprobar las reglas de 
De Morgan 

(A U B) c = A c O B c 
(A n B) c = A c U B c . 

18. Usando un diagrama de Venn, demostrar que A C B si y sólo si A O B = A 

19. Demostrar qué; por la definición de complemento, para cualquier subconjunto A de un 
espacio muestral 5 se tiene que 

(A c ) c = A, S c — 0, 0 C = S, A U A c = S, A n A c = 0. 

20. Usando un diagrama de Venn, demostrar que A C B si y sólo si A LJ B = B. 

23.2 PROBABILIDAD 

£n un experimento, se supone que la "probabilidad" de un evento A mide aproxima¬ 
damente con cuánta frecuencia ocurre A si se efectúan muchos ensayos. Si se lanza 
una moneda, entonces las caras H y las cruces T aparecen aproximadamente con la 
misma frecuencia: se dice que H y T son "equiprobables". En la tabla 23.1 se confir¬ 
ma este hecho. De manera semejante para un dado de forma regular ("dado legal" o 
"no cargado"), cada uno de los seis resultados 1, - - • , 6 son equiprobables. Estos son 
ejemplos de experimentos en los que el espacio muestral S consta de un número 
finito de resultados (puntos) que por razones de cierta simetría pueden considerarse 
como equiprobables. Esto sugiere la siguiente 

Definición 1. Probabilidad. 

Si el espacio muestral iS 1 de un experimento consta de *tn número finito de resultados 
(puntos) equiprobables, entonces la probabilidad P{A) de un evento A es 

D. " r ), ’h % l); ,;: 5. T T I % ^ "% *1? 13 % A y. '% ‘ % 3 ^ "i •Í3 : i j 
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Así, en particular, 
( 2 ) 


Número de puntos en A 
Número de puntos en S 


P(S) = 1. 


Ejemplo 1. Probabilidad. 

Al lanzar un dado, ¿cuál es la probabilidad P(A) de A: "Obtener por lo menos un 5"? ¿Y la probabilidad Táít 
de B\ "Número par"? 

Solución. Los seis resultados son equiprobables, de modo que la probabilidad de cada uno es 1/6. Asi, 
P{A) = 2/6 = 1/3 porque A = {5, 6} tiene dos puntos, y P(B) = 3/6 =1/2. | 

Tabla 23Í1 

Lanzamiento de una moneda JS 


Experimentos 
realizados por 

Numero de 
lanzamientos 

N úmero 
de caras 

Frecuencia relativa 
de las caras 

BUFFON 

4,040 

2,048 

0,5069 

K. PEARSON 

12,000 

6,019 

0,5016 

K. PEARSON 

24,000 

12,012 

0,5005 


La definición 1 es válida para muchos juegos, así como para algunas aplicacio¬ 
nes prácticas, como se verá, aunque ciertamente no lo es para todos los experimentos, 
simplemente debido a que en muchos problemas no se cuenta con un número finito 
de resultados equiprobables. 

Por ejemplo, si de un lote recientemente producido se extraen tomillos, en gru¬ 
pos de 3 cada vez, y se inspeccionan para encontrar los defectuosos, ¿cómo es posi¬ 
ble asignar una probabilidad a A: "Cuando mucho un defectuoso "? Bien: es posible 
hacer un mayor número n de ensayos (extraer al azar muchas veces tres tomillos de 
un lote e inspeccionarlos) y considerar la frecuencia relativa f (A) como una "aproxi¬ 
mación" de la probabilidad desconocida P(A). Aqui, por definición. 


íraM) 


f(A) Número de veces que ocurre A 
n Número de ensayos 


yJ{A) se denomina frecuencia de A. Resulta evidente que 
(4*) 0 Sí f rel (A) Sí 1 


en donde/ d (/4) - 0 si A no ocurre en una sucesión de ensayos y f c ,(A) = 1 si A ocurre 
en cada ensayo de la sucesión. 

También, en cada uno de los n ensayos debe suceder uno de los resultados £>„, • ■ •, D¡ 
(D = Número de defectuosos en un lote); por tanto, la suma de sus frecuencias debe 
ser igual a n. Para el espacio muestral S= {£> 0 , D u £>,, £>,}, con lo anterior se obtiene 


c r: n ( ( 


r. : ñ r f -_ q ©• e (p; C fe fe fe ¡fe <fe f' 0 CP © ® 


probabilidad 


/™i(« 


f(Dn) + ■ ■ - + í(Df _ n 


Además, si A y B son eventos mutuamente excluyentes (A H B — 0, ver la sec¬ 
ción 23,1), entonces en un ensayo cuando mucho puede ocurrir A o S, de modo que 
se obtiene 


r , a ™ f W) + / ( B ) r , m 

f reM U B) = --- = / rel (A) + f Iel (B). 


La probabilidad como contraparte de la frecuencia relativa. Ahora ya es posible 
extender la definición de probabilidad a experimentos en los que no se cuenta con 
resultados equiprobables. Por supuesto, la definición extendida debe comprender a la 
definición I. Como se supone qüe las probabilidades son la contraparte teórica de las 
frecuencias relativas, entonces como axiomas se eligen las propiedades en (4*), (5*), 
(6*). (Históricamente, tal elección es resultado de un largo proceso de obtención de 
experiencia sobre lo que podría ser lo mejor y más práctico.) 


Definición 2. Probabilidad. 


Dado un espacio muestral S, para cada 3 evento A de S (subconjunto de S) hay asocia¬ 
do un número P(A), denominado la probabilidad de A, tal que se cumplen los si¬ 
guientes axiomas de probabilidad 


1. Para todo A en S, 


0 s P(A) S 1. 


2. La probabilidad de todo el espacio muestral ó es 


P{S) = 1. 


3. Para eventos mutuamente excluyentes A y B (A O B = 0; ver la sección 23.1), 


P(A U B) — P(A) + P(B) 


(A n b = 0). 


Si S es infinito (tiene una infinidad de puntos), el axioma 3 debe sustituirse por 


3’. Para eventos mutuamente excluyentes A,, A ,, • 


P(A 1 U A z U • ■ •) = -PiAj) + P(A Z ) + • • • . 


3 En el caso infinito, respecto a una restricción teórica sin consecuencias practicas para los objetivos 
de este libro, consultar la "s álgebra", por ejemplo, en la obra citada en el apéndice I como referencia 
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TEORIA DE PROBABlUDÁT^gj 

Teoremas básicos sobre probabilidad 

Se verá que los axiomas de probabilidad permiten elaborar la teoría de probabilid^^^S 
y sus aplicaciones a la estadística. Se empezará con tres teoremas básicos. El prini.-i. 
de ellos es de utilidad si se desea obtener la probabilidad del complemento A c ¡n.i- \.¡ j 
fácilmente que P(A) en sí. 

Teorema 1 (Regla de complementación) 

Para un evento A y su complemento A c en un espacio muestral S, 

(7) P(A°) = 1 - P(A). ' >M |p( 

Demostración. Por la definición de complemento (sección 23.1) se tiene S = A U 4psjpf 
y A fl A c = 0. Así, por los axiomas 2 y 3, §/;tÉ|t|K 

1 = />(J) = P( A ) + P(A C ), por tanto, P{A°) = 1 - P{A). á|§É¡ 

■ ’wm 

Ejemplo 2. Lanzamiento de monedas. 

Se lanzan cinco monedas de maneia simultánea Encontrar la probabilidad del evento A Pot lo menos 
obtiene una cara Suponet que las monedas no están cargadas 

-''Ijlfe 

Solución. Cotno cada moneda puede caer cara o cruz, entonces el espacio mucstral consta de 2' = 
resultados Ya que las monedas no están catgadas. es posible asignar la misma probabilidad (1/32) a cadtt^n'KÍ?) 
resultado Asi, el evento A' (No.te obtiene ninguna cara ) consta de un sólo resultado. Por tanto, P(A') 

1/32, y la tespuesta es P(A) = I - P(A' ) = .3 1/32 | 

El siguiente teorema es una simple extensión del axioma 3, que puede demosvtt§i|jí 
trarse fácilmente por inducción: 


Teorema 2 (Regla de la adición para eventos mutuamente excluyentes) 

Para eventos mutuamente excluyentes A ,, • - ■ , A,„ en un espacio muestraI S, 

(8) P(A, U A, U ■■ ■ U A ) = P(A.) + P(AA + • • • + P(A ). 


Ejemplo 3. Eventos mutuamente excluyentes. 

Si las probabilidades de que en cualquier dia laboral un taller mecánico reciba 10-20, 21-30, 31-40, más 
de 40 automóviles para reparar son 0.20, 0.35, Ó.25. 0 12, respectivamente, ¿cuál es la probabilidad de 
que en cualquier día dado el taller reciba por lo menos 21 automóviles para reparar' 1 

Solución. Corno se trata de eventos mutuamente excluyentes, al aplicar el teorema 2 se obtiene la res¬ 
puesta 0..35 + 025 + 0 12 = 072 1 

En muchos casos los eventos no son mutuamente excluyentes. Entonces se tiene el 

Teorema 3 (Regla de la adición para eventos arbitrarios) 

Para los eventos A y B de un espacio muestra], 
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(9) P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B). 

Demostración. En la figura 487 se tiene que los eventos C, D, E son ajenos, y A = 
C U D, B = D U E. Así, por el axioma 3 

P{A) = P(C) + P(D), P(.B) = P{D) + P(E ). 

Por adición, 

ENTRA FOR p W + ™ + p W + p ^ + p W- 

Luego se resta P{D) en ambos miembros, 

P(A) + P{B) - P(D) = P(C) + P(D) + P(E). 

El miembro izquierdo es P(A) + P(B) — P(A fl B) porque D = A n B. El miembro 
derecho es P(A U B) por el teorema 1, ya que A UB=CUDUEyC, D, E son 
ajenos. Así se demuestra (9). 1 

Observar que, por definición, para eventos mutuamente excluyentes A y B se 
tiene A f~l B = 0 y, al comparar (9) y (6), 



A B 

Figura 487. Demostración del teorema 3. 

Ejemplo 4. Unión de eventos arbitrarios. 

Al lanzar un dado no cargado, ¿cual es la probabilidad de obtener un numero imparo un número menor que 4? 

Solución. Sean A el evento " Número impar " y B el evento " Número menor que 4". Entonces al aplicar el 
teorema 4 se obtiene la respuesta 


PIA U B) = § + § — | = § 
ya que A D B = "Número impar menor que 4" = {1,3} 

Probabilidad condicional. Eventos independientes 

A menudo se requiere determinar la probabilidad de un evento B bajo la condición 
de que ocurra un evento A. Esta probabilidad se denomina probabilidad condicio¬ 
nal de B dado A y se denota por P{B\A). En este caso, A sirve como un nuevo 
espacio muestra! (reducido), y tal probabilidad es la fracción de P(A) que correspon¬ 
de a A n B. Así, 


), ) j. ') k í > j j X 2’ .í ;■ ../ i ■ j j x 
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P(B\A) 


pía n B ) 

PÍA) 


[PÍA) # 0], 


De manera semejante, la probabilidad condicional de Á dado B es 


P(A | B) 


PÍA n B) 


[PÍB) * 0], 


Al despejar P(A ÍT B) de (1 1) y (12) se obtiene el 

Teorema 4 (Regla de la multiplicación) 

Si A y B son eventos en un espacio, maestral Sy P(A) ^ 0, PÍB) & 0, entonces 
(13) P(A C\ B) = P(A)P{B\A ) = P{B)P{A\B), ] 


Ejemplo 5. Regla de la multiplicación. 

Al producirtomiilos, sean A que significan "tomillo demasiado delgado" y B "tomillo demasiado corto", 
respectivamente Sea PÍA) - 0.1 y sea P{B\A) = 0 2 la probabilidad condicional de que un tomillo dema¬ 
siado delgado también sea demasiado codo ¿Cuál es la probabilidad de que un tomillo elegido al azar 
del lote producido sea demasiado delgado y demasiado codo? 

Solución. P(A r B)= P{A)P{B\A) = 01 ■ 0.2 = 0.02 = 2% por el teorema 4 

Eventos independientes. Si los eventos Ay B son tales que 


PÍA n B) = P(A)PÍB), 


entonces se denominan eventos independientes. Suponiendo que P{A) ^ 0, P(B) 

0, a partir de (11)-(13) se observa que en este caso 

P(A¡B) = PÍA), P(B\A) = PÍB). 

Lo anterior significa que la probabilidad de A no depende de la ocurrencia o no 
ocurrencia de B, y recíprocamente. Esto justifica el término "independientes”. 


Independencia de nt eventos. De manera semejante, m eventos A\ 
minan independientes si 

(15a) P{A. n • • • n A) = P{AA ■ ■ ■ PÍA ) 


, A,„ se deno- 


así como para cada k eventos diferentes A¡ , Aj , - • - , A¡ k 

(15b) PíA h n a. 2 n • • • n Ajk ) = píA íx )píA^ • ■ • PG jk ) 
en donde k= 2, 3, • • - , m - 1. 
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En consecuencia, tres eventos A, B y C son independientes si 
P{A n B) = P{A)PÍB), 

PÍB n C) = PÍB)P(C). 

(16) 

PÍC n A) = P(C)PÍA), 
pía n b n c) = pía)píb)píc). 
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MueStreo. El siguiente ejemplo está relacionado con la extracción aleatoria de objetos, 
uno a la vez, de un conjunto de objetos dado. Lo anterior se denomina maestreo de 
una población y existen dos formas de muestreo, como se muestra a continuación. 


1. En el muestreo con reemplazo, el objeto extraído al azar se regresa nueva¬ 
mente al conjunto dado y éste se revuelve de manera exhaustiva. Luego se extrae 
aleatoriamente el siguiente objeto. 

2. En el muestreo sin reemplazo, el objeto extraído no se regresa al conjunto. 


Ejemplo 6. Muestreo con y sin reemplazo. 

Una caja contiene !Ó tomillos, de los cuales tres son defectuosos Se extraen dos tomillos al azar. Encon¬ 
trar la probabilidad de que ninguno de los dos tomillos sea defectuoso. 

Solución. Se considerarán los eventos 

A El primer tornillo extraido no es defectuoso 

B El segundo tornillo extraído no es defectuoso 

Resulta evidente quePt/tJ^To P or 9 ue 7 de los 10 tomillos no son defectuosos y se muestrea al azar, de 
modo que cada tomillo tiene la misma probabilidad de ser elegido. Si se muestrea con reemplazo, la 
situación antes de la segunda extracción es la misma que al principio, y PIB) — "jq. Los eventos son 
independientes, y la respuesta es 

P(A nj) = P(A)P(B) = 0.7 • 0.7 = 0.49 = 49%. 

Si se muestrea sin reemplazo, entonces PÍA) = ~¡q, como antes. Si ha ocurrido A, 
entonces quedan 9 tomillos en la caja, de los cuales 3 son defectuosos. Así, PÍB\A) 
= = -- y al aplicar el teorema 4 se obtiene la respuesta 

PÍA n B) = - f « 47%. R 


Problemas de la sección 23.2 

1. ¿Cuál es la probabilidad de obtener po’r lo menos una cara al lanzar seis monedas no 
cargadas? 

2. Al lanzar dos dados no cargados, ¿cuál es la probabilidad de obtener una suma mayor que 
10 o una suma divisible entre 6? 

3. De un lote de 100 tomillos que contiene 10 tomillos defectuosos se extraen al azar tres 
tomillos. Encontrar la probabilidad del evento que todos los 3 tomillos extraídos no sean 
defectuosos, suponiendo que se extrae (a) con reemplazo, (b) sin reemplazo. 

4. ¿En qué condiciones no habrá prácticamente diferencia si se extrae con o sin reemplazo? 
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Tres cajas contienen cinco fichas cada una, numeradas del t al 5, y de cada caja se extfSS 
al azar una ficha.. Encontrar la probabilidad del evento E que la suma de los números'!'* 
las fichas extraídas sea mayor que 4, 

Un lote de 100 varillas de acero consta de 25 varillas que exceden la medida necesaria, dé jj 
varillas que no alcanzan la medida necesaria, y de 50 varillas que tienen la medida neces ! $| 
ría. Si al azar se extraen sin reemplazo dos varillas, ¿cuál es la probabilidad de obtener (á| 
dos varillas de la medida necesaria, (b) una varilla de la medida necesaria, (c) ningún 
varilla de la medida necesaria, (d) dos varillas que no alcanzan la medida necesaria? 

Si un cierto tipo de neumático tiene una duración que supera las 25 000 millas con probé 
bilidad 0.95, ¿cuál es la probabilidad de que un conjunto de estos neumáticos en ui 
automóvil dure más que 25 000 millas? 

En el problema 7, ¿cuál es la probabilidad de que por lo menos un neumático no dur 
25 000 millas? 

Un aparato para controlar la presión contiene 4 tubos electrónicos El aparato no función 
a menos de que todos los tubos sean eficientes Si la probabilidad de falla de cada tul 
durante algún intervalo de tiempo es 0.03, ¿cuál es la probabilidad correspondiente de 
falla del aparato? 

Si un circuito contiene tres interruptores automáticos y se desea que, con una probabili 
dad de 95%, durante un intervalo de tiempo dado todos trabajen, ¿cuál es la probabilidad 
de falla por intervalo de tiempo que es posible permitir para un solo interruptor 
Si se inspeccionan hojas de papel al extraer sin reemplazo 3 hojas de cada lote de II 
hojas, ¿cuál es la probabilidad de obtener 3 hojas limpias aun cuando el 8% de las hoj: 
contiene impurezas? 

¿Con cuál de las siguientes opciones se obtiene una mayor probabilidad de acertar por 
menos una vez: (a) acertar con probabilidad 1/2 y disparar una vez, o (b) acertar c 
probabilidad 1/4 disparando 2 veces? 

Al lanzar dos dados no cargados, ¿cuál es la probabilidad de obtener números iguale 
números cuyo producto sea par? 

Suponer que se extraen tarjetas repetidamente y con reemplazo de un archivo de 21 
tarjetas, 100 de las cuales se refieren a hombres y I 00 de las cuales se refieren a mujeres: 
¿Cuál es la probabilidad de obtener la segunda tarjeta "mujer" antes de obtener la tercera 
tarjeta "hombre"? 

¿Cuál es el evento complementario del evento considerado en el problema 14? Calcular 
su probabilidad y usarla para comprobar el resultado obtenido en el problema 14 
Suponer que en una producción de fusibles la fracción de fusibles defectuosos ha sido del 
2% constante durante un gran periodo de tiempo, y que este proceso es controlado cada 
media hora al extraer e inspeccionar dos fusibles recientemente producidos. Encontrar las 
probabilidades de (a) no obtener ningún fusible defectuoso, obtener (b) un fusible defec 
tuoso, (c) dos fusible defectuosos. ¿Cuál es la suma de estas probabilidades? 

Un motor acciona un generador eléctrico. Durante un periodo de 30 días, el motor requie 
re reparación con una probabilidad de 8%, y el generador requiere reparación con una 
probabilidad de 4%. ¿Cuál es la probabilidad de que durante un periodo dado todo el 
aparato requiera reparación? 

Demostrar que si B es un subconjunto de A, entonces P(B) S P(A). 

Extender el teorema 4 para demostrar que P(_A CI B fl Q = P(A)P(B\A)P ( C\A D B) 
Quizá el lector se pregunte si en (16) la última relación se concluye a partir de las otras, pero la 
respuesta es no, A fin de ver lo anterior, imaginar que se extrae una ficha de una caja que 
contiene 4 fichas numeradas 000, 011, 101, 1 10, y sean A, B, C los eventos de que los dígitos 
primero, segundo y tercero, respectivamente, de la ficha extraída sean I, Demostrar que 
entonces las tres primeras fórmulas en (16) se cumplen, pero que la ultima no se cumple 
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23.3 PERMUTACIONES Y COMBINACIONES 

En esta sección se obtendrá ayuda para efectuar el conteo sistemático de puntos 
muéstrales en eventos A. Esto es necesario para calcular la probabilidad P(A) en 
experimentos con un espacio muestra! finito S que consta de A: resultados equiprobables. 
Así cada resultado tiene una probabilidad l//c, y si A consta de m resultados, entonces 



Y en la práctica, mok puede ser tan grande que olvidar puntos o contarlos dos veces 
es casi inevitable. Por ejemplo, el número de órdenes para sentarse de 10 personas es 
3 628 000 (con lo que la probabilidad de sentar aleatoriamente a estas personas en un 
cierto orden dado es igual a 1/3 628 000.): ¿puede el lector darse cuenta de que no 
sería muy práctico calcular lo anterior escribiendo una lista de tales órdenes para 
sentarse? Es aquí que las "permutaciones" y las "combinaciones" son de utilidad para 
efectuar lo anterior. 

Permutaciones. Dadas n cosas diferentes ( elementos u objetos), es posible disponer¬ 
las en un renglón en cualquier orden. Cada una de tales disposiciones o arreglos se 
denomina permutación de las cosas dadas. Por ejemplo, se tienen 6 permutaciones 
de las tres letras a, b, c; a saber, abe, acb, bac, bea, cab, cba. Esto ilustra el 


Teorema 1 (Permutaciones) 

El número de permutaciones de n cosas diferentes tomadas todas a la vez es 


1 • 2 • 3 


(léase como "n factorial"). 


De hecho, existen n posibilidades para ocupar la primera posición en el renglón; 
luego quedan disponibles /7 — 1 objetos para ocupar la segunda posición, etc. De 
manera semejante, si no todas las cosas dadas son diferentes, para calcular su número 
de permutaciones se obtiene el siguiente teorema. 


Teorema 2. (Permutaciones) 

Si n cosas dadas pueden dividirse en c clases tales que las cosas que pertenecen a la 
misma clase son iguales mientras que las que pertenecen a clases diferentes son dife¬ 
rentes, entonces el número de permutaciones de estas cosas tomadas todas a la vez es 


n 2 l ■ ■ ■ n. 


(«i + n z + ' 


en donde n¡ es el número de cosas en la j-ésíma clase. 

Ejemplo 1. Ilustración del teorema 1. 

Si en una caja hay 10 tomillos diferentes que son necesarios en cierto orden para 
ensamblar un producto y estos tomillos se extraen al azar de la caja, entonces la 
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probabilidad P de elegirlos en el orden requerido es muy pequeña; a saber (ver et 
teorema 1) v-j 

\ 

P s= l/lfU = 1/1 AiQ ono ~ n nnn nj/w. 

. * - "“V uvv o. vuy \y_» / <J. Q 


Ejemplo 2. Ilustración del teorema 2. ' 

Si una caja contiene 6 bolas rojas y 4 bolas azules, la probabilidad de extraer primero las bolas rojas y 
luego las bolas azules es (ver el teorema 2) 

P = 6141/10! = 1/210 = 0,5%. | 

Una permutación de n cosas tomadas A: a la vez es una permutación que con- ; 
tiene sólo A de las n cosas dadas. Por definición, dos de tales permutaciones que 2 
constan de los mismos A elementos, en orden diferente, son diferentes Por ejemplo,;' 
se tienen seis permutaciones diferentes de las tres letras a, b, c, al tomar dos letras a la ‘ 
vez; a saber, 

ab, ac, be, ba, ca, cb ' 

Una permutación de n cosas tomadas A a la vez con repeticiones es un arreglo- 
que se obtiene al colocar cualquier cosa de las dadas en la primera posición, cual-'i 
quter cosa de las dadas, incluyendo una repetición de la que acaba de utilizarse, en la 
segunda posición, y continuando asi hasta que se ocupan las A posiciones Por ejem¬ 
plo, se tienen 3 2 = 9 permutaciones diferentes de ese tipo de a, b, c tomando dos letras 
a la vez; a saber, las seis permutaciones que se proporcionaron con anterioridad y ad, 
bb, cc. El lector puede demostrar el siguiente teorema (Problema 15). 

Teorema 3 (Permutaciones) 

E¡ número de pennutaciones diferentes de n cosas diferentes tomadas k a la vez sin 
repeticiones es 


n{n - l)(/¡ — 2) (n — k + 1) 


(n - k)\ 


y con repeticiones, es 


Ejemplo 3. Ilustración del teorema 3. 


En un telegrama codificado las letras están dispuestas en grupos de cinco letras, denominadas palabras. 
A partir de (3b) se observa que el número de tales palabras diferentes es 

26 s = II 881 376. 


A partir de (3a) se concluye que el número de tales palabras diferentes que contienen a cada letra no más 
de una vez es 


261/(26 - 5)1 = 26 ■ 25 • 24 • 23 • 22 = 7 893 600. 


I 
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Combinaciones 

En una permutación es esencial el orden de las cosas elegidas. En contraste, una 
combinación de cosas dadas Significa cualquier selección de una o más cosas sin irn- 
portar el orden. Existen dos tipos de combinaciones, como se muestra a continuación. 

El número de combinaciones de n cosas diferentes, tomadas A a la vez, sin 
repeticiones es el número de conjuntos de pueden formarse a partir de las n cosas 
dadas, conteniendo cada conjunto A cosas diferentes y sin que dos conjuntos cuales¬ 
quiera contengan exactamente las mismas A cosas. 

El número de combinaciones de n cosas diferentes, tomadas A a la vez, con 
repeticiones es el número de conjuntos que pueden formarse de A cosas elegidas de 
las n dadas, utilizando cada una de éstas tan a menudo como se quiera. 

Por ejemplo, se tienen tres combinaciones de las letras a, b, c, tomadas dos a la 
vez, sin repeticiones; a saber, ab, ac, be, y seis de esas combinaciones con repeticio¬ 
nes; a saber, ab, ac, be, aa, bb, cc. 

Teorema 4 (Combinaciones) 

El número de combinaciones diferentes de n cosas diferentes, tomadas k a la vez, sin 
repeticiones, es 

(4a) ( n \ = n ' = n(n - 1) •-■(/! — A + 1) 

\k) A!(n - A)! _ 1 • 2 ■ • • A _ 

y el número de esas combinaciones con repeticiones es 


La proposición que implica a (4a) se deduce de la primera parte del teorema 3 al 
observar que existen A! permutaciones de A cosas tomadas de las n dadas, las cuales 
sólo difieren en el orden de los elementos (ver el teorema I), pero sólo se tiene una 
combinación de esas A cosas del tipo caracterizado en la primera proposición del 
teorema 4. La última proposición de este teorema puede demostrarse por inducción 
(ver el problema 16). 

Ejemplo 4 Ilustración del teorema 4. 

El número de muestras de cinco focos que pueden seleccionarse de un lote de 500 es [ver (4a)] 


500! = 500 ■ 499 - 498 - 497 ■ 496 
51495! - 12-3-4-5 


255 244 687 600. 


1 


Función factorial 

En (l)-(4), la función factorial es básica. Por definición, 
(5) 01= 1. 
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Los valores pueden calcularse recurrentemente a partir de valores dados por medio del 
(6) (n + 1)! = (n + 1 )n\. 

Para n grande la función es muy grande (ver la tabla A3 en el apéndice 5). Una aproxi^l 
mación conveniente para n grande es la fórmula de Stirling 4 


ni ~ V27r/i 


(<? = 2.718 • ■ •) : 


en donde ~ se lee como "asintóticamente igual" y significa que la razón de los dos i 
miembros de (7) tiende a 1 cuando n tiende a infinito. ¡r 

t 3 

Ejemplo 5. Fórmula de Stirling r ; 

A fin de apreciar la fónnula de Stirling, comprobar las siguicnles aproximaciones: 


n! 

Por (7) 

Valor exacto 

Error relativo 

4! 

23.5 

24 

1.4% 

i0! 

3 598 696 

3 628 800 

0.8% 

20! 

2.422 79 • I0 18 

2 432 902 008 176 640 000 

0.4% 


Coeficientes binomiaies 

Los coeficientes binomiaies se definen por medio de la fórmula 
(8) = a( - a ~ ~ 2) • • • (q - k + 1) 


(a - l)(q - 2) • • • (a - k + 1) 
kl 


(A: 0, entero ). 


El numerador tiene k factores. Además, se define 
(9) = 1, en particular, 

Para un entero a = n, a partir de (8) se obtiene 


n 

n - k 


AJAMES STIRLING (1692-1770), matemático escocés. 


(n a 0, 0 £ k É n). 


PERMUTACIONES Y COMBINACIONES 

Los coeficientes binomiaies pueden calcularse recurrentemente, ya que 


(*) + (k + l) = (k + I) (/c£0, entero). 


La fórmula (8) también produce 


Existen numerosas relaciones adicionales; se mencionan las siguientes 

;?:ern;:í) i 


(k a 0, entero) 

(m > 0 ). 


(i2 0,n£ 1, 

ambos enteros) 




Problemas de la sección 23.3 

1. Enumerar todas las permutaciones de los cuatro dígitos 1,2, 3, 4, tomados todos a la vez. 

2. Enumerar todas las (a) permutaciones (b) combinaciones sin repeticiones, (c) combina¬ 
ciones con repeticiones, de las 5 letras a, e, i, o, u tomadas 2 a la vez. 

3. ¿De cuántas maneras es posible asignar 8 obreros a S trabajos (un obrero a cada trabajo y 
recíprocamente)? 

4. ¿De cuántas maneras es posible elegir un comité de 3 personas de un grupo de 6 personas? 

5. ¿Cuántas muestras diferentes de 3 objetos es posible extraer de un lote de 50 objetos? 

6. Si una jaula contiene 100 ratones, dos de los cuales son machos, ¿cuál es la probabilidad 
de que dos ratones machos estén en una muestra si se eligen 12 ratones al azar? 

7. De un lote de 10 objetos, 2 son defectuosos, (a) Encontrar el número de muestras 
diferentes de 4 objetos. Encontrar el número de muestras de 4 objetos que (b) no 
contienen ningún objeto defectuoso, contienen (c) 1 objeto defectuoso, (d) dos obje¬ 
tos defectuosos. 

8. Una urna contiene 2 bolas azules, 3 bolas verdes y 4 bolas rojas. Se extrae al azar una bola 
y se coloca a un lado. Luego se extrae la siguiente bola, etc. Encontrar la probabilidad de 
extraer en primer lugar las 2 bolas azules, luego las 3 verdes y finalmente las rojas. 

9. Determinar el número de manos de bridge diferentes. (Una mano de bridge consta de 13 
cartas seleccionadas de una baraja completa de 52 cartas diferentes.) 

10. ¿De cuántas maneras diferentes es posible que 5 personas se sienten en una tabla redonda? 

11. Si se alinean 3 sospechosos de robo y 6 personas inocentes, ¿cuál es la probabilidad de 
que un testigo que no está seguro y debe elegir a tres personas escoja por azar a los tres 
sospechosos? ¿Y de que el testigo elija por azara 3 personas inocentes? 

12. ¿De cuántas maneras diferentes es posible elegir un comité integrado por 4 ingenieros, 2 
químicos y 2 matemáticos de un grupo de 10 ingenieros, 5 químicos y 7 matemáticos? 
(Primero adivinar; luego calcular la respuesta.) 

13. ¿Cuántas placas de automóvil diferentes con 5 símbolos; a saber, 2 letras seguidas por 3 
dígitos, es posible elaborar? 


> ) ) ). . ; ; < ) )> ; ) ; ) 3 ') u "3 ^ 1> 3 t> % % % "0 'Di ^ j ■ J 'J J ;) JO jj J J J i:) -2? 
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14. ¿Cuál es la probabilidad de que en un grupo de 20 personas (en el que no hay gemelos) 
por lo menos dos cumplan años el mismo dia, si se supone que la probabilidad de, 
cumplir años en un día dado es 1/365 para cada día'’ Primero adivinar; luego calcular la 
respuesta. 

15. Demostrar ei teorema 3 

16. Demostrar la última proposición del teorema 4. Sugerencia Aplicar (13). 

17. Usando (1 7), calcular valores aproximados de 4! y 8! y determinar los valores absoluto y 


18. (Teorema del binomio) Por el teorema del binomio, 


(a + £>)" = 2 (J'j a k b n ~ k . 


de modo que a k b"' k tiene el coeficiente ^ ^ j ¿Es posible concluir esto a partir del teore¬ 
ma 4 o se trata de una simple coincidencia? 

19. Deducir (1 i) a partir de (8). 

20. Demostrar (14) aplicando el teorema del binomio (problema l 8) a 

(1 +■ b)P( 1 + b)* = (14- ¿OP + Q, 

23.4 VARIABLES ALEATORIAS, DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD 

Si se lanzan dos dados, se sabe que la suma Afde los dos números que aparecen en 
la cara superior debe ser un entero entre 2 y 12, aunque no es posible predecir qué 
valor de X ocurrirá en el siguiente ensayo, y puede afirmarse que X depende del 
"azar". De manera semejante, si se desea extraer 5 tomillos de un lote de tomillos y 
medir sus diámetros, no es posible predecir cuántos serán defectuosos; es decir, no 
cumplirán requisitos dados; por tanto, X = Número de defectuosos es nuevamente 
una función que depende del "azar". El tiempo de vida útil X de un foco extraído de 
un lote de focos también depende del "azar", así como el contenido X de una bote¬ 
lla de limonada que es llenada por una máquina y se selecciona aleatoriamente de 
un lote dado. 

En términos generales, una variable aleatoria T(también denominada variable 
estocástica) es una función asociada con un experimento cuyos valores son números 
reales y su ocurrencia en los ensayos (las ejecuciones del experimento) depende del 
"azar". Con más precisión, se tiene la siguiente definición. 


Definición (Variable aleatoria, su distribución de probabilidad) 

Lina variable aleatoria X es una función con las siguientes propiedades, 

1. X está definida en el espacio muestraI S de un experimento, y sus valores son 
números reales. 
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2. Para todo número real a, la probabilidad 

P(X = a) 

de que X asuma el valor a en un ensayo está bien definida; de manera semejante, 
para todo intervalo I la probabilidad 

P(.X e /) 

de que X asuma cualquier valor en I en un ensayo está bien definida. 

Estas probabilidades constituyen la distribución de probabilidad o, brevemen¬ 
te, la distribución de X, dada la función de distribución 5 

O) F{x) = P(X ^ x), 

para todo x que proporcione la probabilidad de que X asuma cualquier valor no 
mayor que x. 

Aunque la definición de distribución es muy general, sólo un número muy pe¬ 
queño de distribuciones ocurre una y otra vez en las aplicaciones. Más importante es 
una clasificación de las distribuciones relevantes desde un punto de vista práctico, 
en dos grandes categorías: las distribuciones discretas, que ocurren en experimen¬ 
tos en los que se cuenta (automóviles sobre una carretera, fallecimientos por cáncer, 
lanzamientos de un dado hasta que se obtiene el primer 6, etc.) y las distribuciones 
continuas, que ocurren en experimentos en los que se mide (tensión eléctrica, presión 
arterial, precipitación pluvial, etc.). A continuación se analizarán estas dos clases de 
distribuciones, una después de otra. 

Variables y distribuciones aleatorias discretas 

Definición (Variable y distribución aleatorias discretas) 

Una variable aleatoria Xy su distribución se denominan discretas si .Afpuede asumir 
sólo una cantidad finita o cuando mucho una infinidad numerable de valores, deno¬ 
minados valores posibles de X, por ejemplo, 

x,, x,, x,, 

con probabilidades positivas 

Ai. ft. Aj. " ' ‘ > 

respectivamente, mientras que la probabilidad para cualquier intervalo que no con¬ 
tiene ningún valor posible de X es cero. ■ 

Resulta evidente que la distribución discreta está dada por la función de proba¬ 
bilidad de X, definida por 

i \Precaución\ ¡La terminología no es uniforme! F{x) algunas veces también se denomina función de 
distribución acumulada. 
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Ejemplo 2. Función de probabilidad y función de distribución. 

La variable aleatoria 

X ~ Suma de los dos números que aparecen en las caras superiores de dos dados no cargados al 
efectuar un lanzamiento de éstos. 

es discreta y tiene los valores posibles 2 (= I + I), 3, 4, - • - , 12 (= 6 + 6), Existen 6 6 = 36 resultados 
equiprobables 

(1,1), (1,2), - , (1,6) 

en donde el primer número es el que aparece en el primer dado y el segundo número es el que aparece en 
el otro dado. Cada uno de tales resultados tiene probabilidad 1/36 Así, X — 2 ocurre en el caso del 
resultado (1, I); X= 3 en el caso de los dos resultados (1,2) y (2, 1); X = 4 en el caso de los tres resultados 
(1,3), (2, 2), (3, I), etc. Por tanto, f x) = PlX^x) y F(x) = P{X &x) tiene los valores 

_ - . _ - ~ - - ^ 10 ,, , 2 

f{x) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36 

F(x) i/36 3/36 6/36 10/36 15/36 21/36 26/36 30/36 33/36 35/36 36/36 

En la figura 489 se muestran un diagrama de barras de esta función y la gráfica de la 
función de distribución que nuevamente es una función escalonada, con saltos en los 
valores posibles de X. 



0 5 10 15 


X 



0 5 10 15 


Figura 489. Función de probabilidad f(x) y función 
de distribución F(x) de' la variable aleatoria 
X = Suma de los dos números que se obtienen 
al lanzar una vez dos dados legales. 


) { >, Ji'X ), i? V, X i), -\ 
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Probabilidad correspondiente a intervalos. En aplicaciones, a menudo se tiene 1 
interés en la probabilidad P(a < X b) de que X asuma cualquier valor en algún 
intervalo dado a < x b. A partir de (1) se obtiene la fórmula fundamental 

(4) F(a < X S b) = F(b) - F(a), 

que es válida para cualquier distribución En efecto, los eventos X < a ("X asume 
cualquier valor no mayor que a") y a < X¿ b ("Xasume cualquier valor en el inter¬ 
valo a<x<b ") son mutuamente excluyentes, de modo que el axioma 3, sección 23.2, 
junto con (1) proporcionan 

F(b) = P(x S ti) = P{X S a) + P(a < X S b) = F(a) + P(a <XS b). 

Para obtener (4) se resta F(a) en ambos miembros. ( 

Si X es discreta, entonces con (4) y (3) se obtiene 


as 


P(a < X 2§ b) 


2 Pjt 

a<xféb 


la suma de todas las probabilidades Pj para las cuales Xj satisface a < Xj < b . (¡Debe 
tenerse cuidado con los signos < y < !) 

Ejemplo 3. Ilustración de la fórmula (5). 

En el ejemplo 2, calcular la probabilidad de obtener una suma igual a por lo menos 4 y cuando mucho 8. 

Solución. />(3<Y<8) = F(8)-A(3) = | ||§¡¡ 


16 _ Jl — 23 
36 36 36 * 


Otra fórmula útil que debe tenerse en cuenta resulta de P{S) = 1 y (5): 


2 Pj ~ i (suma de todas las probabilidades). 
j 


Ejemplo 4. Problema de la espera. Espacio muestra! Infinito numerable. 

Al lanzar una moneda legal, sea X- Número de ensayos hasta que se obtiene la primera cara . Entonces, 
debido a la independencia de eventos {sección 23.,2), 


P(X - 2) = P{TH) = i * § = i 

W = 3) = P(TTH) = i ■ 1 - l = A, etc. 


{H — Cara) 
(T= Cruz) 


y en general P(X~ n) - Qr) , n- 1,2,*-. También, (ó) puede confirmarse mediante la fórmula de la 


suma para senes geométricas, 


i + i + 4 


= - I + 2 


\ y )' l ■ ‘ ' 
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Variables y distribuciones aleatorias continuas 

Los experimentos en que se cuenta implican variables aleatorias discretas , y aquéllos 
en los que se mide, variables aleatorias continuas: 

Definición (Variable y distribución aleatorias continuas) 

Una variable aleatoria X y su distribución se denominan de tipo continuo o, breve¬ 
mente, continuas, si la función de distribución correspondiente F(x) puede obtenerse 
mediante una integral en la forma 6 

(7) 


en donde la "densidad"/de la distribución es continua (excepto posiblemente para 
un número finito de valores de v) y no negativa. | 

Al derivar (7) se obtiene 

F\x) = f(x) 

para todo x en el que/x) es continua. 

Con base en (7) y el axioma 2, sección 23.2, también se tiene 


( 8 ) 


Además, a partir de (4) y (7) se obtiene la importante fórmula 

(9) P(a < X =£ b) = F(b) - F(a) = f /(o) do. i 

a ¡ 


Así, esta probabilidad es igual al área bajo la curva de la densidad /(x) entre x = a y 
x = b, como se muestra en la figura 490. 

Resulta evidente que, para cualesquiera a y b (> a) fijos, en el caso de una varia¬ 
ble aleatoria continua X las probabilidades correspondientes a los intervalos a < X< 
b, a < X < b, a <X<b y a X <b son todas iguales. Esto es diferente al caso de una 
distribución discreta (¡explicar por qué!). 

El siguiente ejemplo ilustra las notaciones y aplicaciones típicas de las fórmulas 
actuales. 


fi / 7 (x) es continua, pero la continuidad de F(x) no implica la existencia de una representación de la 
forma (7). Ya que en la práctica son raras las funciones de distribución continuas que no pueden 
representarse en la forma (7), no deben confundirse los términos ampliamente aceptados “variable 
aleatoria continua” y “distribución continua'' 
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Curva de densidad 



Figura 490. Ejemplo que ilustra la fórmula (9). 


Ejemplo 5. Una distribución continua. 

Sea X que tiene una función de densidad./(x) = 0.75(1 — x 2 ) s¡ —I < x < I y cero en caso contrario. 
Encontrar la función de distribución.. Encontrar las probabilidades P(— ^ S AT^) y F( *£ < 2),, 

Encontrar,* tal que P(X *¡ix) = 0.95, 

Solución, A partir de (7) se obtiene F(x) — 0 si x < — 1, 
r x 

F(x ) = 0.75 J (I - u 2 ) du = 0.5 + 0.75x - 0.25.1c 3 if - 1 < jr S I, 
y F(x) - I si x > 1, Con base en ésto y (9) se obtiene 

1/2 

F(-| S X a i) = F(¿) - F(-|) = 0.75 J (I - u 2 ) du = 68.75% 

~ 1/2 

(debido a que P(- y ) = ^í —*2 < A'á "2 ^ P ara una distribución continua) y 

P{\£X£l) = F(2) - F(J) - 0.75 f (1 - u z ) du = 31.64%. 

*1/4 

(Observar que el límite superior de integración es 1, no 2. ¿Por qué?) Finalmente, 

P(X £ x) - F(x) « 0.5 4- 0.75,x - 0,25.x 3 « 0.95. 

A! simplificar algebraicamente se obtiene 3x - x 3 “ 1.8. Una solución es x - 0,73, aproximadamente. 
Trazar la gráfica de/(x) y señalar.* = - y j \ » \ 1 y 0.73, a Fin de poder ver los resultados (las probabi¬ 
lidades) como áreas bajo la curva. También trazar la gráfica de F(x). g 



En los problemas de esta sección y en secciones ulteriores se incluyen más ejem¬ 
plos de distribuciones continuas. 


Problemas de la sección 23.4 

1. Trazar las gráficas de la función de probabilidad/(x) = x 2 /30 (x- 1,2, 3, 4) y de la función 
de distribución., 

2. Trazar las gráficas de/y Fcuando/[0) = f(3) = j ,/fl) =J{2)= -j-. ¿Es posible que f tenga 
valores positivos adicionales? 

3. Trazar la gráfica de la densidad f{x) — x 2 /9 si 0 í 3y cero en caso contrario, así corno 
la gráfica de la función de distribución F(x). 
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4. Trazar las gráficas de la función de distribución F(x) = 0 si x < 0, F(x) - 1 e~ lx si x > 0, 
y de la dens¡dad/{x), 

5. Trazar las gráficas de F(x) ~ 0 si x < 0, F{x) - 0.2x si 0 < x < 5, F(x) - 1 si x > 5, y de su 
densidadyXx). 

6. Trazar las gráficas de la densidad./.*) = 0.4 si 3 <x < 5.5 y de ia función de distribución. 

7. En el problema 6, encontrar P (0 < X< 4), Encontrar x tal que P(X< x) ~ j . 

8. Sea X el número de años transcurridos antes de que un tipo particular de máquina requiera 
ser reemplazada. Suponer que A'tiene ia función de probabilidad/ 1) = 0,1,/2) = 0,2, /3) 
— 0.2,/4) — 0.2, ( /5) — 0.3, Trazar las gráficas de/y F. Encontrar la probabilidad de que 
la máquina no requiera ser reemplazada durante tos tres primeros años. 

9. Encontrar la probabilidad de que ninguno de los tres focos de un semáforo tengan que ser 
sustituidos durantes las primeras 1200 horas de operación si la vida útil X de un foco es 
una variable aleatoria con la densidad/x) = 6(0,25 — (x - 1.5) 2 ] cuando I < x < 2 y/x) = 
0 en caso contrario, en donde x se mide en múltiplos de 1000 horas, 

10. Suponer que ciertos tomillos tienen longitud L - 200 4 X mm, en donde X es una variable 

aleatoria con densidad /x) — (i - x 3 ) si — I x 1 y 0 en caso contrario. Determinar c de 

modo que con una probabilidad de) 95% un tomillo tenga cualquier longitud entre 200 — 
c y 200 4 c . Sugerencia. Ver también el ejemplo 5. 

11. Sea/x) — kx 1 si 0 <x< 1 y 0 en caso contrario. Encontrar k. Encontrar c y c tales que P(X 
< c ) = 0J y P(X < c 2 ) * 0.9, 

12. Suponer que en un proceso automático de vaciado de petróleo en barriles el contenido de 
un barril (en galones) es Y — 50 + X, donde A'es una variable aleatoria con densidad/x) = 

1 — |x¡ cuando jxj < I y 0 cuando jx¡ > l. Trazar las gráficas de/x) y F(x). En un lote de 100 
barriles, ¿aproximadamente cuántos contienen 50 galones o más? ¿Cuál es la probabili¬ 
dad de que un barril contenga menos de 49.5 galones? ¿Y menos de 49 galones? 

13. Sea X [milímetros] el grosor de las arandelas que produce una máquina. Suponer que X 
tiene la densidad /.*) — kx sí 1.9 < x < 2.1 y 0 en caso contrario. Encontrar k., ¿Cuál es la 
probabilidad de que el grosor de una arandela esté entre 1.95 mm y 2.05 mm? 

14. Considerar la variable aleatoria X — Número de veces que un dado legal es lanzado hasta que 
se obtiene el primer 6 , Encontrar la función de probabilidad de X; demostrar que satisface (6). 

15. Demostrar que b < c implica P(X < b ) P(X < c). 

16. Sea Afla razón de ventas a ganancias de cierta empresa.. Suponer que X tiene la función de 
distribución F(x) = 0 si x < 2, F(x) = (x 2 — 4)/5 si 2 <x < 3 y F(xj = ! si x > 3. Encontrar 
y trazar la gráfica de La densidad. ¿Cuál es la probabilidad de que X esté entre 2.5 (40% de 
ganancia) y 5 (20% de ganancia)? 

17. Si la vida útil de las chumaceras tiene la densidad J[x) = ke~ r si0<x<¡2y0en caso 
contrario, ¿cuál es el valor de k? ¿Cuál es la probabilidad P(X< 1)? 

18. Si el diámetro X de ejes tiene la densidad f{x) — k si l 19.9 < x < 120.1 y 0 en caso 
contrario, ¿aproximadamentecuántos ejes defectuosos habrá en un lote de 500 si los ejes 
defectuosos son más delgados que 1 19.92 o más gruesos que 120.08? 

19. Sea X una variable aleatoria que puede asumir todo valor real, ¿Cuáles son los comple¬ 
mentos de los eventos X<b, X< b, X>c, X> c, b <X<c, b < X<c? 

20. Una caja contiene 5 tomillos derechos y 6 tornillos izquierdos. Se extraen al azar sin 
reemplazo dos tomillos. Sea Xe\ número de tomillos izquierdos extraídos. Encontrar las 
probabilidades P(X— 0), P(X= 1), P(X=2), P{ I <X<2),P(X< 1), P(X> 1), P{X> !)y 
F(0,5 < X < 10). 
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23.5 MEDIA Y VARIANCIA DE UNA DISTRIBUCIÓN 

La función de distribución (y también la función de probabilidad o la densidad, respecti-, 
vamente), determina por completo todas las propiedades de una variable aleatoria. Ade-, 
más, a partir de la función de distribución es posible calcular ciertas cantidades, denomi¬ 
nadas parámetros, que expresan propiedades importantes de la distribución, como ubi¬ 
cación central, dispersión , asimetría, etc. En esta sección se analizarán la media y la 
variancia de una distribución, que son los dos parámetros más importantes en la práctica. 

El valor medio o media de una distribución se denota porp y se define por 


(a) p = X ■*,/(*,) 

j 

(b) p = J xf (x) c 


(Distribución discreta) 


(Distribución continua). 


(4) cr 2 > 0. 

La raíz cuadrada positiva de la variancia se denomina desviación estándar y se 
denota por a. 

La variancia v la desviación estándar miden la dispersión de una distribución, 
como se ilustra en el ejemplo 2 a continuación del ejemplo 1. 

Ejemplo 1. Media y variancia. 

La variable aleatoria 

X — Número de caras en un solo lanzamiento de una moneda legal 

tiene los valores posibles X = 0 y X— 1, con probabilidades P{X~ 0) = y P{X— 1) ~ y A partir de 
(la) se obtiene entonces el valor medio ~ 0 ' *¡jr + 1 " \ ” j¡ » y í^a) P roc * uce 

tr 2 = (0 - ¿) 2 ■ i + (1 - i) 2 • i = i 1 


En (la) la función/(x) es la función de probabilidad de la variable aleatoria Xconsi- 
derada, y se suma sobre todos los valores posibles (ver la sección 23.4), En (Ib) la 
función/[x) es la densidad de X. La media también se denomina esperanza matemá¬ 
tica de Xy algunas veces se denota por E(X). Por definición, se supone que la serie en 
(la) converge absolutamente y que existe la integral de |x|y(x) desde -oo hasta oo. Si 
esto no se cumple, se dice que la distribución no tiene media; en las aplicaciones 
ingenieriles rara vez se presenta este caso. 

Se dice que una distribución es simétrica con respecto a un número x = c si para 
todo real x 

(2) ,/(c + x) = /(c - x). 

El estudiante puede demostrar el 

Teorema 1 (Media de una distribución simétrica) 

Si una distribución es simétrica con respecto a x = cv tiene media p, entonces // = c. 
La variancia de una distribución se denota por a 2 y se define por la fórmula 


(a) cr 2 = 2 Uj - M) 2 /(Xj) 

3 

(b) cr 2 = J (x - p) 2 j{x) c 


(Distribución discreta) 


(Distribución continua). 


en donde, por definición, se supone que la serie en (3a) converge y que la integral en 
(3b) existe (tiene un valor finito). 

En el caso de una distribución discreta, confix) = 1 en un punto y f— 0 en caso 
contrario, se tiene o 2 = 0. Este caso carece de interés práctico. En cualquier otro caso. 


Ejemplo 2. Distribución uniforme. 
La distribución con la densidad 


y f— 0 en caso contrario se denomina distribución uniforme en ei intervalo a < x < b Por ei teorema 1 
o a partir de (1 b) se encuentra que/z = (a + b)l2, y (3b) produce la variancia 




{b - a) 2 
12 


En la figura 491 se muestran casos especiales que ilustran que la dispersión es grande si y sólo si o 1 (y 
también o) es grande. 





Figura 491. Distribuciones uniformes que tienen ¡a misma media (0.5) 
pero variancias diferentes o A 
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Transformación de la media y la variancia. A partir de una variable aleatoria xM 
dada, a menudo se desea obtener una nueva variable aleatoria de la forma Jl 

(5) X* = Cj* + c 2 (c a * l 

en particular, una que tenga media 0 y variancia 1. (Un caso fundamental de esto se| 
presentará en la sección 23,7). Entonces es necesario conocer la media y la varianciag 
de X*\ ' 

Teorema 2 (Transformación de la media y la variancia) 1; 

(a) Si una variable aleatoria X tiene media p y variancia o 1 , entonces X* definida por}. 

(5) tiene media 

(6) ¿i* = c 1 p + c 2 
y variancia 

(7) cr* 2 = c 2 cr 2 . 

(b) En particular, ¡a variable aleatoria estandarizada Z correspondiente a X, defU} 

nida por '» 



tiene media 0 y variancia 1. 

Demostración. Se demostrará (6) para el caso continuo, suponiendo primero que c, > 1. 
Para x y x* — c, x + c 2 correspondientes, las densidades fx) de X y f*{x*) de X* 
cumplen la relación_/*(x*) =fx)lc , ya que a un pequeño intervalo de longitud Ax en 
el ejeXcorresponde la probabilidad_/(x) Ax (aproximadamente), y ésto debe ser igual 
aA jc*, en donde Ax* = c, Ac es la longitud del intervalo correspondiente sobre 
el eje X*. Como dx*/dx = c u dx* - c, dx, entonces se tiene dx* -J[x) dx. Así, 

p.* = J x*f*(x*) dx * = J (CjX + c 2 )f(x ) dx 

= Cj J xf (x) dx + c 2 J f(x) dx. 

La última integral es igual a 1 [ ver (8), sección 23.4] y así se ha demostrado la fórmu¬ 
la (6). Como 

X* — fi* = (CjX + c 2 ) - (Cj/X + c 2 ) = c¡x - Cj/X, 
entonces la definición de la variancia produce 
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r°° f” 

o* 2 = J (x* - /x*) z /*(x*) dx* = j (CjX - Cj/x) 2 /(x) dx = cfcr 2 , 
con lo que se ha demostrado (7). 

Si c, < 0, los resultados son los mismos, ya que se obtienen dos signos negativos 
adicionales, uno por cambiar la dirección de integración en x (observar que x* = -oo 
corresponde ax = °°) y el otro pdr/*(x*) =./(x)/(- c,): aquí -c, > 0 es necesario ya que 
las densidades son ho negativas. 

Para una variable discreta Xla demostración es semejante. 

(b) se obtiene al elegir c, = 1/cr y c, = - pío en (5) - (7). I 

Esperanza, momentos. Para cualquier variable aleatoria X y cualquier función 
continua g(X) definida para todo real X, la esperanza matemática de g{X) se defi¬ 
ne como 

(a) E(g(X)) = Y, g(xAf(x-) (X discreta) 


(a) E{g{X)) = 2 g(x¡)f( Xj ) 

3 

(b) E(g(X)) = J g(x)f(x ) r 


(X continua) 


en donde f en (9a) es la función de probabilidad y en (9b) es la densidad de X Obser¬ 
var que para g(X) = X con lo anterior se obtiene la media de X, 

(1°) | / x = E(X ). j 

Al tomar g(X) = X k (k = 1, 2, ■ • ■) en (9), se obtiene el A-ésimo momento de X, 
definido por 

di) E{x k ) = 2 y E{ - Xk ^ = / xkfw dx ’ 

3 

respectivamente. Por último, al tomar g(X) = (X - t¿) v en (9) se obtiene el Pésimo 

momento central 

(12) £([X - ,±} k ) = 2 ( x. - /x) fc /(x.) y J (x - p) k f(x) dx, 

i 

respectivamente. Se observa que el segundo momento central (k = 2) es la variancia. 

(13) [ cr 2 = £([X - /x] 2 ). 


Para su utilización ulterior, el estudiante puede demostrar que 


(14) 


£( 1 ) = 1 . 
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Problemas de la sección 23.5 


1 . Encontrar la medía y la variancia de una variable aleatoria discreta A cuya función de ' 
probabilidad es 7 ( 0 ) = ~, 7 ( 1 ) === 7 , 7 ( 2)=j¡- 

2. Realizar la misma tarea que en el problema I, cuando/[0) = 0.512,,/C 1) = 0.384,7(2) « : 
0096,y(3) = 0.008. 

3. Sea X , con densidad,/(x) = 2x si 0 <[x á. 1 y 0 en caso contrario,. Demostrar que la media 
y la variancia de X son 2/3 y 1/18, respectivamente. 

4. Encontrar la media y la variancia de Y~ -4A + 5, en donde.A"es la variable aleatoria del 
problema 3 

5. Encontrar la media y la variancia de X: Al lanzar un dado legal, número que aparece en 
la cara superior de éste. 

6 . Si al lanzar un dado legal Juan gana tantas monedas de 10 centavos como puntos tiene la 
cara superior del dado, ¿cuánto debe pagar Juan por juego a fin de que éste sea justo? 

7. ¿Cuál es la ganancia diaria esperada si una pequeña tienda vende Aguajolotes diarios con 
probabilidades./(5) = 0,1 ,7(6) = 0.3,7(7) = 0.4,7(8) = 0.2 y la ganancia por guajolote es de 
$3 50? 

8 . Si la duración X (en horas) de cierto foco tiene la densidad/(x) = 0 001e“ <IOÍIIf si x > 0 y 0 
en caso contrario, ¿cuál es la vida media de tal foco? 

9. Sea X cm el diámetro de los tomillos en una producción. Suponer que A tiene la densidad 
/(x) = k(x - 0 9)( !. 1 - x) si 0 9 < x < I I. y 0 en caso contrario. Determinar k, trazar la 
gráfica de 7 (x) y encontrar p y a 2 . 

10. Suponer que en el problema 9 se considera que un tomillo es defectuoso si su diámetro se 
desvía de 1 00 cm porinás de 0.09 cm. Entonces, ¿qué porcentaje de tomillos defectuosos 
deben esperarse? 

11 . Una pequeña gasolinera es abastecida con gasolina cada sábado por la tarde. Suponer que 

su volumen A de ventas en decenas de miles de galones tiene la densidad de probabilidad 
J{x) = 6 .v(l - x) si 0 5= 1 y 0 en caso contrario Determinar la media, la variancia y la 

variable estandarizada. 

12. ¿Qué capacidad debe tener el tanque del problema 1 I a fin de que la probabilidad de que 
el tanque se vacie en una semana dada sea de 5%? 

13. Demostrar (10), (13) y (14). 

14. Demostrar que E(X — p) = 0 y o 2 — E( A 2 ) — p 2 , 

15; Sea A con densidad j{x) = 2x si 0 < x < 1 y 0 en caso contrario. Encontrar todos los 
momentos. Calcular o 2 aplicando la fórmula del problema 14. 

16. Demostrar que E(ag(X) + bh{X)) — aE(g(X)) + bE(h(X)); [a y b son constantes]. 

17. Encontrar todos los momentos de la distribución uniforme sobre un intervalo a jg. .x ^.b. 

18. El sesgo y de una variable aleatoria Ase define como 


; E([X - /i.] 3 ). 
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G(r) = E(.e ix ) = 2 e^flXj) y G(r) = E(e‘ x ) = J e‘ x f(x) dx, 
i -»> 

respectivamente. Suponiendo que es permisible la diferenciación bajo la sumatoria y 
la integral, demostrar que 2s(A*) = G tk) (0), en particular^ = G’(0), en donde G {k) (,t) es la 
ft-ésima derivada de G con respecto a t. 


23.6 


DISTRIBUCIONES BINOMIAL, DE POISSON E 
HIPERGEOMÉTRICA 

Ya se mencionó (en la sección 23.4) que en la práctica sólo se requiere un puñado de 
variables aleatorias especiales y sus distribuciones. En esta sección se analizarán tres 
distribuciones discretas particularmente importantes, y en la siguiente sección se es¬ 
tudiará la distribución continua más importante. (En el capítulo 24 se presentarán tres 
distribuciones continuas más, cuando se establezcan las pruebas.) 

Distribución binomial 

Se empezará con la distribución binomial, que se obtiene si se tiene interés en el 
número de veces que ocurre un evento A en n ejecuciones independientes de un expe¬ 
rimento, suponiendo que en un solo ensayo la probabilidad de A es P(A) = p. Así, q = 
1 — p es la probabilidad de que en un solo ensayo no ocurra el evento A. Se supondx'á 
que el experimento se ejecuta n veces y se considerará la variable aleatoria 

X = Número de veces que ocurre A. 

Entonces X puede asumir los valores 0, 1 y se desea determinar las probabili¬ 

dades correspondientes. Para este efecto se considerará cualquiera de estos valores, 
por ejemplo X = x, lo cual significa que en x de los n ensayos ocurre A y en n — x 
ensayos no ocurre A. Lo anterior podría verse como sigue: 


Aquí B = A\ es decir, A no ocurre. Se supone que los ensayos son independientes, es 
decir, que no se afectan entre si. Entonces, como P(A) —p y P(B) = q, se observa que 
a (1) corresponde la probabilidad 


Demostrar que para una distribución simétrica (cuyo tercer momento central existe), el 
sesgo es cero. 

19. Determinar el sesgo de la distribución con densidad J{x) = xe~ J cuando .r > 0 y J[x) = 0 en 
caso contrario. Trazar la gráfica de/(x). 

20. La función generadora de momentos G(í) de una variable aleatoria discreta o continua 
X se define como 


Resulta evidente que (1) es meramente una manera de disponer x número de letras A 
y n - x número de letras B, y que la probabilidad P(X= x) es entonces igual a p'q"~' 
multiplicado por la cantidad de arreglos diferentes de x número de letras A y n - x 
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número de letras B, como se concluye a partir del teorema 1 en la sección 23.2. Es 
posible numerar los n ensayos de 1 a n y elegir x de estos números correspondientes’; 
a aquellos ensayos en los que ocurre A. Como no importa el orden en que se escogen': 
los x números, por (4a) de la sección 23.3 se observa que tales x números pueden $ 

elegirse de los n números en (^j maneras distintas. Por tanto, la probabilidad P(X= ' 
x) correspondiente aX= x es igual a 


1 




(x = 0, 1, 


y J[pc) = 0 para cualquier otro valor de x. Esta es la probabilidad de que en n ensayos : 
independientes un evento A ocurra precisamente x veces, donde p es la probabilidad' 
de ocurrencia de A en un solo ensayo y q = 1 — p. La distribución con la función de 
probabilidad (2) se denomina distribución binomial o distribución de Bernoulli. La 
ocurrencia de A se denomina éxito , la no ocurrencia se denomina fracaso y p se' 
denomina probabilidad de éxito en un solo ensayo. En la figura 492 se muestran 
ejemplos ilustrativos deyfx). 

Si p — q = 1/2, entonces a partir de (2) simplemente se tiene 


0, 1, ■ 



La distribución binomial tiene media (ver el problema 17) 


y variancia (ver el problema 18) 


p = np 


a* — npq. 


Con respecto a tablas de la distribución binomial, consultar el apéndice 5 y la 
obra citada como referencia [G14] 







Figura 492. Función de probabilidad (2) de la distribución binomial para 
n = 5 y varios valores de p. 
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Ejemplo 1. Distribución binomial. 

Calcular la probabilidad de obtener por lo menos dos "Seis" a! lanzar 4 veces un dado legal. 
Solución, p ~ P{A) ~ PC'Seis ") - 1/6, q - 5/6, n ~ 4. Respuesta: 


P * /(2) + /(3) + /(4) 


+ (i)(t 


(6 ■ 25 + 4 • 5 + 1) 


Distribución de Poisson 

La distribución discreta con la función de probabilidad 


x! 


(x = 0, 1, • • •) 


se denomina distribución de Poisson en honor de S. D. Poisson (sección 17.5). En la 
figura 493 se muestra (5) para algunos valores de p. Es posible demostrar que esta 
distribución se obtiene como el caso límite de la distribución binomial, si se hace p -* 
0 y n -*■ °°,de modo que la median = np tiende a un valor finito. La distribución de 
Poisson tiene media p. y variancia (ver el problema 19) 


Ejemplo 2. Distribución de Poisson. 

Si la probabilidad de producir un tomillo defectuoso es p = 0.01, ¿cuál es la probabilidad de que en un 
lote de 100 tomillos haya más de 2 defectuosos? 


ENTRA FIGURA 493 






Figura 493. Función de probabilidad (5) 
de la distribución de Poisson para varios 
valores de p. 
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Solución. Para el evento complementario /í c : No más de 2 defectuosos se calcula la aproximación dé.'l^ 
Poisson de la distribución binomia! con/¿ “ rtp = 1 

P(A C ) = ("'“'i 0.99 100 + f‘? 0N | 0.01 - 0.99" + f'” 0 ) 0.01 2 ■ 0.99 98 

\V/ \ * / \ ~ / 

= e- 1 ^1 + I + ^ = 91.97%. 

Así, P(.‘ () = 8.03%. Demostrar que con la distribución binomial se obtiene P(A) = 7.94%, de modo que la 
aproximación de Poisson es bastante aceptable. 

Ejemplo 3. Distribución de Poisson. 

Si en promedio 2 automóviles entran a un estacionamiento por minuto, ¿cuál es la probabilidad de que 
durante cualquier minuto dado entren al estacionamiento 4 o más automóviles? 

Solución. Para comprender que la distribución de Poisson es un modelo de la situación, se supone que el, 
minuto está dividido en muchos intervalos cortos; sea p la probabilidad (constante) de que un automóvil;! 
entre al estacionamiento durante cualquiera de tales intervalos, y se supone independencia de los eventos*; 
que suceden durante esos intervalos. Entonces se tiene una distribución binomial con n ,muy grande y p-v 
muy pequeña, que es posible aproximar por medió de la distribución de Poisson con fi- np~1. Asi, latí 
probabilidad del evento complementario "3 o menos automóviles entran ai estacionamiento" es 



/(0) + f(.l) + /(2) + /(3) 


I! + 2! 



Por tanto, la respuesta es 14% 

Muestreo con y sin reemplazo: distribución 
hipergeométrica 

Muestreo con reemplazo significa extraer una cosa a la vez y regresarla al conjunto !| 
dado, mezclando éste antes de extraer la siguiente cosa (ver también la sección 23.2). ? 
Lo anterior garantiza independencia de los ensayos y conduce a la distribución ; 
binomial. En efecto, si una caja contiene //cosas, por ejemplo, tomillos, de los cua- '. 
les M son defectuosos, entonces la probabilidad de extraer un tomillo defectuoso en 
un ensayo es 


Por tanto, al extraer con reemplazo una muestra de n tomillos, la probabilidad de 
obtener precisamente ,x tomillos defectuosos es [ver (2)] 


„ , _ (n\ (MY (, _ MV 


(x = o, i. 


Al muestrear sin reemplazo, en donde los tomillos extraídos no se regresan a la 
caja, la probabilidad mencionada es 
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. 3, N - M = 7, n = 2. Para muestreo con reemplazo, (7) produce 


Solución* Se tiene N~ 10, M = 3, W - M = 7, n = 2. Para muestreo con reemp.azu, w, F— 

/(x, = g)(¿)‘ © 2 ~ X . /(O - 0,49, /») - 0.42. /(2) - 0.09. | 

Paro muestreo sin reemplazo es necesario aplicar (8), con lo que se encuentra || 

/» - 0(: I ,)/('“)• * - ™> - 5 ' ™ ' S - ‘ j 

SiN, My N-Mson grandes en comparación con n, entonces no importa dema- 
siado sí se muestreo con o sin reemplazo, y en este caso la distribución hipergeometrica <& 
puede aproximarse por medio de la distribución binomial fcon p - M/N), que es algo | 

más sencilla. , ,,, , . ,M 

Por tanto, al muestrear de una población indefinidamente grande ( población 
infinita"), es posible usar la distribución binomial, sin importar si se maestrea con o 
sin reemplazo. 

Problemas de la sección 23.6 J 

X. Cuatro monedas legales se lanzan simultáneamente. Encontrar la función de probabi- 
lidad de la variable aleatoria X = Número de caras y calcular las probabilidades de no | 
obtener ninguna cara y de obtener precisamente 1 cara, por lo menos 1 cara, no más 

de 3 caras. , „ , • , 'ii 

2. Si la probabilidad de acertar en un blanco es 1 0% y se dispara 10 veces de manera inde- j 

pendiente, ¿cuál es la probabilidad de acertar por lo menos una vez en el blanco. 

.3. En el problema 2, si la probabilidad de acertar fuese 5% y se disparara 20 veces, entonces 
la probabilidad de acertar por lo menos una vez en el blanco ¿seria menor que, igual a o | 
mayor que la del problema 2? Primero adivinar, luego calcular la respuesta ,i, 

4. Suponer que un conmutador telefónico maneja 300 llamadas en p.omedio durante una . 

hora pico, y que es capaz de efectuar cuando mucho 10 conexiones por inmuto. Aplicar la ■; 
distribución de Poisson para estimar la probabilidad de que el conmutador este 
sobresaturado durante un minuto dado (Usar la tabla 6 del apéndice 5.) 

5. Sea p = 1 % la probabilidad de que un foco de cierto tipo falle en una prueba de 24 horas. 
Encontrar la probabilidad de que una señal que consta de 10 de tales focos permanezca 
encendida 24 horas sin que ningún foco falle 

6. Suponer que el 3% de los tomillos fabricados por una máquina son defectuosos, en donoe 

éstos ocurren al azar durante la producción. Si los tomillos se empacan en cajas e ^ 
¿cuál es la aproximación de Poisson de la probabilidad de que una caja dada contenga x 
0, I, • • , 5 tomillos defectuosos? 

7. Suponer que en la producción de resistores de radio de 50 ohms los artículos no defectuo¬ 
sos son aquéllos cuya resistencia está entre 45 y 55 ohms y la probabilidad de que un 
resistor sea defectuoso es de 0.2% Los resistores se venden en lotes de 100, con la garan¬ 
da de que ninguno es defectuoso. ¿Cuál es la probabilidad de que en un lote dado no se 

cumpla esta garantía? (Usar la distribución de Poisson ) 

8. Suponer que cierto tipo de cinta magnética contiene, en promedio, 2 defectos por ca 
100 metros ¿Cuál es la probabilidad de que un rollo de 300 metros de longitud (a) co 
tenga x defectos, (b) no contenga defectos? 

9. - En experimentos clásicos efectuados en 1910, E Rutherford y H. Geiger demostra¬ 

ron que el número de partículas alfa emitidas por segundo en un proceso radiactivo e 

una variable aleatoria X que tiene una distribución de Poisson. Si X tiene una m 
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de 0.5, ¿cuál es la probabilidad de observar dos o más partículas durante cualquier 
segundo dado? 

10. Un proceso de manufactura de tomillos se verifica cada hora inspeccionando n tomillos 
elegidos al azar de entre todos los tornillos producidos durante esa hora» Sí uno o más 
tomillos son defectuosos, el proceso se detiene y revisa cuidadosamente. ¿Cuán grande 
debe ser n si el fabricante desea que la probabilidad de que el proc'eso se detenga cuando el 
10% de los tomillos producidos sean defectuosos sea aproximadamente de 95%? (Suponer 
independencia de la calidad de cualquier artículo con respecto a la calidad de los otros.) 

11. Sea X el número de automóviles por minuto que pasan por cierto punto de alguna carrete¬ 
ra, entre las 8 hrs y las 10 hrs de un domingo. Suponer que X tiene una distribución de 
Poisson. con media 5» Encontrar la probabilidad de observar 3 o menos automóviles du¬ 
rante cualquier minuto dado. 

12. Una caja de cartón contiene 20 fusibles, 5 de los cuales son defectuosos» Encontrar la 
probabilidad de que, st de la caja se elige a) azar sin reemplazo una muestra de 3 fusibles, 
x fusibles de la muestra sean defectuosos, 

13. Suponer que una prueba de percepción extrasensorial consiste en identificar (en cualquier 
orden) 3 cartas elegidas al azar de un mazo de 13 cartas. Encontrar la probabilidad de que 
sólo por azar, la persona (a) no identifique correctamente ninguna carta, y que identifique 
correctamente (b) una carta, (c) 2 cartas, (d) 3 cartas. 

14. Un distribuidor vende ligas de goma en paquetes de 100 y garantiza que cuando mucho el 
10% son defectuosas. Un consumidor controla cada paquete mediante la extracción sin 
reemplazo de 1 0 ligas,. Si la muestra no contiene ligas defectuosas, el consumidor acepta 
el paquete. En caso contrario, lo rechaza. Encontrar la probabilidad de que en este proce¬ 
so el consumidor rechace un paquete que contiene 10 ligas defectuosas (de modo que 
sigue cumpliendo la garantía). 

15. (Distribución multinomial) Suponer que un ensayo puede dar por resultado precisamen¬ 
te uno de k eventos mutuamente excluyentes - * • , A/¡ con probabilidades p { , *: * , p 
respectivamente, en donde /?, + * • * + p t = I. Suponer que se ejecutan n ensayos indepen¬ 
dientes» Demostrar que la probabilidad de obtener jcj A,\ s, * - * , x A . es 


“ * * *k> 


en donde 0 < Xj < nj = 


•, k, y „r t + • * - +X* = n. La distribución que tiene esta función 


de probabilidad se denomina distribución multinomial. 

16. Aplicando el teorema del binomio, demostrar que la distribución binomial tiene la fun¬ 
ción generadora de momentos (ver el problema 20, sección 23.5) 


^ p z q n ~ x = ¿ (pe l ) x q n - x = ( pe ‘ + q) n . 


17. Usar el problema 16 y la expresión p + q — 1 para demostrar (3) 

18. Demostrar (4). Sugerencia. Usar la función generadora de momentos del problema 16 

19. Demostrar que la distribución de Poisson tiene la función generadora de momentos 


y demostrar (6), 


20. Demostrar (9). Sugerencia . Demostrar que x 


sección 23.3. 


f M ~\ 

M v „ | ' Llsar (14) en la 
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25.7 DISTRIBUCIÓN NORMAL 

Al pasar de distribuciones discretas a continuas, en esta sección se analizará la distri 
bución normal. HsLa. es la distribución continua mas importante porque en aplicacio 
nes muchas variables aleatorias son variables aleatorias normales (es decir, poseen 
una distribución normal), son aproximadamente normales o es posible transforma! 
las en variables aleatorias normales de una manera relativamente sencilla. Además 
la distribución normal es una aproximación útil de distribuciones más complicadas, 
también ocurre en las comprobaciones de varias pruebas estadísticas. 

La distribución normal o distribución de Gauss se define como la distribución 
con densidad 

. „ ifí-z-ü) 2 

/i\ rí„\ __ ...-~ u i (cr > 0) 



Aquí, (i es la media. La curva d ef{x) es simétrica con respecto a x = porque e| 
exponente contiene a (x - fi) 2 . Cambiar ¡x corresponde a desplazar la curva a otra| 
posición (trasladarla), y para fx — 0 es simétrica con respecto a la ordenada, como ¡Se 
muestra en la figura 494. Las curvas en la figura 494 se denominan curvas acampana 
das y poseen un pico en x = 0 (o en x = yt cuando son trasladadas), cr 2 es la variancia,^. 
y se observa que para cr 2 pequeña se obtiene un pico alto y pendientes pronunciadas"^ 
mientras que con o 2 creciente la curva se vuelve cada vez más plana y la densidad se 
"dispersa" más y más, en concordancia con el hecho de que la variancia mide la 
dispersión. 

Función de distribución. A partir de la densidad (1) se obtiene la función de distri 
bución F(x) de la distribución normal al integrar desde — oo hasta x [ver (7), sección 
23.4], es decir, 


F{x) = W2^íf 


^ " ) de. \ 


Así, por (9) en la sección 23 4, la probabilidad de que una variable aleatoria normal X 
asuma cualquier valor en algún intervalo a < x b es 


(3) P{a < X £ b) = F(b) - F{a ) = -^= J «? 


5 


La integral en (2) no puede integrarse aplicando ninguno de los métodos del 
cálculo, aunque ha sido tabulada debido a que se requiere con bastante frecuencia. 
Entonces, si lo anterior se efectuara para muchas /¿y a, la tabla sería voluminosa y 
poco práctica. Por fortuna, basta tabular la función de distribución de la variable 
aleatoria normal estandarizada Z = (X — fx)/a con media 0 y variancia 1 [ver (8) 
sección 23.5] , que es 












TEORÍA DE PROBABILIDAD 
A partir de esta importante fórmula y (3) se obtiene otra fórmula importante: | 

(6) r- Fia) = * (~r) - * | 



(a - 

■ 

j - m 

'v * J 

■ 


En particular, si a = - a y b =/¿ + a, entonces el miembro derecho s igualU| 

<D(l)~O(-l);a fl =At-20 y ó = p + 2 a corresponde el valor <E>(2) <1>( 2), te. Al y 

usar la tabla A7 en el apéndice 5, entonces se encuentra (Figura 496) ü 

_____ '% 

(a) Hp(p. - o- < n + <t) - 68%, | 

(7) (b) /’(/* 2tr) - 95.5%, .. | 

( C) Pjp. - 3tr < -X S P + 3o-) - 99.7%. | 


Por moto, <?5 pos/ó/e esperar 9 ue un gran número de valores observados de una, 
variable aleatoria normal X esté distribuido como sigue: 

(a) Aproximadamente 2/3 de los valores estarán entre (i - c y |t + O- 

(b) Aproximadamente 95% de los valores estarán entre p - 2a y p + 2a . : 

(c) Aproximadamente 99.75% de los valores estarán entre p - 3a y P + 3a. |¡ 

Esto también puede expresarse como sigue, J¡ 

Un valor que se desvía más de a de p ocurrirá aproximadamente una vez en 3 É| 
ensayos. Un valor que se desvia más de 2o o 3a de p ocurrirá aproximadamente una 
vez en 20 o 400 ensayos, respectivamente. En términos prácticos, lo anterior sig ■ | 
ca que todos los valores estarán entre p - 3o y p + 3a; estos dos números se denomi- | 
nan límites de las tres sigmas De manera semejante se obtiene 


P(p - 1.96cr < X S p + 1.96 cj) = 95%, 

P(p - 2.58o- < X £ p + 2.58o-) = 99%, 

P(p - 3.29o- < X S M + 3.29o-) = 99.9% . 


ENTRA FIGURA 496 


/ / l X K 

p-a p p + a 


2.25% X. 
p - 2a 


Figura 496. Ilustración de la fórmula (7). 
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Uso de tablas normales. Los siguientes ejemplos típicos deben ayudar al estudiante 
a comprender el uso práctico de las tablas A7 y A8 del apéndice 5. 

Ejemplo 1. Para una variable aleatoria normal X con media O y variancla 1, encontrar las 
siguientes probabilidades 

(a) P(X Ss 2.44), (b) P{X =¡ — 1.16), (c) P(X ^ 1), (d) P(2 X =¡ 10). 

Solución. Como p = O y cr2 = I, los valores deseados pueden obtenerse directamente de la tabla A7: 

(a) 0.9927, (b) 0.1230, (c) 1 - F(X § I) « 1 - 0.8413 = 0.1587 [see (7), Sec. 23.2], 

(d) 0(10) = 1.0000 (why?), 0(2) = 0.9772, 0(10) - 0(2) = 0.0228. * 

Ejemplo 2. Calcular las probabilidades en el ejemplo 1 para una X normal con media 0.8 y 
varlancia 4. 

Solución. Por (6) y la tabla A7 se obtiene 

(a) F(2.44) = 0 ( 2 - 44 ~— ) - 41(0.82) - 0.7939 

(b) F( — 1.16) = 0( —0.98) = 0.1635 

(c) 1 - F(X S I) = 1 - F(l) = I - 0(0.1) = 0.4602 

(d) F(10) - F(2) = 0(4.6) - 0(0.6) = 1 - 0.7257 = 0.2743. ■ 

Ejemplo 3. Sea X normal con media 0 y variancla 1. Determinar una constante c tal que 

(a) F(X B O = 10%, (b) F(X S c) = 5%, 

(c) F<0 S X S O = 45%, (d) F( - c S X S c) = 99%. 

Solución. Por la tabla AS en el apéndice 5 se obtiene 

I _ ptf S c) = 1 — 0(0 = 0.1, 0(c) = 0.9, c = 1.282 

(b) c = - 1 -645 

(c) 0(c) - 0(0) = 0(0 - 0.5 = 0.45, 0(0 = 0.95, c = 1.645 

(d) c = 2.576. 


Ejemplo 4. Sea X normal con media -2 y variancla 0.25. Determinar c tal que 

(a) F(X B O = 0.2 <b) />(-c S X S - I) - 0.5 

(c) «-2-cSXS -2 + O-0.9 <d) F(- 2 -caXa -2 + 0-99.6». 

Solución. Usando la tabla A8 en el apéndice 5 se obtienen los siguientes resultados. 

(a) l - F(X S O = 1 - = °- 2 - 

0(2c + 4) = 0.8, 2c + 4 = 0.842, c = —1.579 


■), 0, :: 5 :r s> i;, -i): U 


■'% D -á ^ "9, ■'% 1 '% D ^ 
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(b) <t>(—|¡-y2) _ 4 ,^ -f + 2 ~J = 0.9772 - <t>(4 - 2c) = 0.5, 

<¡>(4 - 2c) = 0.4772, 4 - 2c = -0.057, c = 2.03 
... / — 2 + c + 2 \ . / - 2 - c + 2 \ 

vw - TJ _ - j 

= <l>(2c) - <U(-2c) = 0.9, 2c = 1.645, c = 0.823 
(d) <¡>(2c) - 4>(-2c) = 99,6%, 2c = 2.878, C = 1.439. I, 

Ejemplo 5o 

Suponer que se requiere que las placas de hierro de una producción tengan cierto espesor, y que el 
trabajo de máquina es realizado por una con forma dora. En cualquier caso, los productos industriales 
difieren ligeramente entre sí debido a las propiedades del material, y el comportamiento de las máquinas 
y herramientas utilizadas muestra ligeras variaciones aleatorias provocadas por pequeñas perturbaciones 
imposibles de predecir.. Por consiguiente, es posible considerar el grosor [mnij.de, las placas como una • 
variable aleatoria. Se supone que para cierta condición la variable X es normal con media p ~ 10 mm y 
desviación estándar a - 0,02 mm., Se desea determinar el porcentaje de placas defectuosas a esperar, 
suponiendo que las placas defectuosas son (a) placas más delgadas que 9,97 mm, (b) placas más gruesas 
que 10,05 mm, (c) placas que se desvían más de 0.03 mm con respecto a 10 mm, (d) ¿Cómo deben |¡ 
elegirse los números 10 — c y 10 ■+■ c a fin de asegurar que el porcentaje esperado de placas defectuosas no - * 
sea mayor que 5%? (e) ¿Cómo cambia el porcentaje de placas defectuosas en el inciso (d) si u se despla¬ 
za de 10 mm a 10.01 mm? 



Solución i. Usando la tabla A7 en el apéndice 5 y (6), se obtienen las siguientes soluciones, 

(a) P(X S 9.97) = «;.( - 97 ( ~ o2 10 - 00 ) = «*>(-].5) = 0.0668 ~ 6.7% 

(b) PÍXS 10.05) = 1 - P(X S 10.05) = 1 - «l»f 10 05 ~~ l0 °° N | 

\ 0.02 / 


1 (c) 

= I - <PU.3) “ 1 - 0.9938 

■P(9„97 < 10.03) - <t>f 10,03 “ 10,00> ) 

» 0.6% ; 
_ /9.97 - I0.00X i 



V 0,02 J 

V 0.02 ) 



— 0(1.5) — <E>(— 1.5) = 0.866. Respuesta, 1 — 0.8664 = 13%. 
(d) Por (8a) se obtiene c = 1 96a = 0.0.39. Respuesta. 9,961 y 10 039 mm. 


(e) P(9.961 S X S 10.039) = of 


1.039 - 10.010 
0.02 


') -*( 


9.961 - 10,PIO N 

0.02 J 


= 0(1.45) - <*>( — 2,45) = 0.9265 - 0.0071 *= 92%; 

por tanto, la respuesta es 8%, y se observa que este ligero cambio en el ajuste de la muela de la herra¬ 
mienta provoca un incremento considerable del porcentaje de placas defectuosas. | 

Transformación de variables aleatorias normales. Estas variables permanecen 
normales bajo una traslación y un cambio de escala. De hecho, usando (5) el lector 
puede demostrar el 

Teorema 1 (Transformación) 

Si Xes normal con media p y variando o 2 , entonces X* = c,X+ c 2 (c, * 0) es normal 
con media p* = c, p + c 2 y variando a* 2 = c, 2 ct 2 . 
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Aproximación de la distribución binomial con n grande. Si n es grande, entonces 
la función de probabilidad de la distribución binomial (sección 23.6) 


(x) pXqn ~ 


implica grandes coeficientes y potencias binomiales, de modo que se vuelve muy 
inconveniente. Es de gran importancia práctica (y teórica) que en este caso la distri¬ 
bución normal proporciona una aproximación aceptable de la distribución binomial, 
en concordancia con el siguiente teorema, que es uno de los teoremas más importan¬ 
tes en toda la teoría de probabilidad. 


Teorema 2 (Teorema del límite de De Moivre y Laplace) 
Para n grande, 


/(*) ~ /*(*) 


(x = 0, 1, - • • , n) 


en donde f está definida por (9), 


rV npq 


e -P/2' z = x ~ n P 


es la densidad de la distribución normal con media p = np y variando o 2 = npq (la 
media y la variancia de la distribución normal), y el símbolo ~ (que se lee como 
asintóticamente igual) significa que la razón de ambos miembros tiende a 1 cuando 
n tiende a c°. Además, para enteros no negativos cualesquiera ay b (> a), 

P(q S X S b) = 2 í n ) p x q n ~ x ~ - <t>(a¡), 

x~a ' 


a — np — 0.5 „ b — np + 0.5 

a — , - , — ~ ■ , . “ - 

V npq V npq 

Una demostración de este teorema se encuentra en la obra citada en el apéndice 1 
como referencia [G3 J. La demostración indica que el término 0.5 en a y (3 es una correc¬ 
ción provocada por el cambio de una distribución discreta a una distribución continua. 


Problemas de la sección 23.7 

1. Sea X norma] con media 80 y variancia 9 Encontrar P(X > 83), P(X < 81), P{X < 80) y 

P(78 < X < 82). ' 

2. Sea A" normal con media 105 y variancia 25. Encontrar P(X < 112.5), P{X> 100), P( 1 10.5 
<X< I 1 1.25). 

3. Sea X normal con media 14 y variancia 4. Determinar c tal que P(X < c) = 95%, P{X < c) 
= 5%, P(X< c) = 99.5% 

4. Sea A' normal con media 3.6 y variancia 0.01. Encontrar c tal que P(X <c) = 50%, P(X> 
c) = 10%, P(-c < X- 3.6 < c) = 99.9%. 

5. ¿Qué porcentaje de placas de hierro defectuosas es posible esperar en el inciso (c) del 
ejemplo 5 si se utiliza una mejor cooformadora de modo que o = 0.01 mm? 








TEORÍA DE PROBABILíDÁd'II 

6. En el ejemplo 5, inciso (c), ¿qué valor debe tener a a fin de que el porcentaje de placas 
defectuosas se reduzca a 6%? 

7. Si la vida útil X de una batería de automóvil está distribuida normalmente con una media 31 
de 4 años y desviación estándar de 1 año y el fabricante desea garantizar la batería por tres : |f§ 
años, ¿qué porcentaje de baterías tendrá que reemplazar el fabricante bajo la garantía? VjfljS 

8„ ¿Cuál es la probabilidad de obtener por lo menos 2048 caras si una moneda se lanza 4040 
veces y la caras y las cruces son equiprobables? (Consultar la tabla 23.1 en la sección ijjfj 
23.2.) ‘ ■' S¡ 

9. En las especificaciones de cierto trabajo se solicitan tomillos con un diámetro de 0.280 ± -7íf¡ 
0.002 cm, Si los diámetros de los tomillos fabricados por una empresa están distribuidos fjrSjl 
nonnalmente con p = 0.279 y cr = 0.001, ¿qué porcentaje de estos tomillos satisface las ,3 
especificaciones? *’ 

10. Un productor vende focos eléctricos en cajas de cartón de 1000 focos. Usar (11) para 
encontrar la probabilidad de que cualquier caja dada contenga no más dd 1% de focos 
defectuosos, suponiendo que el proceso de producción es un experimento de Bemouüi jlfS 
con p — 1 % {— probabilidad de que cualquier foco dado sea defectuoso). ; 

11. Un fabricante sabe por experiencia que la resistencia de los resistores que produce esT/’éfñ 

normal con media p = 150 ohms y desviación estándar a — 5 ohms. ¿Qué porcentaje de ; V^Í| 
los resistores tendrá resistencias entre 148 ohms y 152 ohms? ¿Y entre 140 ohms y 160 
ohms? jBÉ 

12. La resistencia a la ruptura X [kg] de cierto bloque de plástico está distribuida normalmen- 

te con una media de 1250 kg y desviación estándar de 55 kg. ¿Cuál es la carga máxima de '»iÉ| 
modo que pueda esperarse que se rompa no más del 5% de los bloques? ^í||| 

13. Un fabricante produce sobres aéreos cuyo peso es normal con una media p = ¡.950 gra- 

mos y desviación estándar o = 0,025 gramos. Los sobres se venden en lotes de 1000. 
¿Cuántos sobres en un lote pesarán más de 2 gramos? .$8 

14. Demostrar el teorema 1. M 

15. Deducir las fórmulas en (8) usando la tabla normal. 

16. (Ley de los grandes números de Bernoulli) En un experimento, sea un eventoque 

tiene probabilidad p (0 < p < 1), y sea X el número de veces que ocurre A en n ensayos $|| 
independientes. Demostrar que para cualquier e > 0 dado, se tiene ¡M 


p I e ) —» 1 


cuando n **> co„ 


17. Demostrar que <£>(~z) = 1 — d>(z). 

18. Considerar <í> 2 (oo) e introducir coordenadas polares en la integral doble para demostrar 
que 


19. Demostrar que la curva de (1) tiene dos puntos de inflexión correspondientes dx = p ± cj. 

20. Usar (12) y aplicar integración por partes para demostrar que a en (I) es la desviación 
estándar de la distribución normal. 


23.8 


DISTRIBUCIONES DE VARIAS VARIABLES ALEATORIAS 


En esta última sección del capítulo se analizarán las distribuciones de probabilidad 
de varias variables aleatorias, según ocurren en experimentos en los que se observan 
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varias cantidades, como el contenido de carbono Xy la dureza Y del acero; la canti¬ 
dad de fertilizante Xy la cosecha Y; la estatura X v el peso y la presión arterial X 3 de 
las personas; etc. Otra razón de este análisis es que tales distribuciones también des¬ 
empeñan un papel importante en la justificación de los métodos estadísticos del capí¬ 
tulo 24. 

Si se observan dos cantidades Xy Y, en cada ensayo se obtiene un par de valores 
X= x, Y— y, en forma abreviada, (X, Y) = (x, y), que puede graficarse como un punto 
en el plano XY. Así, para una sola variable aleatoria X, la distribución de probabilidad 
es determinada por la función de distribución F(x) = P(X x). De manera semejante, 
para dos variables aleatorias X, Y, que también se denominan variable aleatoria 
bidimensional (X, Y), la distribución de probabilidad es determinada por la función 
de distribución 


F(x, y) 


Esta es la probabilidad de que (X Y) asuma cualquier par de valores en la región azul 
(que se extiende hasta — “ hacia la izquierda y hacia abajo) en la figura 497. De¬ 
termina la distribución de probabilidad de manera única porque en analogía con la 
fórmula P{a < X< b) — F{b) - F(a), ahora se tiene para cualquier rectángulo (ver el 
problema 16) 

(2) . Pl° 1 <XSb 1 ,a 2 <Y£b 2 ) 

= F(b v b 2 ) - F( ai , b 2 ) - F(b v a 2 ) + F(a v a 2 ). 


|¡f ÉüÉÉfÜ ¿I 


Figura 497. Fórmula (1). 


Distribuciones discretas bidimensionales 

Definición (Variable aleatoria y distribución discretas bidimensionales) 

Una variable aleatoria (X, Y) y su distribución se denominan discretas si (X, Y) puede 
asumir sólo una cantidad finita o cuando mucho una infinidad numerable de pares de 
valores (x,,_V|), (x,,y 2 ), • - ■ con probabilidades positivas, mientras que la probabilidad 
para cualquier dominio que no contiene a ninguno de tales valores de (X Y) es cero. | 


Sea (x., y ) cualquiera de estos pares y sea P{X- 


, (aquí se admite 


que p :j puede ser 0 para ciertos pares de subíndices i,j). Así, la función de probabi- 
lidady(x, y) de (X Y) se define como 


VV'L iTV J, J _! J .), ), 4 4 J J :;! 


j 4 - 4 i i/ 
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( 3 ) f(x, y) = p { - if x — x { , y = y. y /(x, y) = 0 en caso contrario 

aquí, / = 1,2, ■ ■ • yj = 1 ,2, ■ • • de manera independiente. En analogía con (3), sección' -'® 
23.4, ahora para ¡a función de distribución se tiene la fórmula -»á p| 

(4) F{x, y) = 2 2 /©• 

I,"'I ?/,-• y l ,©i 

y en vez de ( 6 ), sección 23.4, se tiene la condición 
(5) 2 2 /©, y,-) =1. 


Ejemplo 1. Distribución discreta bidimensional. W'l 

Si de manera simultánea se lanzan una moneda de 10 centavos y una moneda de 5 centavos y se considc-‘ : 
ran los eventos ■' , 'Svá2 

X = Número de caras que se obtienen en la moneda de 10 centavos. 

Y — Número de caras que se obtienen en la moneda de 5 centavos . • 

entonces X y Y pueden asumir los valoies 0 o I, y la función de probabilidad es 

1(0, 0) = /(I, 0) = /(O, I) = /{I, 1 ) = 5 , f{x , y) ~ 0 en caso contrario ® '-Mi 


Distribuciones continuas bidimensionales 

Definición (Variable aleatoria y distribución continuas 
bidimensionales) 

Una variable aleatoria (X, Y) y su distribución se denominan continuas si la función -'-4© 
de distribución correspondiente F{x, y) puede definirse por medio de una doble 
integral .fiíSÍ 


í'J r* 

1 y) = J J f(x*, y*) dx* dy* 


en donde la densidad' _/de la distribución es continua (excepto posiblemente en un 
número finito de curvas) y no negativa. I 

Por ( 6 ), para la probabilidad de que ( X, Y) asuma cualquier valor en un rectángu¬ 
lo (figura 498) se obtiene la fórmula 


P(a 1 < X S b v a 2 < Y S b 2 ) = J j’ /(x, y) dx dy. 



( 7 ) 


i 
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01 b¡ 

X -»- 

Figura 498. Concepto de distribución bidimensional. 

Ejemplo 2. Distribución uniforme bidimensional en un rectángulo. 

Sea R el rectángulo a t <x j£ pi, as < y £ p 2 .. La densidad {ver la figura 499) 

(8) /( x, y) = Mk si (jc, y) es en R. f(x, y) — 0 en caso contrario 

define la distribución uniforme en el rectángulo /?; aquí k es el área de R, es decir, k = (P, — ot|)(p 2 — a 2 ) 
La función de distribución se muestra en la figura 500- H 

Distribuciones marginales de una distribución discreta 

En el caso de una variable aleatoria discreta (X, Y), con función de probabilidad_/(x, y), 
puede pedirse la probabilidad P(X = x, Y arbitraria) de que X asuma un valor x, en 
tanto que Y puede asumir cualquier valor, el cual se ignora. Esta probabilidad es una 
función de x, por ejempio/¡(x), y se tiene la fórmula 

(9) /,(x) = P(X = , x, Y arbitrario) == 2 /(■*> - v ) 

_ ’y_ _ 

en donde se suman todos los valores de f[x, y) que no sean 0 para esa x. Resulta 
evidente que/j(x) es la función dé probabilidad de la distribución de probabilidad 
de una sola variable aleatoria. Esta distribución se denomina distribución margi¬ 
nal de X con respecto a la distribución bidimensional dada y tiene la función de 
distribución 


(10) Fj(x) = P(X Si x, arbitrario) = 2 / 1 (■**). 

X*£¡X 



Figura 499. Función de densl- Figura 500. Función de distribución 

dad de probabilidad (8) de la de la distribución uniforme definida 

distribución uniforme. por (8). 
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De manera semejante, la función de probabilidad 

( 11 ) 


/ z ( y) = P{X arbitrario, 7 = y) = ]£ f(x, y) 


determina la distribución marginal de Y con respecto a la distribución bidimensional^ 
dada. En (11) se suman todos los valores de/(x, y ) que no son 0 para la y correspom'lí 
diente. La función de distribución de esta distribución es f 


( 12 ) 


F¿y) = P(X arbitrario, Y <y) = 2 f 2 (.y*)- 

y-sy 


Resulta evidente que ambas distribuciones marginales de una variable aleatoria dis- jj 
creta ( X, Y) son discretas. k¡¡ 

Ejemplo 3. Distribuciones marginales de una variable aleatoria discreta bidimensional. 3 

Suponer que se desea extraer con reemplazo tres cartas de una baraja de bridge y observar la variable j 
aleatoria discreta bidimensional (X, /). en donde u 

X ~ Número de reinas. :c 

Y — Número de reyes o ases. 

Dado que la baraja de 52 cartas contiene cuatro reinas, cuatro reyes y cuatro ases, entonces la probabili- 3 
dad de obtener una reina ai extraer una sola carta es 4/52 = 1/13, y un rey o un as se obtienen con 1 
probabilidad 8/52 = 2/13.. Por tanto, ( X.\ >0 tiene la función de probabilidad 


fU, y) 


3! 


*! y! (3 — jr — y) 


- fJN* (±Y /10\ 

\13/ \ 13/ \I3/ 


10 \ 3 -x-y 


(x 4- .y Sí 3) 


y A*, y) = 0 en caso contrario. En la tabla 23 2 se muestran los valores de f[x, y) en el centro y, en los 
márgenes derecho c inferior, los valores de las funciones de probabilidad/(x) y f (y) de las distribucio¬ 
nes marginales de .A'y V, respectivamente " g 

Tabla 23.2 

Valores de las funciones de probabilidad /(jc, .y),/ (A'),/(y) en la ex- 
tracción con reemplazo de tres cartas de una baraja de bridge, en 
dondeXes el número de reinas extraídas y Tes el número de reyes o 
ases extraídos. 



'M& 
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Distribuciones marginales de una distribución continua 

De manera semejante, en el caso de una variable aleatoria continua (X, Y) con densi¬ 
dad j{x, y) es posible considerar 

(X S x, Y arbitrario) o (I £ r, — °° < y < co). 

Resulta evidente que la probabilidad correspondiente es 

Ffx) = P(X S x, — oo < Y < co) = J ÍJ j(x*, y ) dy\ dx*. 

Al hacer 


(13) 

es posible escribir 

(14) 


/jW = J f(x, y) dy. 


FiW = f /j(x*) dx*. 


f(x) es la densidad y F,(x) es la función de distribución de la distribución marginal 
de X con respecto a la distribución continua dada. 

De manera semejante, la función 

(15) 

se denomina densidad y 


f 2 {y) = / /(*, y) 


dx 


(16) 


2 (y) = J f 2 (y*) dy* = J J f(x, y*) dx dy* 


se denomina función de distribución de la distribución marginal de Y con respecto 
a la distribución bidimensional dada. Se observa que ambas distribuciones margina¬ 
les de una distribución continua con continuas. 

Independencia de las variables aleatorias 

Se dice que las dos variables aleatorias Ay Y de una distribución bidimensional (X, Y) 
con función de distribución F(x, y) son independientes si 

(17) 


F(x,y) = FJx)FJy) 
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se cumple para todo (x, y). En caso contrario, se dice que son dependientes. d 

Suponer que X y Y son ambas discretas o ambas continuas. Entonces X y Y son! 
independientes si y sólo si las funciones de probabilidad o densidades correspondietvii 

toe /" ( t» f (-\%\ eotip fo n orí 'iA 

J .1 2KX > 

( 18 ) /(•*, y) = //tí/aíl) I 

para todo (x, y); ver el problema 18 Por ejemplo, las variables en la tabla 23.2 son'í 
dependientes. Las variables X = Número de caras que se obtienen al lanzar uñad, 
moneda de 10 centavos , Y - Número de caras que se obtienen al lanzar una monedar, 
de 5 centavos al lanzar una moneda de 10 centavos y una de 5 centavos puedeniji 
asumir los valores 0 o 1 y son independientes. m 

Los conceptos de independencia y dependencia pueden extenderse a las n varia-.:' 
bles aleatorias de una distribución «-dimensional (X, ■ ■ ■ , X n ) con función de distrito: 
bución ■ 

F <*1. * • • > *n> = P ^l Sx v ---,X n S Xj. | 

Se dice que estas variable aleatorias son independientes si para todo (x¡, ■ ,x„) se & 

tiene que í¡i 

(19) F(x lt ■•■.*„) = FJxJFJxJ ■ ■ ■ FJxJ, d¡ 

en donde Ffá) es la función de distribución de la distribución marginal de X p es < 
decir, 

Fj(Xj) = P(X- ' ■ x-, X k arbitrario, le & y). j 

En caso contrario, se dice que las variables aleatorias son dependientes. ■' 

Funciones de variables aleatorias 

Sea (X, Y) una variable aleatoria con función de probabilidad o densidad J[x, y) y 
función de distribución F{x, y), y sea g(r, y) cualquier función continua que está 
definida para todo (x, y) y no es constante. Entonces Z = g(X, Y) es también una 
variable aleatoria. Por ejemplo, si se lanzan dos dados y X es el número que aparece 
en la cara superior del primer dado y Y es el número que aparece en la cara superior 
del segundo dado, entonces Z = X + Y es la suma de estos dos números (ver la figura 
489 en la sección 23.4). 

Si (X¡, • ■ - , X„) es una variable aleatoria «-dimensional y gire,, • - • , x„) es una 
función continua que está definida para todo (jc,, • ■ ■ , x„) y no es constante, entonces 
Z = g{X¡, • • • , X „) es también una variable aleatoria. 

En el caso de una variable aleatoria discreta (X, Y), es posible obtener la función 
de probabilidady(x) de Z = g(X, Y) sumando todas lasyfo y) para las cuales g(x, y) es 
igual al valor del z considerado; así, 


z) = 22 /(*> y)- 

g(x,y) = z 


(20) 


,.!.■■> ■> ) T ) f ! i ) I i i i ' i : .1.1 : ‘ ¡ i ■ ; ; 1 1 
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La función de distribución de Z es 

(21) F(z) = P{Z s Z) = 22 /(*, y) 

gix.y) Sz 

en donde se suman todos los valores d ej{x, y) para los cuales g(x, y) < z. 

En el caso de una variable aleatoria continua ( X, \ Y), de manera semejante se 
tiene 

(22) F(z) = P(Z s z) = J J f(x, y) dx dy 

9(x,J/)Sz ; 

en donde para cada z se integra sobre la región g(x, y) < z en el plano xy, 1 > 

Adición de medias y variancias 

El número ! 

' 2 2 8ix, y)f(x, y) [(2C Y) discreta] * 

(23) E(g(X, Y)) = , J " 

/ f g(x, y)f(x, y) dx dy Y) continua] 

V —03 —03 

se denomina esperanza matemática o, simplemente, esperanza de g(X Y). Aquí se 
ha supuesto que la serie doble converge absolutamente y que la integral de |g(x, y)| ! 

flx, y) sobre el plano xy existe (es finita). Debido a que la sumatoria y la integración ¡ 

son procesos lineales, entonces por (23) se tiene 

(24) E(ag(X, Y) + bh(X, E)) = aE(g(X, Y)) + bE(h(X, Y )). 

Un importante caso especial es E(X+ Y) = E(X) + E(Y), y por inducción se tiene el 
siguiente resultado. 

Teorema 1 (Adición de medias) 

La media (esperanza) de una suma de variables aleatorias es igual a la suma de las 
medias (esperanzas), es decir 

(25) F(X 1 + X 2 + ■ - • + XJ = EiXJ + £(X Z ) + • • - + E(X n ). 

Además, fácilmente se obtiene el ¡ 

Teorema 2 (Multiplicación de medias) ¡ 

La media (esperanza) del producto de variables aleatorias independientes es igual ; 

al producto de las medias (esperanzas), es decir j 
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teoría de probabilidad. 




(26) E(X x X 2 ■ ■ ■ X n ) = EÍXJEÍ.X 2 ) ■ ■ ■ E(X¿. 

Demostración. Si X y Y son variable aleatorias independientes (ambas discretas o 
ambas continuas), entonces E(XY) = E(X)E(Y). De hecho, en el caso discreto se tiene 

Evm = 2 2 *yf(x, y) = 2 tfiW 2 yf 2 (y) = e{x)E{Y), 


mi 

lia 

mm 


y en el caso continuo la demostración de la relación es semejante. La extensión a n 
variables aleatorias independientes proporciona (26), y entonces se ha demostrado el 
teorema 2. I 

A continuación se analizará la adición de variancias. Sea Z = X + Y y sean p y 
a 2 la media y la variancia de Z Primero se tiene (ver el problema 14 en los problemas 
de la sección 23.5) 

o- 2 = E([Z - /x] 2 ) = £(Z 2 ) - [£(Z)] 2 . 

Por (24) se observa que el primer término del miembro derecho es igual a 
£(Z 2 ) = E(X Z + 2XY + Y 2 ) = E(X 2 ) + 2 E(XY) + £(K 2 ), 
y para el segundo término del miembro derecho, por el teorema 1 se obtiene 
[E(Z)} 2 = IE(X) + E(Y)} 2 = [£(,Y)] 2 + 2 E(X)E(Y) + [E(Y)] 2 . 

Al sustituir estas expresiones en la fórmula de a2 se tiene 

cr 2 = E(X 2 ) - [E(X)] 2 + E( Y 2 ) - [£(Y)] 2 
+ 2[E(XY) - E(X)E{Y)]. 

Por el problema 14, sección 23.5, se observa que la expresión en el primer renglón 
del miembro derecho es la suma de las variancias deXy Y, que se denotan por a, 2 y 
a 2 2 , respectivamente. La cantidad 

(27) [" a XY = EiXY) - E{X)E(Y) 

se denomina covariancia de Xy Y. Por consiguiente, el resultado es 

(28) cr 2 = cr 2 + cr 2 + 2°xy- 

Si A'y Y son independientes, entonces E{XY) = E(X)E{Y)\ por tanto, aXY — 0, y 


La extensión a más de dos variables conduce al 
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Teorema 3 (Adición de variancias) 

La variancia de la suma de variables aleatorias independientes es igual a la suma de 
las variancias de estas variables. 

¡Precaución! En las numerosas aplicaciones de los teoremas 1 y 3 siempre debe 
recordarse que el teorema 3 se cumple sólo para variables independientes. 

Aquí termina el capítulo 23 sobre teoría de probabilidad. Casi todos los concep¬ 
tos, métodos y distribuciones especiales analizados en este capítulo desempeñarán 
un papel fundamental en el siguiente capítulo, que trata sobre métodos de inferencia 
estadística, es decir, conclusiones de muestras a poblaciones, cuyas propiedades des¬ 
conocidas se desea conocer e intentar descubrir al considerar propiedades idóneas de 
muestras que han sido obtenidas. 

Problemas de la sección 23.8 

1. Sea J[x, y) = k cuando 8<x< 12y0<y<2, y cero en todos los demás casos. Encontrar 
k. Encontrar P(X < 1 I, 1 < Y< 1.5) y P{? <X 13, Y< 1). 

2. Encontrar P(X> 2,Y> 2)y P(X< I, Y < 1) si (X, Y) tiene la densidadyíx, y) = 1/8 si xt 
0, y >0,x + y<4. 

3. Sea {X. Y) con la densidad ,/(x, y) - kxy si 0 ¿ x I, 0 < y < I, y 0 en caso contrario. 
Encontrar k y P(X> 0.5, K>0.5). 

4. Encontrar la densidad de la distribución marginal de X en el problema 2. 

5. Encontrar la densidad de la distribución marginal de Y en la figura 499. 

6. Si ciertas hojas de papel para envolver tienen un peso medio de 10 g cada una, con una 
desviación estándar de 0.05 g, ¿cuáles son el peso medio y la desviación estándar de un 
paquete de 10 000 hojas? 

7. Un ensamble de cuatro engranes se anua con espaciadores entre aquéllos. El espesor 
medio de los engranes es de 5.020 cm con una desviación estándar de 0.003 era. El grosor 
medio de los espaciadores es de 0.040 cm con una desviación estándar de 0.002 cm. 
Encontrar la media y la desviación estándar de las unidades ensambladas consistentes en 
cuatro engranes y tres espaciadores, todos seleccionados al azar. 

8. Si el peso de ciertos recipientes (vacíos) tiene una media de 2 Ib y una desviación estándar 
de 0.1 Ib, y si el relleno de los recipientes tiene un peso medio de 75 Ib y una desviación 
estándar de 0.8 Ib, ¿cuáles son el peso medio y la desviación estándar de los recipientes 
rellenos? 

9. ¿Cuáles son el espesor medio y la desviación estándar de ciertos núcleos de transforma¬ 
dor, si cada uno consta de 50 capas de láminas metálicas y 49 capas de papel aislante, y si 
las láminas metálicas tienen un espesor medio de 0.5 mm, cada una con una desviación 
estándar de 0.05 mm, y las capas de papel tienen una media de 0.05 mm, cada una con una 
desviación estándar de 0.02 mm? 

10. Sean A[cm] y K[cm] los diámetros de una pasador y un orificio, respectivamente. Supo¬ 
ner que ( X, Y) tiene la densidad 

Tfx, y) = 2 500 si 0.99 < x < 1.01, 1.00 <y < 1.02 

y 0 en caso contrario, (a) Encontrar las distribuciones marginales, (b) ¿Cuál es la proba¬ 
bilidad de que un pasador elegido al azar se ajuste a un orificio cuyo diámetro es de 1.00? 


^ '> 0/"); J -j 3 $ i) '-'¿I J; X ) j x, X ; v % 3 X), 
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11. Un dispositivo electrónico consta de dos componentes. Sean X y Y [meses] los lapsos de; 

tiempo que transcurren hasta que se presenta una falla de la primera y segunda componen¬ 
tes, respectivamente. Suponer que (X, Y) tiene la densidad de probabilidad ; 

/(x. y) = 0.01e-° 1(I + ! ' > si x > 0 y y> 0 

y 0 en caso contrario, (a) X y Y, 6 son independientes o dependientes? (b) Encontrar las 
densidades de las distribuciones marginales, (c) ¿Cuál es la probabilidad de que la prime- 
ra componente tenga una vida útil de 1 0 meses o más? 

12. Proporcionar un ejemplo de dos distribuciones discretas diferentes que tengan las mismas 
distribuciones marginales 

13. Demostrar que las variables aleatorias con las densidades /[x, y) = x + y y g(x, y) = (x + l/2)(y 
+ 1/2) si 0 < x 1,0 <y < 1, tienen las mismas distribuciones marginales. 

14. Sea ( X, Y) que tiene la densidad/[x, y) = k si x 2 + y 1 <, 1 y 0 en caso contrario. Determinar 
k Encontrar las densidades de las distribuciones marginales Encontrar la probabilidad 
P{X 1 + Y 2 ) < 1/2) 

15. Encontrar P(X> Y) cuando ( X. Y) tiene la densidad/fx, y) = e'"*' 1 si xgO.ygOyOen caso 
contrario 

16. Demostrar (2) 

17. Sea (,X. K) que tiene la función de probabilidad /[O, 0) = f{ I, I ) = 1/8,/(O, I) =/( 1,0) = 
3/8. ¿Son independientes Xy Y’! 

18. Demostrar la proposición que implica a (1 S) 

19. Aplicar los teoremas 1 y 3 para obtener las fórmulas para la media y la variancia de la 
distribución binomial 

20. Usar el teorema I para obtener la fórmula para la media de la distribución hipergeométrica. 
¿Es posible aplicar el teorema 3 para obtener la variancia de esa distribución? 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 23 

1. Proporcionar ejemplos de experimentos aleatorios en los que se tengan casos equiprobables 
y otros en los que no 

2. 0 Cuál es la diferencia entre eventos mutuamente excluyentes y eventos independientes? 

3. ¿Cuál es la diferencia entre los conceptos de permutación y combinación'’ 

4. Enumerar todas las permutaciones y todas las combinaciones de las letras a. b. c. d toma¬ 
das dos a la vez 

5. ¿Qué significa probabilidad condicional? Proporcionar un ejemplo típico. 


6. Si P(A) = P(B ) y A C B, 0 es posible que A * B? 

7. Si E & S (= el espacio muestra!), ¿es posible que P(E) = 1 ? 

8. ¿Qué distribuciones corresponden al muestreo con reemplazo y sin reemplazo? 

9. ¿En qué condiciones prácticamente no hay diferencia si se muestrea con reemplazo o sin 
reemplazo? 

10. ¿En qué casos la distribución de Poisson es una aproximación aceptable de la distribución 
binomial? 

11. ¿Qué sabe sobre la aproximación de la distribución binomial por la distribución normal? 

12. ¿Qué significa la expresión "limites de las tres sigmas"? 

13. Escribir la fórmula de la función de distribución F(x) de una variable aleatoria normal 
arbitraria en ténninos de la función de distribución de la distribución normal estandarizada. 
¿Por qué ésto reviste importancia práctica'’ 
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14. ¿Cómo está relacionada la densidad de uiia variable aleatoria continua con la función de 
distribución? 

15. ¿Qué propiedad de una distribución caracteriza la variancia? ¿Y la media? 

£6. ¿Cuá! es !s suma de las probabi ! idades de todos los valores posibles de un a. variable 
aleatoria discreta? ¿Cuál es el análogo de ésto para una variable aleatoria continua? 

£7. ¿Es posible que la función de probabilidad de una variable aleatoria discreta asuma una 
infinidad de valores posibles? (Justificar la respuesta,) 

18. Si X es una variable aleatoria continua, ¿cuál es el valor de P(X = a) t en donde a es 
cualquier número dado? 

19. ¿En qué clase de experimento se tiene una variable aleatoria discreta y en cuál una varia¬ 
ble aleatoria continua? 

20. ¿En qué condiciones se cumple la fórmula de adición de variancias? ¿Y la fórmula de 
adición de medias? 

21. De un lote de 50 tomillos, de los cuales están defectuosos 10, se extraen al azar tres 
tomillos. Encontrar la probabilidad del evento que todos los tres tomillos extraídos no 
estén defectuosos, suponiendo que se extrae (a) con reemplazo, (b) sin reemplazo, 

22. ¿Cuál es la probabilidad de obtener una suma de 17 o 18 a! lanzar una vez tres dados 
legales? 

23. ¿Cuál es la probabilidad de obtener una suma divisible entre 4 al lanzar una vez dos dados 
legales? 

24. De una caja que contiene 10 tomillos izquierdos y 20 derechos se extraen sin reemplazo 4 
tomillos, ¿Cuál es la probabilidad de extraer por lo menos un tomillo derecho? 

25. Una caja contiene 50 tomillos, de los cuales 5 están defectuosos. Encontrar la función de 
probabilidad de la variable aleatoria X— Número de tornillos defectuosos que se obtienen 
al extraer sin reemplazo dos tornillos , y calcular sus valores. 

26. Encontrar los valores de la función de distribución en el problema 25, 

27. Encontrar la función de probabilidad de2f= Número de veces que se lanza un dado legal 
hasta que se obtiene el primer número par. 

28. En el problema 27, encontrar la media. 

29. Si X tiene la función de probabilidady^4) = 0,2,7(6) = 0.5,7(8) - 0,1 ,j{ 10) = 0.2, ¿cuál es la 
probabilidad de queáf asuma cualquier valor mayor que 6? ¿Y menor que 6? ¿Y menor que 4? 

30. En un lote de 12 artículos, 3 son defectuosos, (a) Encontrar el número de muestras dife¬ 
rentes de 3 artículos. Encontrar el número de muestras de 3 artículos que (b) no contienen 
ningún artículo defectuoso y que contienen (c) 1 artículo defectuoso, (d) 2 artículos de¬ 
fectuosos, (e) 3 artículos defectuosos 

31. ¿Cuántos registros de automóviles debe verificar la policía en un accidente en que el 
automovilista se dio a !a fuga si un testigo reporta que la placa del automóvil en cuestión 
era K.DP7 y no puede recordar los dos últimos dígitos de la placa pero está seguro de que 
los tres eran distintos? 

32. Si se dispone de 6 tintas diferentes, ¿de cuántas manetas es posible elegir dos colores para 
hacer un trabajo de impresión? ¿Y cuatro colores? 

33. Calcular 5! aplicando a fónnula de Stirling y encontrar los errores absoluto y relativo. 

34. ¿De cuántas maneras distintas es posible elegir un comité de 6 personas de un grupo de 20 
personas? 

35. Si se sabe que un proceso de producción de tomillos se realiza correctamente, con una 
fracción de defectuosos de 3%, y el proceso se inspecciona tomando muestras de dos 
tomillos, ¿cuál es la probabilidad de que no haya defectuosos? ¿Y de que haya un defec¬ 
tuoso? ¿Y dos defectuosos? 
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36. Sea flpc) = te* cuando x > 0,/x) = 0 cuando * < 0. Encontrar k, Trazar las gráficas de/y de F:f¡& 

37. Sea/(x) = fcc 2 cuando 0 <x < 1 y 0 en caso contrario. Encontrar k. Encontrar el número ¿|| 
tal que P(X < c) = 95%. 

38. Encontrar |t y a 2 de la distribución que tiene función de probabilidad f{\) - 0 3,/(2) 
0.4,/3) = 0.3. 

39. Encontrar la media y la variancia de la distribución que tiene la densidad J[x) = 'Mí 

40. Si el millaje X (en miles de millas) de cierto tipo de neumático tiene la densidad/x) =v|¡ 
0.05 e ~ OBÍr (x > 0), ¿qué millaje es de esperar alcanzar? ¿Cuál es la probabilidad de que el, : M 
neumático dure por lo menos 30 000 millas? 

41. Si A" tiene la densidad/*) = 0.5x (0 <x < 2) y 0 en caso contrario, ¿cuáles son la media y || 
la variancia de X* — —2X + 5? 

42. Encontrar el sesgo déla distribución con densidad fix) = 2(1 -x)s¡0<x< I ,A X ) = 0 eq 

, caso contrario. i:j| 

43. Sea p = 2% la probabilidad de que cierto tipo de foco falle en una prueba de 24 horas. 

Encontrar la probabilidad de que una señal que consta de 15 de tales focos fúncioneíl 
durante 24 horas sin que falle ningún foco. ;.;j| 

44. Suponer que el 4% de los tomillos producidos por una máquina están defectuosos, en|| 

donde éstos ocurren al azar durante la producción. Si los tomillos se empacan en cajas de aj 
100, ¿cuál es la aproximación de Poisson de la probabilidad de que una caja dada conten- 
ga x tomillos defectuosos? y® 

45. Demostrar que la función de distribución de la distribución de Poisson satisface <*>)■* I: 

46. Encontrar la probabilidad de que una variable aleatoria X asuma cualquier valor en el 

intervalo p — O < X < p + o si X tiene (a) una distribución binomial con n - 8 y p = 0.5, | 
(b) la distribución normal. ,í| 

47. Si la resistencia a la ruptura de ciertas cuerdas es normal con media 100 kg y desviación hf¡ 

estándar de 10 kg, ¿cuál es la carga máxima con la que es posible esperar que se rompa 
cuando mucho el 1 % de las cuerdas? ' |j 

48. ¿Cuál es la probabilidad de obtener por lo menos 12 012 caras si una moneda se lanza 24 ‘5 
000 veces y la ocurrencia de caras y cruces es equiprobable? (Ver la tabla 23.1 en la 
sección 23.2). 

49. Si la vida útil de unos neumáticos es normal con media de 25 000 km y variancia de 
25 000 000 km 2 , ¿cuál es la probabilidad de que uno de tales neumáticos dure por lo 
menos 30 000 km? ¿Y por lo menos 35 000 km? 

50. Si el peso de unos sacos de cemento es normal con media de 50 kg y desviación estándar 
de 1 kg, ¿cuál es la probabilidad de que 100 sacos pesen más de 5030 kg? 

Resumen del capítulo 23 

Teoría de probabilidad____ 

Un experimento aleatorio, brevemente denominado experimento, es un pro¬ 
ceso en el que el resultado depende del "azar" (efectos de factores desconoci¬ 
dos). Ejemplos son los juegos de azar con dados o cartas, la medición de la 
dureza del acero, la observación de las condiciones climatológicas, el conteo 
del número de llamadas telefónicas en una oficina, o el registro del número de 
accidentes en una ciudad. (Por tanto, el término "experimento" es usado aquí 
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en un sentido mucho más amplio que en el lenguaje común.) Los resultados se 
consideran como puntos (elementos) de un conjunto S, denominado espacio 
muestral, cuyos subconjuntos se denominan eventos. Para los eventos E se 
define una probabilidad P(E) por medio de los axiomas (sección 23.2) 

0 S P(E) S 1 


P(S) = 1 

P(E, U E 2 U - • •) = P{E¿ + P{E 2 ) + ■ ■ ■ 


(£, n E k = 0). 


El complemento EX de E tiene entonces la probabilidad 


P{E C ) 


La probabilidad condicional de un evento B bajo la condición de que ocurra 
un evento A es 


P(B\A) 


PIA n B) 


A y B se denominan independientes si 

(4) P(A n B) = P(A)P(B). 

A un experimento se asocia una variable aleatoria X\ se trata de una fun¬ 
ción definida sobre S cuyos valores son números reales, y X es tal que la probabi¬ 
lidad P(X = a) de que X asuma cualquier valor a y la probabilidad P[a < X¿ b) de 
que X asuma cualquier valor en cualquier intervalo están definidas (sección 
23.4). La distribución de probabilidad de X está determinada por la función 
de distribución (sección 23.4) 


Existen dos clases de variables aleatorias que son importantes desde un punto 
de vista práctico: aquéllas del tipo discreto, que aparecen si se cuenta algo 
(artículos defectuosos, clientes en un banco, etc.) y las de tipo continuo, que 
aparecen si se mide algo (longitud, velocidad, temperatura, peso, etc.). 

Una variable aleatoria discreta tiene la función de probabilidad 

(6) /(x) = P(X = x). 


Sus media p. y variancia a 2 son (sección 23.5) 


M = 2 XjfiXj) 


cr 2 = 2 - A) 2 /Uj) 
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en donde los x¡ son los valores para los cuales X tiene una probabilidad positiva. 
Variables y distribuciones aleatorias discretas importantes son la binomial, la 
de Poisson y ¡a hipergeométrica (sección 23.6). 

Una variable aleatoria continua tiene densidad 


SM = F'(x) 


[ver (5)]. 


Su media y variancia son (sección 23.5) 

oo 00 

( 9 ) p. = f xf(x) dx y a -2 = J (x - n) 2 f(x) 


De bastante importancia es la distribución normal, cuya densidad es (sección 
23.7) 




y cuya función de distribución es (sección 23.7; tablas A7 y A8 en el apéndice 5) 


F(x) = * 




Una variable aleatoria bídimensional ( X,, Y) ocurre si de manera simultánea 
se observan dos cantidades (por ejemplo, la estatura ATy el peso Y de las perso¬ 
nas). Su función de distribución es (sección 23.8) 

(12) F{x, y) = P{X =§ x, Y si y). 

X y Y tienen las funciones de distribución (sección 23.8) 

(13) Fj(x) = P(X §r , Y arbitrario), F 2 ( y) = P{x arbitrario, Y S y); 

sus distribuciones se denominan distribuciones marginales. Si tanto X como 
Y son discretas, entonces {X, Y) tiene función de probabilidad 

/(;t, y) = PCX = x, Y = y). 

Si Xy Y son continuas, entonces (X, Y) tiene densidad J{x, y). , 
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Capítulo 



Estadística matemática 


En teoría de probabilidad se establecieron modelos matemáticos de procesos 
y sistemas que son afectados por el “azar”. En estadística matemática, o breve¬ 
mente, estadística, estos modelos se confrontan contra la realidad a fin de de¬ 
terminar si son suficientemente fidedignos y exactos para efectos prácticos. Lo 
anterior se lleva a cabo extrayendo muestras, inspeccionando sus propiedades 
y después obteniendo conclusiones concernientes a propiedades de la pobla¬ 
ción de la cual fueron extraídas las muestras. Estas conclusiones son verdade¬ 
ras no de manera absoluta, sino con una probabilidad (usualmente elevada) que 
puede elegirse (por ejemplo, 95%) o por lo menos calcularse. Tales conclusio¬ 
nes resultan de métodos de inferencia estadística que serán desarrollados en 
este capítulo, usando la teoría de probabilidad como fundamentación de este 
enfoque. 

Tales conclusiones se utilizan luego como base para hacer predicciones, 
tomar decisiones y llevar a cabo acciones, por ejemplo, para predecir el clima, 
analizar el mercado o planificar el tránsito vehicular, en el desarrollo de planes 
económicos de producción, en la compra de materia prima o máquinas o equi¬ 
po, en métodos de publicidad y venta de productos, en la ejecución de acciones 
contra enfermedades peligrosas, etc. 

En la sección 24.1 se hablará en términos generales acerca del método 
global, y luego se analizarán muestras y sus medias (secciones 24.2-24.4). El 
estudio de los métodos estadísticos se inicia en la sección 24.5 con la estima¬ 
ción de parámetros de manera puntual y por intervalos (secciones 24.5, 24.6) 
y se continuará con la prueba de hipótesis y aplicaciones (secciones 24.7- 

24.9) , la bondad de ajuste (pmeba para funciones de distribución, sección 

24.10) y algunas pruebas no paramétricas (sección 24.1 1). La última sección 
trata sobre pares de mediciones y análisis de regresión. 

Prerrequisitos para este capitulo : Capítulo 23. : 

Secciones qite pueden omitirse en un curso más breve: 24.3, 24.8, 24.9, 
24.11. 

Bibliografía: Apéndice 1, parte G. 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 

Tablas estadísticas . Apéndice 5. 
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24 . 1 NATURALEZA Y OBJETIVOS DE LA ESTADÍSTICA | 

En estadística el interés lo constituyen los métodos para diseñar y evaluar experimen-' 
tos a fin de obtener información sobre problemas prácticos, por ejemplo, la inspec¬ 
ción de la calidad de materia prima o de productos manufacturados, la comparaciórt. 
de máquinas y herramientas o de los métodos usados en la producción, el réndi^j 
miento de los obreros, la reacción de los consumidores frente a nuevos productos; 1 : 
la reacción de un proceso químico en varias condiciones, la relación entre el conte- : | 
nido de hierro o de mineral de hierro y la densidad de éste, la eficiencia de los 
sistemas de acondicionamiento de aire bajo varias temperaturas, la relación entre la 
dureza de Rockwell y el contenido de carbono del acero, etc. 

Por ejemplo, en un proceso de producción masiva (de tomillos, pernos, focos, 
transistores, etc.), ordinariamente existen artículos no defectuosos, es decir, artículos 
que satisfacen las especificaciones dé calidad, y artículos defectuosos , que no las 
satisfacen. Estas especificaciones pueden incluir, por ejemplo, los diámetros máximo 
y minimo de ejes, las vidas útiles mínimas de focos, los valores límites de la resisten¬ 
cia de resistores en aparatos de televisión, los pesos máximos de los sobres aéreos, 
los contenidos mínimos de botellas llenadas automáticamente, los tiempos máximos 
de reacción de interruptores y los valores mínimos de la resistencia de un hilado. 

La razón que explica las diferencias en la calidad de los productos es la varia¬ 
ción debida a numerosos factores (en la materia prima, la función de la maquinaria 1 
automática, la mano de obra, etc.) cuya influencia no puede ser predicha, de modo 
que la variación debe considerarse como una variación aleatoria. La situación es ,|í 
semejante en el caso de la evaluación de la eficiencia de los métodos de producción y 
de otros ejemplos precedentes. 

En la mayor parte de los casos, la inspección de cada artículo de una producción 
es demasiado costosa y consumidora de tiempo. Inclusive, puede ser imposible lle- 
v: vla a cabo si conduce a la destrucción del artículo. Por tanto, en vez de inspeccionar 
todos los artículos manufacturados, simplemente se inspeccionan unos cuantos de ; g: 
ellos (una “muestra”), y con base en esta inspección es posible obtener conclusiones 
acerca de la totalidad de los artículos (la “población”). Si se extraen 100 tornillos de 
un lote de 10 000 tomillos y se encuentra que 4 de los 100 son defectuosos, se está 
inclinado a creer que aproximadamente el 4% del lote son tomillos defectuosos, en el 
supuesto de que los tomillos fueron extraídos “al azar”, es decir, de modo que cada 
tomillo del lote tiene la misma “posibilidad” de ser extraído. Resulta evidente que 
tal conclusión no es absolutamente cierta; es decir, no puede afirmarse que el lote 
contiene precisamente el 4% de tomillos defectuosos, aunque de todas formas en la 
mayor parte de los casos esta afirmación precisa no tendría ningún interés práctico 
en particular. También se siente que la conclusión es más dependiente mientras 
más tomillos (¡elegidos aleatoriamente!) se inspeccionen. Aplicando la teoría de 
probabilidad matemática se verá que estas nociones e ideas algo vagas pueden 
precisarse. Además, esta teoría también produce medidas para la confiabilidad de las 
conclusiones (obtenidas a partir de muestras por medio de métodos estadísticos) 
sobre poblaciones. Por tanto, la teoría de probabilidad constituye la base de los 
métodos estadísticos. 

De manera semejante, para obtener información sobre el contenido de hierro p. del 
mineral de hierro, podría elegirse aleatoriamente un cierto número de n especímenes y 
medir su contenido de hierro. Lo anterior produce una muestra de n números .x,, • • ‘ x ñ 
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(los resultados de las n mediciones) cuyo promedio x = (x, + • • ■ + xf/n es un valor 
aproximado de |i. 

Problemas de naturalezas diferentes pueden requerir métodos y técnicas diferen¬ 
tes, pero los pasos que conducen desde el planteamiento de un problema hasta su 
solución son los mismos en la mayor parte de los casos. Tales pasos son como sigue. 

1. Planteamiento del problema. Es importante plantear el problema de manera precisa y 
limitar la investigación, de modo que entonces sea posible esperar una respuesta útil 
dentro de un periodo prescrito, tomando en cuenta el costo de la investigación estadística, 
la habilidad de los investigadores y las facilidades con que se cuenta. Este paso también 
debe incluir la creación de un modelo matemático basado en conceptos claros. (Por ejem¬ 
plo, es necesario definir qué se entiende por articulo defectuoso en una situación especi¬ 
fica.) 

2. Diseño del experimento. Este paso incluye la elección del método estadístico a aplicar en 
el último paso, el tamaño n de la muestra (número de artículos a extraer e inspeccionar, o 
número de experimentos a efectuar, etc.), y los métodos y técnicas físicas a usar en el 
experimento. El objetivo es obtener un máximo de información invirtiendo un mínimo de 
costo y tiempo. 

3. Experimentación o recolección de datos. Este paso debe seguir reglas estrictas. 

4. Procesamiento de datos. En este paso se ordenan los datos en forma tabular clara y sim¬ 
ple, y pueden representarse gráficamente por medio de diagramas, gráficas de barras, etc. 
También se calculan parámetros muéstrales (números), en particular, la media X de la 
muestra (tamaño promedio de los valores muéstrales) y la variancia s J de la muestra (que 
mide la dispersión de los valores muéstrales). 

5. Diferencia estadística. En este paso se usa la muestra y se aplica un método estadístico 
idóneo para obtener conclusiones sobre las propiedades desconocidas de la población, de 
modo que se obtenga la respuesta del problema. 

Parece evidente que las muestras desempeñan un rol crucial en el método global. En 
consecuencia, es necesario hacer riguroso este concepto intuitivo. Esto se efectuará 
en la siguiente sección. 

24.2 MUESTREO ALEATORIO. NÚMEROS ALEATORIOS 

Por la sección precedente se sabe que las muestras son selecciones de poblaciones y 
que son fundamentales en estadistica porque se requieren para, a partir de sus propie¬ 
dades, obtener conclusiones sobre propiedades que desean conocerse de la pobla¬ 
ción. Para lograr lo anterior, es absolutamente esencial que una muestra sea una se¬ 
lección aleatoria, es decir, cada elemento de la población debe tener una probabili¬ 
dad conocida de ser considerado en la muestra. Esta condición debe cumplirse (por 
lo menos de manera aproximada); en caso contrario, los métodos estadísticos pueden 
conducir a resultados engañosos. 

Si el espacio muestral es infinito, los valores muéstrales son independientes; es 
decir, los resultados de las n ejecuciones de un experimento efectuado para obtener n 
valores muéstrales no se afectan entre sí. Este hecho ciertamente es válido para muestras 
de una población normal. Si el espacio muestral es finito, los valores muéstrales 
siguen siendo independientes si el muestreo es con reemplazo, y serán prácticamente 
independientes si el muestreo es sin reemplazo pero el tamaño de la muestra se man- 


O, O O O O, ÚO 0,0 O O ’) 0 O : s> O -I) O O O i} O 0 o o 








T' í f ( ( ( í ( í ( 


f r r r r r r r ■ r r r 


ESTADISTICA MATEMATIG 



tiene pequeño en comparación con e] de la población (por ejemplo, muestras de 5 
10 valores de una población de 1000 valores.) Sin embargo, si se muestrea sin reem 
plazo y se toman grandes muestras de una población finita, entonces es necesario’: 


Números aleatorios 

No es fácil satisfacer el requisito de que una muestra sea una selección aleatoria 
porque existen muchos factores sutiles de varios tipos que pueden sesgar el resultado, 
del muestreo. Por ejemplo, si se desea extraer e inspeccionar una muestra de 10; 
chumaceras de un lote de SO chumaceras antes de decidir comprar el lote, ¿cómo 
deben seleccionarse físicamente esas 10 chumaceras a fin de tener una certeza razo 
nable de que todas las 



muestras de tamaño 10 son equiprobables? 

Se han desarrollado métodos para resolver este problema, y a continuación se 
mostrará uno de tales procedimientos, que se utiliza frecuentemente 

Los artículos de ese lote se numeran del 1 al 80. Luego se eligen 10 artículos' 
usando la tabla A9 del apéndice 5, que contiene números aleatorios obtenidos a par 
tir de conjuntos de dígitos aleatorios como se muestra a continuación. Primero se 
elige al azar un número de renglón de 0 a 99. Esto puede efectuarse lanzando una 
moneda legal siete veces, denotando a las caras por 1 y a las cruces por 0, generando ; 
así un número binario de siete posiciones que representa a 0, 1, ■ • • , 127 con proba 
bilidades iguales. Este número se usa si es 0, 1, - • -, o 99, En caso contrario, se ignora 
y se repite este proceso. A continuación se elige un número de columna de 0 a 9 
generando un número binario de 4 posiciones de manera semejante. Suponer que se 
han obtenido 0011010 (= 26) y 0111 (=7), respectivamente. En el renglón 26 y en la 
columna 7 de la tabla A9 se encuentra 44973. Se preservan los dos primeros dígitos, es 
decir, 44. Se efectúa un desplazamiento hacia abajo siguiendo la columna, empezando 
en 44973 y preservando sólo los dos primeros dígitos. De esta manera se encuentra 

44 44 83 91 55 etc. 

Se omiten los números mayores que 80 o que ocurren por segunda vez y se continúa 
hasta obtener 10 números. Así se obtiene 

44 55 53 03 52 61 67 78 39 54. 



Los 10 artículos que tienen estos números representan la selección deseada. 

Respecto a una tabla más grande de dígitos aleatorios, consultar la obra citada en 
el apéndice 1 como[G15], 

Sin embargo, para grandes muestras tales tablas pueden volverse inconvenien¬ 
tes. Debido a lo anterior, para generar números con propiedades semejantes se han 
desarrollado procedimientos en el denominado generador de números aleatorios, 
disponibles en muchos lenguajes de computadora y librerías de subrutinas. 


( ■ < f r ■ C r r r p r~ e O £-■ 0 ?■' C < ■ P r- C r r r (■;. o o © Q 


PROCESAMIENTO DE MUESTRAS 711 

En la siguiente sección se abundará más sobre muestras desde el punto de vista 
del procesamiento de datos. 

Problemas de la sección 24.2 

1. Suponer que en el ejemplo explicado en el texto se hubiera empezado en el renglón 83 y 
la columna 2 de la tabla A9 en el apéndice 5, y que el desplazamiento hubiera sido hacia 
arriba. ¿Qué artículos hubieran sido incluidos en una muestra de tamaño 10? 

2. Usando la tabla A9 en el apéndice 5, seleccionar de un lote de 250 artículos dados una 
muestra de tamaño 20. 

3. ¿Cómo puede usarse un dado legal en relación con la selección aleatoria? 

4. Considerar una variable aleatoria Y que tiene la densidad uniformejXy) = 1 sí 0 <y < 1, y 
0 en caso contrario. Es fácil simular Y (es decir, muestrear los valores de Y) mediante el 
empleo de dígitos aleatorios. Por ejemplo, para obtener 20 valores redondeados hasta 2 
decimales, considerar cualquiera de las 10 columnas de la tabla A9, empezar con algún 
renglón elegido aleatoriamente y efectuar un desplazamiento hacia abajo, tomando los 
dos primeros dígitos de los cinco dígitos dados en la columna y escribir un punto decimal 
a la izquierda del primer dígito. Suponer que se eligieron la columna 8 y el renglón 12. 
Demostrar que se obtiene la siguiente muestra y graficar los valores como puntos en una 
escala entre 0 y 1. 

0.91 0.42 0.64 0.55 0.66 0.50 0.34 0.28 0.07 0.64 

0.77 0.03 0.88 0.11 0.37 0.54 0.92 0.96 0.97 0.48 

5. ¿Cómo modificaría el lector el método del problema 4 si desea obtener una muestra de 

tamaño 20 de la distribución uniforme en el intervalo 2 <y< 6? 

6. Los dígitos aleatorios también pueden usarse para simular cualquier variable aleatoria 
continua X Para este efecto se gráfica la función de distribución de X, se usan dígitos 
aleatorios para obtener valores de la variable / descrita en el problema 4, se grafican estos 
valores sobre el eje vertical y se leen los valores correspondientes de A. ilustrar este 
procedimiento para una variable aleatoria normal X con media 0 y variancia 1, usando la 
muestra del problema 4. (Por supuesto, en la práctica una computadora efectuaría ésto 
mediante el empleo de un generador de números aleatorios y la función de distribución de 
X.) 

7. Escribir el método del problema 6 en términos de f b(z), de modo que pueda programarse 
en una computadora. 

8. Extender el método del problema 6 a la distribución normal con media 3 y variancia 4. 
¿Qué se obtiene a partir de 0,91,0.42, 0.64 en el problema 4? 

9. ¿Qué muestra de una variable aleatoria con densidad/(x) = er’ si x >0,J[x) = 0 si x < 0 se 
obtendría a partir de la muestra del problema 4? Calcular los tres primeros valores 

10. La técnica de simulación descrita en el problema 6 también es válida para variables 
aleatorias discretas. Explicar cómo procedería el lector si X es la suma de los dos números 
que se obtienen al lanzar dos dados legales (ver la figura 489 en la sección 23.4), 


24.3 PROCESAMIENTO DE MUESTRAS 

En esta sección se analizarán métodos para manejar muestras y representarlas me¬ 
diante diagramas (representaciones gráficas); lo que es más importante, también se 
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introducirán conceptos relacionados con muestras que serán necesarios a lo largo de\ 
todo este capítulo. i' 1 

En el transcurso de un experimento estadístico por lo general se obtiene una 
sucesión de observaciones (números en la mayor parte de los casos). Estas siempre 
deben registrarse en el orden en que ocurren y se denominan valores muéstrales; su 
número se denomina tamaño de la muestra y se denota por n. Como ejemplo típico, 
en la tabla 24.1 se observa una muestra de tamaño n = 100 valores. Estos datos se 
obtuvieron al elaborar cilindros de prueba estándares de concreto (diámetro de 6 
pulgadas, longitud de 12 pulgadas) y romperlos 28 días después. 

Tabla 24.1. 

Muestra de 100 valores de la resistencia a la tensión de resquebrajadura 
(lb/pulg 2 ) de cilindros de concreto. 



320 

380 

340 

410 

380 

340 

360 

350 

320 

370 

350 

340 

350 

360 

370 

350 

380 

370 

300 

420 

370 

390 

390 

440 

330 

390 

330 

360 

400 

370 

320 

350 

360 

340 

340 

350 

350 

390 

380 

340 

400 

360 

350 

390 

400 

350 

360 

340 

370 

420 

420 

400 

350 

370 

330 

320 

390 

380 

400 

370 

390 

330 

360 

380 

350 

330 

360 

300 

360 

360 

360 

390 

350 

370 

370 

350 

390 

370 

370 

340 

370 

400 

360 

350 

380 

380 

360 

340 

330 

370 

340 

360 

390 

400 

370 

410 

360 

400 

340 

360 


1. D L IVEY, Pruebas a la tensión de resquebrajaduras sobre concreto estructural de agrega¬ 
do ligero. Texas Transportation Institute, College Station, Texas. 


Tabla de frecuencias de una muestra. Función de frecuencias 

A partir de una tabla como la 24.1, en la que los valores muéstrales x p ■ • •, x n se 
‘ registran en su orden de ocurrencia durante la experimentación, no es posible ver 
mucho. En consecuencia, a continuación se usa una subrutina de clasificación con la 
que se obtiene una tabla de frecuencias, como la tabla 24.2, donde en la columna 1 
se enumeran los valores numéricos que ocurren y en la columna 2 sus frecuencias 
absolutas (= número de veces que ocurre un valor en una muestra), también denomi¬ 
nadas simplemente frecuencias. (Así, x = 330 tiene la frecuencia absoluta 6, etc.) La 
división entre el tamaño n de la muestra proporciona la frecuencia relativa f (r) en 
la columna 3. (Por ejemplo, /¿300) = 2/100 = 0.02, etc.) Resulta evidente que los 
valores extremos posibles son f (x) = 0 si x no ocurre en la muestra, y /(x) =nln = 
1 si todos los valores muéstrales son iguales (iguales a tal x). Así se obtiene el 


Teorema 1 (Frecuencia relativa) 
La frecuencia relativa satisface 
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Para una muestra dada, /(x) con f (x) = 0 para todo x que no está en la muestra se 
denomina función de frecuencias de la muestra y se dice que determina la distribu¬ 
ción de frecuencias de la muestra porque indica cómo están distribuidos los valores 
muéstrales. 

El teorema 1 es la contraparte empírica del axioma 1 para probabilidad en la 
sección 23.2. Además, la suma de todas las frecuencias absolutas en una muestra 
debe ser igual a n (¿por qué?), de modo que al dividir entre n se obtiene el 

Teorema 2 (Suma de todas las frecuencias relativas) 

La suma de todas la frecuencias relativas en una muestra es igual a 1, 



Tabla 24.2. 

Tabla de frecuencias de la muestra en la tabla 24.1 


1 

Resistencia 
a la tensión 

X 

[lb/pulg 2 ] 

2 

Frecuencia 

absoluta 

3 

Frecuencia 

relativa 

F(x) 

4 

Frecuencia 

absoluta 

acumulada 

5 

Frecuencia 

relativa 

acumulada 

7« 

300 

2 

0.02 

2 

0.02 

310 

0 

0.00 

2 

0.02 

320 

4 

0.04 

6 

0.06 

330 

6 

0.06 

12 

0.12 

340 

11 

0.11 

23 

0.23 

350 

14 

0.14 

37 

0.37 

360 

16 

0.16 

53 

0.53 

370 

15 

0.15 

68 

0.68 

380 

8 

0.08 

76 

0.76 

390 

10 

0.10 

86 

0.86 

400 

8 

0.08 

94 

0.94 

410 

2 

0.02 

96 

0.96 

420 

3 

0.03 

99 

0.99 

430 

0 

0.00 

99 

0.99 

440 

1 

0.01 

100 

1.00 


La fórmula (2) es la contraparte empírica del axioma 2 en la sección 23,2. (El 
análogo del axioma 3 no reviste gran interés.) En (2) se tiene una sumatoria finita, 
que puede escribirse de manera más ordenada si primero los valores numéricamente 
diferentes en una muestra de tamaño n se denotan por 



(Por tanto, n = 100, pero m = 15 en la tabla 24.2, y x, — 330, x, - 340, • • - , x 15 440.) 

Entonces, (2) se vuelve 
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(la sumatoria va desde 1 hasta /m no hasta n). Comprobar (2‘) para la tabla 24.2. 

La función de frecuencias /(x) de una muestra es una contraparte empírica o 
análogo de la función de probabilidad o densidad_Á(x) de la población correspondien¬ 
te, aunque estas funciones son conceptualmente bastante diferentes; lo que es más 
evidente: una población tiene una /(x), pero si se toman 10 muestras de la misma 
población, por lo general se obtienen 10 funciones de frecuencias muéstrales /(x) 
diferentes. (¿Por qué?) En el trabajo ulterior también se necesitará un análogo de la 
función de distribución F{x) de una población. Éste se define como sigue. 

Función de distribución de la muestra 

Sea 

(3) F(x) = Suma de las frecuencias relativas de todos los valores que son menores 

o iguales que x. 

Esta función se denomina función de frecuencias acumuladas de la muestra o 
función de distribución de la muestra. En la figura 501 se presenta un ejemplo. 

F{x) es una función escalonada (función constante por secciones) que tiene sal¬ 
tos de magnitud f(x) precisamente en aquellos x en los cuales /(x) * 0. Antes del 
primer salto, F(x) = 0. El primer salto es en el menor valor muestral y el último, en 
el mayor. A partir de ahí, F(x)f= 1 - 
La relación entre f (x) y F{x) es 

(4) F(x) = 2 /« 

tSz 

en donde t á x significa que para un x es necesario sumar todos los f (/) para los que 
t es menor o igual que x. 

Representaciones gráficas de muestras 

En las figuras 502-505 se observan posibilidades para representar muestras por me¬ 
dio de gráficas. Tales figuras son autoexplicativas, aunque el siguiente comentario 
reviste interés práctico. 

En la figura 504 el área de cada rectángulo es igual a la frecuencia relativa co¬ 
rrespondiente. Por tanto, la ordenada debe etiquetarse como “frecuencia relativa por 
intervalo unitario ”, Como en este caso las basesjle los rectángulos son iguales, los 
valores sobre la ordenada son proporcionales a f (x) y es posible etiquetar la orde¬ 
nada en términos de /(x). Sin embargo, esto deja de ser cierto en caso de que los 
rectángulos tengan bases diferentes. 

La situación es semejante en la figura 505. 
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300 350 400 450 


Figura 501. Función de frecuencias f (x) y función de frecuencias acumuladas 
F(x) de la muestra de la tabla 24.2. (Los puntos indican los valores de F{x) 

en los saltos.) 



Ib/pulg 5 — 


[Ib/pulg 2 ] 


Figura 502. Diagrama de frecuencias Figura 503. Gráfica de barras de la 

de puntos de la muestra de la tabla muestra de la tabla 24.2. 

24.2. 
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Ib/pulg* —***“ 

Figura 504. Histograma de frecuen¬ 
cias en la tabla 24.2. 


tb/pulg® — 

Figura 505. Polígono de frecuencias 
de la muestra de la tabla 24.2. 


Agrupamiento de muestras 

Si una muestra consta de demasiados valores muéstrales numéricamente diferen¬ 
tes, entonces sus representaciones tabular y gráfica son innecesariamente com¬ 
plicadas, aunque es posible simplificarlas mediante el proceso de agrupamiento 
como sigue. 

Si se tiene una muestra, se elige un intervalo conveniente / que contiene a 
todos los valores muéstrales y se subdivide en subintervalos, denominados inter¬ 
valos de clase, cuyos puntos medios se denominan puntos medios de clase o mar¬ 
cas de clase. El conjunto de valores muéstrales en un intervalo de clase se denomi¬ 
na clase y su número, frecuencia absoluta de clase correspondiente._A1 dividir 
entre n se obtiene la frecuencia relativa de clase /(x), y /(x), con /(x) = 0 si 
x no es una marca de clase, se denomina función de frecuencias de la muestra 
agrupada. A partir de ésta, mediante una sumatoria se obtiene la función de dis¬ 
tribución F(x) de la muestra agrupada, 

(4*) F(x) = 2 /(O- 

t&x 

Esta expresión se parece a (4), pero debe observarse bien que ahora / es la función 
de frecuencias de la muestra agrupada, de modo que F(x) puede tener saltos sólo 
en las marcas de clase, no en los valores muéstrales proporcionados originalmente; 
intuitivamente, al agrupar se ha desplazado cada muestra a su marca de clase. 

En las tablas 24.3 y 24.4 se presenta un ejemplo típico del proceso de agrupa¬ 
miento. 

Reglas de agrupamiento. Mientras menos clases se elijan, más simple se vuel¬ 
ve la distribución de la muestra agrupada, aunque se pierde más información, ya que 
los valores muéstrales originales dejan de aparecer explicitamente. El agrupamiento 
debe efectuarse de modo que se eliminen sólo los detalles no esenciales. Obedecien¬ 
do-las siguientes reglas se evitan complicaciones innecesarias en el uso ulterior de 
una muestra agrupada. 
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Tabla 24.3. 

Resistencia de 50 lotes de algodón (Ib requeridas para romper un buje). 


114 

118 

86 

107 

87 

94 

82 

81 

98 

84 

120 

126 

98 

89 

114 

83 

94 

106 

96 

111 

123 

110 

83 

118 

83 

96 

96 

74 

91 

81 

102 

107 

103 

80 

109 

71 

96 

91 

86 

129 

130 

104 

86 

121 

96 

96 

127 

94 

102 

87 


Tabla 24.4. 

Tabla de frecuencias de la muestra de la tabla 24.3 (agrupadas). 



Suma 50 1.00 


1. Todos los intervalos de clase deben tener la misma longitud. 

2. Los intervalos de clase deben elegirse de modo que las marcas de clase corres¬ 
pondan a números simples (números con pocos dígitos diferentes de cero). 

3. Si un valor muestral x j coincide con el punto extremo común de dos intervalos 
de clase, entonces debe considerarse en el intervalo de clase que se extiende de x. 
hacia la derecha. 

Problemas de la sección 24.3 

En cada caso, elaborar una tabla de frecuencias de la muestra dada y representar la muestra por 
un diagrama de frecuencias de puntos, una gráfica de barras y un histograma. 

1. Resistencia [ohms] de resistores 

99 100 102 101 98 103 100 102 99 101 

100 100 99 101 100 102 99 101 98 100 

2. Números que aparecen al lanzar un dado. 

332165634624124 

3. Tiempo de disparo [s] de un relevador 

1.3 1.2 1.4 1.5 1.3 1.3 1.4 1.1 1.5 1.4 

1.6 1.3 1.5 1.1 1.4 1.2 1.3 1.5 1.4 1.4 
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4. Contenido de carbono [%] del carbón 

86 87 86 81 77 85 87 86 85 87 

82 84 83 79 82 73 86 84 83 83 

5. Resistencia a la tensión [kg/mm 2 ] de planchas de acero 

43 44 45 46 44 43 41 41 44 44 43 44 42 45 43 

45 42 44 44 42 45 41 44 44 43 44 46 41 43 45 

6 . Número de hojas de papel sobre y bajo el número deseado de 100 hojas por paquete en un 
proceso de empacado. 

120100-1001 

7 . Millas por galón de gasolina requerida por seis automóviles del mismo modelo 

15.0 15.5 14.5 15.0 15.5 15.0 

8 . Peso de sacos llenos [g] en un proceso de llenado automático 

200 203 199 198 201 200 201 201 

9. Tiempo de espera [min, redondeados] de un conmutador para un tren en cierto transporte 
subterráneo (metro) 

3153341022 

10. Gradear la función de frecuencias acumuladas de la muestra en el problema 3. 

11. Trazar el diagrama de barras, el histograma y el polígono de frecuencias de la muestra 
agrupada en la tabla 24.4. 

12. Trazar el histograma de las siguiente muestra de vidas útiles [horas] de focos. 


Vida útil 

Frecuencia 

absoluta 

Vida útil 

Frecuencia 
absoluta • 

Vida útil 

Frecuencia 

absoluta 

950-1050 

4 

1350-1450 

51 

1750-1850 

20 

1050-1150 

9 

1450-1550 

58 

1850-1950 

9 

1150-1250 

19 

1550-1650 

53 

1950-2050 

3 

1250-1350 

36 

1650-1750 

37 

2050-2150 

1 


13. Agrupar la muestra de la tabla 24.1 usando intervalos de clase con puntos medios 300, 
320, 340, - • ■ . Elaborar la tabla de frecuencias correspondiente. Trazar el histograma y 
compararlo con el de la figura 504. Graficar la función de frecuencias acumuladas. 

14. Agrupar la muestra que se obsqrva en la tabla 24.3, usando intervalos de clase con puntos 
medios 75, 85, 95, • - • . Elaborar la tabla de frecuencias correspondiente. Trazar el 
histograma y compararlo con el del problema 11 . 

15. La menor de 1500 mediciones fue 10.8 y la mayor, 11.9 cm. Sugerir intervalos de clase 
para agrupar estos datos. 
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24.4 MEDIA Y VARIANCIA DE LA MUESTRA 

Para poblaciones se han definido números, denominados parámetros (la media ]1 y 
la variancia a 1 por encima de todos; ver la sección 23.5) que caracterizan propieda¬ 
des importantes de la distribución. Para las muestras es posible hacer lo mismo, como 
sigue. 

Media de la muestra. La media x de una muestra x^x,, • - ■ , x n se define como 

U) x 


Es la suma de todos los valores muéstrales, dividida entre el tamaño n de la muestra. 
Resulta evidente que mide el tamaño promedio de los valores muéstrales. 

Variancia de la muestra. La variancia s 1 de una muestra x |5 x„ • • • , x se define 
como 


( 2 ) 


Es la suma de los cuadrados de las desviaciones de los valores muéstrales con respec¬ 
to a la media x, dividida entre n— 1. Mide la dispersión de los valores muéstrales y 
es positiva, excepto por el caso raro en que todos los valores muéstrales son iguales 
(y entonces son iguales a x ). La raíz cuadrada positiva de la variancia de la muestra 
s 2 se denomina desviación estándar de la muestra y se denota por s. 

Ejemplo 1. Media y variancia de la muestra. 

Diez clavos elegidos al azar tienen las longitudes [pulg.] 

0.80 0 81 0.81 0.82 0.81 0.82 0.80 0.82 0.81 0.81., 

Encontrar la media y ta variancia de esta muestra. 

Solución . Por ( I ), se observa que la media de la muestra es 

x = i^to.so + 0.81 + 0.81 + 0.82 + •■■■+ 0.81) = 0.811 [pulg]. 

Al aplicar (2), entonces se obtiene la variancia de la muestra 

s 2 = ¿[(0.800 - 0.811) 2 + ■ ■ - + (0,810 - 0.81 i) 2 ] = 0.000 054 [pulg 2 ]. 

Este cálculo se vuelve más simple si se consideran juntos los valores muéstrales iguales. Asi, 

x = itj(2 0.80 + 5 • 0.81 + 3 ■ 0.82) = 0.811. 
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Entre paréntesis se tiene la suma de los tres valores muéstrales numéricamente diferentes - 0.80, 

0. 8I, x, = 0.82, cada uno multiplicado por su frecuencia absoluta,. De manera semejante, 

í 2 = ¿[2(0.800 - 0.811) 2 + 5(0.810 - 0.811) 2 + 3(0.820 - 0.811) 2 ] = 0.000 054. I 

El ejemplo ¡lustra cómo es posible calcular * y a partir de la distribución de 
frecuencias f ( x ) de la muestra. Si una muestra de n valores contiene precisamente 
m valores muéstrales numéricamente diferentes 

x l’ x 2’ ’ X m 

(en donde m < n), entonces las frecuencias relativas correspondientes son 
/(-Cj), /U 2 ), • • • , f(x m ) 

y las frecuencias absolutas correspondientes necesarias en el cálculo son 

afrj) = nf(x t ), a(x 2 ) = nf(x z ), ■ ■■ , a(x m ) = nf(x m ). 

Se observa que ahora (1) asume la forma 

1 m 

( 3 ) * = - 2 - x j a (Xj)> a ( x j) - 

n j—1 


y que (2) asume la forma 

1 m 

(4) J 2 = -r 2 ( x i ~ x) z a(x.). 

n ~ 1 i -1 

Observar que en (1) y (2) se suma sobre todos los valores muéstrales, mientras que 
ahora se suma sobre los valores muéstrales numéricamente diferentes. Las frecuen¬ 
cias absolutas a(x) son números enteros, mientras que las frecuencias relativas f (r.) 
pueden ser números mezclados, por ejemplo, si n = 23 o n = 84, etc. 

Aquí termina el análisis sobre obtención y manejo de muestras en preparación 
para las siguientes secciones, en las que se abordará la inferencia estadística de mues¬ 
tras a poblaciones mediante métodos estadísticos. 



Problemas de la sección 24.4 

1. Calcular la media y la variancia de la muestra del problema 2, sección 24.3. usando (1), 
(2) o (3), (4). 

2. Calcular la media y la variancia de la muestra 3,4, 10, 4,4. Observar la gran contribución 
de 10 a .s 2 y hacer un comentario, 

3. Trazar un histograma de la muestra 8, 2, 4, lOy adivinar x y .s mediante la inspección del 
histograma. Luego calcular x, s 2 y s. 

4. Calcular la media y la variancia de la muestra del problema 4, sección 24,3, 

5. A fin de ilustrar que s 1 mide la dispersión, calcular .s 2 para las dos muestras 109, 110, III 
y 105, 110, 1 15 y comparar los resultados, 

6. Demostrar que x está entre los valores muéstrales menor y mayor. 
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•7. Demostrar que j 2 = 0 si y sólo si todos los valores muéstrales son ¡guales. 

8. (Origen de trabajo) Si x~ = x / + c, donde j = 1, • • • , n y c es cualquier constante, 
demostrar que 

J=e + 5 * * Z = ** Z 

en donde s* 1 es la variancia de lasx y *\ (En lo práctica, c se elige de modo que las x‘ sean 
pequeñas en valor absoluto. Geométricamente, ésto corresponde a un desplazamiento del 
origen y se denomina método de! origen de trabajo .} 

9. Aplicar el método del origen de trabajo a la muestra del ejemplo I. 

10. (Codificación total) SÍ Xj = c x x‘ + c 2 , donde j — 1, * - * , n y c, y c 2 son constantes, 
demostrar que 


X sss CjX* + C2* 

donde x y s’ 2 significan lo mismo que en el problema 8. (Esto se denomina método de 
codificación total. Resulta evidente que es valioso en cálculos efectuados con calculado¬ 
ras de bolsillo, por ejemplo, para comprobaciones rápidas.) 

11. Usando el método del origen de trabajo, calcular la medía de !a muestra en el problema 1 
de la sección 24.3. 

12. Aplicar codificación total a la muestra del ejemplo 1. 

13. (Rango de una muestra) La diferencia entre los valores muéstrales mayor y menor en 
una muestra se denomina rango de la muestra . Encontrar el rango de la muestra en el 
ejemplo I. 

14. Una ventaja del rango es que puede calcularse más fácilmente que s 2 , ¿Puede pensar el 
lector en una desventaja? 

15. (Percentil, mediana) El p-éstmo percentil de una muestra es un numero Q tal que por lo 
menos p% de los valores muéstrales son menores o iguales que Q n y también por lo menos 
(100- p)% de tales valores son mayores o iguales que Q p . Si existe más de un número así 
(en cuyo caso hay un intervalo de ellos), entonces el p-ésimo percentil se define como el 
promedio de los números (punto medio de ese intervalo). En particular, Q 5i) se denomina 
cuartil medio o mediana y se denota por x„ Encontrar x para la muestra en la tabla 
24.2 (sección 24.3). 

16. Los percentiles Q 2f y Q 75 de una muestra se denominan cuartiles inferior y superior de 
la muestra, respectivamente, y Q n - Q 2y que es una medida de la dispersión, se denomina 
rango intercuartil. Encontrar Q Q iy y Q 1K ~ Q 2 , para la muestra de la tabla 24.2. 

17. Hacer lo mismo que en los problemas 15 y 16 para la muestra de la tabla 24.3., 

18. (Moda) Una moda de una muestra es un valor muestra! que ocurre con más frecuencia en 
la muestra. Encontrar la media, la mediana y la móda de la siguiente muestra., Hacer un 
comentario. 

Valor total en el mercado de las reservas propias ($): 1 00 1000 100,000 

Frecuencia absoluta (= número de propietarios): 100 90 20 

19. Calcular la media y la variancia de la muestra no agrupada de la tabla 243 (sección 243) 
y de la muestra agrupada de la tabla 24.4, y comparar los resultados. 

20 . Si se está agrupando una muestra, en general cambia su media. Demostrar que el cambio 
no puede exceder L¡2 t en donde L es la longitud de cada intervalo de clase. 


<3, V~), )< V r, ), ) 1 A 3 3 3 J¡. 2 J D J :J J 3 3 J 







ó- ‘ i ’ ■ > ' i :■ ) ■ ! ' ' I 

erre r < c re ere c r c r < rr r.r $ -■ r e 0 © 0 


, 22 . ESTADÍSTICA MATEMÁTICA. 

24.5 ESTIMACIÓN DE PARÁMETROS 

AI inicio de esta sección se analizarán las tareas prácticas más importantes en estadís- 
tica así como los métodos estadísticos correspondientes., El primero de ellos es la 
estimación puntual de parámetros, es decir, cantidades que aparecen en una distri¬ 
bución, como p en la distribución binomial y p. y a en la distribución normal. 

Una estimación puntual de un parámetro es un número (punto en la recta real), 
que se calcula a partir de una muestra dada y sirve como una aproximación del valor 
exacto desconocido del parámetro. Una estimación de intervalo es un intervalo (" in- 
tervalo de confianza") que se obtiene de una muestra; tales estimaciones serán consi¬ 
deradas en la siguiente sección. La estimación de parámetros reviste gran importan¬ 
cia práctica en muchas aplicaciones. 

Como una aproximación de la media p de una población es posible considerar la 
media x de una muestra correspondiente. Así se obtiene la estimación p = x para p, 
es decir, 

(1) p = X = i (A-J + • • ■ + X n ) 

en donde n es el tamaño de la muestra. De manera semejante, una estimación ó 2 
para la variancia de una población es la variancia s 2 de una muestra correspondiente, 
es decir, 

(2) - 2 = * a = ~T S 0 - *) 2 - 

j = 1 

Resulta evidente que (1) y (2) son estimaciones de parámetros para distribuciones en 
las que p o a 2 aparecen explícitamente como parámetros, como en las distribuciones 
normal y de Poisson. Para la distribución binomial,/? - p/n [ver (3) en la sección 
23.6]. Por (1), para p se obtiene entonces la estimación 

*-!■ 

Se menciona que (1) es un caso especia! del denominado método de momentos. En 
este método los parámetros a estimar se expresan en términos de los momentos de la 
distribución (ver la sección 23.5). En las fórmulas resultantes, tales momentos se 
sustituyen por los momentos correspondientes de la muestra. Así se obtienen las 
estimaciones. Aquí, el A-ésimo momento de una muestra x,, - - - , x n es 



Método de máxima probabilidad 

Otro método para obtener estimaciones es el método de máxima probabilidad de R. 
A. Fisher [MessengerMath. 41 (1912), 155-160]. A fin de explicarlo, se considerará 
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una variable aleatoria discreta (o continua) X cuya función de probabilidad (o densi¬ 
dad)/^) depende de un solo parámetro y se considerará una muestra correspondien¬ 
te de n valores independientes x t , • • ■ , x n . Entonces, para el caso discreto la probabi- 

1 tríori rt ri rn»» imo mnoplm rl/» tomorirs v. /'nricf» t«n-)»í*¡p»,«vtis—*ís J~ ... - .. _ i .. 

v»w 1UUVÜUU v*w turnunu '* ''Mubis- ,pA UC Utl£S n VíliOrtJS CS 

(4) I = /(Xj)/(x 2 ) • • • /(x n ). 

Para el caso continuo, la probabilidad de que la muestra conste de valores en los 
intervalos pequeños x, < x < x. + < x (i = 1, 2, • - • , n) es 

( 5 ) /(Xj)Ax /(x 2 )Ax • ■ ■ /(x n )Ax = l(Ax) n . 

Comofx¡) depende de 8, la función I depende de x,, • ■ ■, x n y 8. Se supone que x,,. . ., x 
están dados y son fijos. Entonces I es una función de 8, denominada función de 
probabilidad. La idea fundamental del método de máxima probabilidad es muy sen¬ 
cilla, como se muestra enseguida. Se elige esa aproximación para el valor desconoci¬ 
do de 0 para el que I es lo más grande posible. Si 7 es una función diferenciable de 0, 
entonces una condición necesaria para que 7 tenga un máximo (no en la frontera) es 


(Se escribe una derivada parcial porque 7 depende también de a - ,, . . . , x n .) Una 
solución de (6) dependiente de x.. x n se denomina estimación de máxima pro¬ 

babilidad para 0. Es posible sustituir (6) por 


debido a que/jx.) > 0, un máximo de l es positivo en general, y ln / es una función 
monótona creciente de l. Esto a menudo simplifica los cálculos. 

Varios parámetros. Si la distribución de Ximplicar parámetros 0,, ■ - • , 0 , entonces 
en vez de (6) se tienen las r condiciones 37/90, = 0, • • - , 7/3 r = 0, y en vez de (7) se 
tiene 


Ejemplo 1. Distribución normal. 

Encontrar estimaciones de máxima probabilidad para # ji y o en el caso de la distribución normal. 
Solución. Por (I), sección 23.7, y (4) se obtiene 


-( 0 J (0 


2 <*i - a) 2 - 










Al tomar logaritmos se obtiene 
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In / == —n ln VJrr — n ln er — h. 




La primera ecuación en (8) es 3 ln l/d\í = 0, que se escribe como 

alfil ■ dh ! ” , , £ n 

•- « — T~ = ~2 2 “ M) ~ 0, por tanto, £, — np~ 0. 

&P dM ^ ¡„1 

La solución es la estimación deseada ji para p; se encuentra 


f M 


■' a; 


? = ~ 2 Jfj = ■»• 
n ¡=i 

La segunda ecuación en ( 8 ) es 3 ln //3f¿ = 0, que se escribe como 

d ln / n dh n 1 ” 2 

--— « — + i E U'¿ - m) = o. 

da cr da a a a 

AI sustituir por P y A despejar o 2 se obtiene la estimación 

E 2 = - ¿ (x¡ - i ) 2 

»¡.l 

que se usara en la sección 24.10, Observar que ésto difiere de (2)., No es posible analizar criterios 
respecto a la bondad de las estimaciones, aunque si se menciona que para n pequeño es preferible la 
fórmula ( 2 ), ® 

Problemas de la sección 24.5 

1. Encontrar la estimación de máxima probabilidad para el parámetro de una distribución 
normal con variáncia conocida cr 2 = 0 O 2 . 

2. Aplicar el método de máxima probabilidad a la distribución normal con p = 0. 

3. (Distribución binomial) Deducir una estimación de máxima probabilidad para p , 

4. Extender el problema 3 como sigue: Suponer que n ensayos se efectúan m veces y que en 
los primeros n ensayos A aparece A, veces, en los segundos n ensayos A aparece k 2 veces, 
• • • , en los m~ésimos n ensayos A aparece k veces. Encontrar una estimación de máxima 
probabilidad dep con base en esta información. 

5. Suponer que en el problema 4 se efectuaron 4 ensayos tres veces y A ocurrió 2, 3, 2 veces, 
respectivamente. Calcularp, 

6. Considerar X — Número de ensayos independientes hasta que ocurre un evento A. De¬ 
mostrar que X tiene la función de probabilidad^*) — pq x ~\ x — 1,2,"**, donde p es la 
probabilidad de A en un simple ensayo y q — 1 — p. Encontrar la estimación de máxima 
probabilidad dep correspondiente a un simple valor observado x de X. 

7. En el problema 6 , encontrarla estimación de máxima probabilidad dep que resulta de una 
muestra*,, ■ ■ * ,x w . 

8 . Al lanzar un dado, suponer que el primer seis se obtiene en el séptimo ensayo, y que al 
lanzarlo de nuevo el primer seis se obtiene en el sexto ensayo. Calcular la probabilidad p 
de obtener un seis al lanzar una vez ese dado, 

9. (Distribución de Poisson) Aplicar el método de máxima probabilidad a la distribución 
de Poisson, 
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10. (Distribución uniforme) Demostrar que en el caso de los parámetros a y b de la distribu¬ 
ción uniforme (ver la sección 23.5), la estimación de máxima probabilidad no puede 
obtenerse al igualar a cero la primera derivada. ¿Cómo es posible obtener estimaciones de 
máxima probabilidad en este caso? 

11. Encontrar la estimación de máxima probabilidad de 8 en la densidad./^) = 8e~' si x > 0 y 
j(x) = 0 si x < 0. 

12. En el problema 11, encontrar la media p, sustituirla en J[x), encontrar la estimación de 
máxima probabilidad de p, y demostrar que es idéntica a la estimación de que puede 
obtenerse a partir de eso para 8 en el problema II. 

13. Calcular 0 en el problema 11 a partir de la muestra 1.9, 0.4, 0.7, 0.6, 1.4. En los mismos 
ejes graficar la función de distribución de la muestra p( x ) y la función de distribución 
F(x) de la variable aleatoria, con 8-8. ¿Coinciden razonablemente? (En la sección 24.10 
se considerará la bondad de ajuste de manera sistemática.) 

14. Hacer la misma tarea que en el problema 13 si la muestra dada es 0.4, 0.7, 0.2, 1.1,0.1. 

15. Usando la tabla A9 del apéndice 5 y el método explicado en el problema 6 de la sección 
24,2, obtener una muestra de tamaño 20 a partir de la distribución con densidad J[x) = 
0 . 5 e -a.v s ¡ x > o,7(x) = 0 si x < 0, y comparar las funciones de distribución de la muestra 
y de la población (como en el problema 13). 

24.6 INTERVALOS DE CONFIANZA 

La última sección se dedicó a las estimaciones puntuales de parámetros, y a continua¬ 
ción se analizarán las estimaciones por intervalos, empezando con una motivación 
general. 

Siempre que se usan fórmulas matemáticas de aproximación, es necesario tratar 
de determinar cuánto puede desviarse cuando mucho el valor aproximado del valor 
verdadero desconocido. Por ejemplo, en el caso de los métodos de integración numé¬ 
rica existen "fórmulas de error" a partir de las cuales es posible calcular el máximo 
error posible (es decir, la diferencia entre el valor verdadero y el valor aproximado). 
Suponer que en cierto caso se obtienen 2.47 como valor aproximado de una integral 
dada y + 0.02 como la máxima desviación posible respecto al valor exacto descono¬ 
cido. Entonces se tiene la certeza de que los valores 2.47 — 0.02 = 2.45 y 2.47 + 0.02 
= 2.49 "incluyen" el valor exacto desconocido; es decir, 2.45 es menor o igual que 
dicho valor y 2.49 es mayor que o igual que dicho valor. 

Al estimar un parámetro 0, el problema correspondiente debe ser la determina¬ 
ción de dos cantidades numéricas que dependen de los valores muéstrales e incluyen 
con certeza el valor desconocido del parámetro. Sin embargo, ya se sabe que a partir 
de una muestra no es posible obtener conclusiones 100% verídicas sobre una pobla¬ 
ción correspondiente. Así, es necesario tener más modestia y modificar la tarea como 
sigue. 

Elegir una probabilidad y próxima a 1 (por ejemplo, y = 95%, 99% u otra seme¬ 
jante). Luego, determinar dos cantidades 0, y 0, tales que la probabilidad de que 0, 
y 0, incluyan el valor exacto desconocido del parámetro 6 sea igual a y. 

Aquí la idea es sustituir el requisito imposible "con certeza" por el alcanzable de 
"con una probabilidad preasignada próxima a 1". 

Los valores numéricos de estas dos cantidades deben calcularse a partir de una 
muestra dada x,, • • ■, x n . Para lograr lo anterior, los n valores muéstrales se consideran 
como valores observados de n variables aleatorias X t , • ■ •, A' (con la misma distribu- 
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ción) Esta es la idea crucial. Entonces 6 ¡ y 0, son funciones de estas variables aleatorias 
y, por consiguiente, también son variables aleatorias Por tanto, el requisito puede 
escribirse como 


Si se conocen tales funciones 0, y 9, y se cuenta con una muestra, entonces a partir ■ 
de lo anterior es posible calcular un valor 0, de ©! y un valor 0, de 0,. El intervalo 
con puntos extremos 0, y G 2 se denomina intervalo de confianza' o estimaciones del 
intervalo deí parámetro desconocido 9, y se denota por 


CONF {0j s e S e 2 }. 

Los valores 9 ■ y 0, se denominan límites de confianza inferior y superior para 0, 
respectivamente. El número y se denomina nivel de confianza. Se acostumbra elegir 
= 95%, 99% y algunas veces, 99.9% 

Resulta evidente que si se desea obtener una muestra y determinar un intervalo 
de confianza correspondiente, entonces y es la probabilidad de obtener un intervalo que 
incluya el valor exacto desconocido del parámetro. 

Por ejemplo, si se elige y = 95%, entonces es posible esperar que aproximada-' 
mente el 95% de las muestras que puedan obtenerse produzcan intervalos de confian¬ 
za que contengan el valor 0, mientras que el 5% restante no lo incluya. Por tanto, la 
proposición "el intervalo de confianza incluye a 0" será correcta en aproximadamen¬ 
te 19 de 20 casos, mientras que en el caso restante será falsa. 

Al elegir y = 99% en vez de 95% es de esperar que la proposición sea correcta 
inclusive en aproximadamente 99 de 100 casos. Sin embargo, más tarde se verá que 
los intervalos correspondientes a = 99% son más grandes que los correspondientes a 
= 95%. Esta es la desventaja de incrementar y. 

Elección de y. ¿Qué elegir en un caso concreto? Esta no es una cuestión matemática, 
sino qué debe contestarse desde el punto de vista de la aplicación al considerar el 
riesgo que debe afrontarse al tomar una decisión falsa: ¿se trata del "problema" de 
mojarse o tomar un paraguas, o se trata de una cuestión de vida o muerte? 

Resulta evidente que la incertidumbre implicada en este método y en los méto¬ 
dos que se analizarán proviene del proceso de muestreo, de modo que el experto en 
estadística debe estar preparado para asumir su responsabilidad en la comisión de 
equivocaciones. Sin embargo, esta persona no se encuentra en peores condiciones 
que un juez o un banquero, quienes están sujetos a las leyes del azar. Por el contrario, 
el experto en estadística posee la ventaja de que puede medir sus posibilidades de 
cometer una equivocación. 


La teoría y terríiinología modernas de los intervalos de confianza fueron desarrolladas por J. Neyman 
[Annals of Mathematical Statistics 6 (1935), ! 1 1-116]. Ver también la nota dé pie de página en la 
siguiente sección. 

En matemáticas, 0, £ 0., significa que está entre 0, y 0, y, a fin de evitar malentendidos, parece 
razonable caracterizar un intervalo de confianza por medio de un símbolo especial, como CONF, 
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Distribución normal: Intervalos de confianza para p y o 2 

A continuación se considerarán métodos para obtener intervalos de confianza para la 
media (tablas 24.5, 24.6) y la variancia (tabla 24.7} de la distribución normal. La 
teoría correspondiente se explicará en la última parte de esta sección. 

Ejemplo 1. Intervalo de confianza para p. de la distribución normal con a 2 conocida. 

Determine un intervalo de confianza de 95% para la media de una distribución normal con variancia 0 2 
= 9, usando una muestra de rt = 100 valores con medía x ~ 5. 

Solución . Primer paso. Se requiere y- 0.95. 

Segundo paso. La c correspondiente es igual a 1.960; ver la labia 24.5, 

Tercer paso. Se cuenta con x - 5, 

Cuarto paso. Se requiere k — !;960 3/ 100 — 0.588 Por tanto, x — k - 4.412, x + k - 5.588 y el 
intervalo de confianza es 

CONF {4.412 /x =g 5.,588}. 

Algunas veces lo anterior se escribe como g ~ 5 ± 0.588, aunque en este libro no se usará esta notación, 
que puede prestarse a interpretaciones erróneas, I 

Tabla 24.5. 

Determinación de un intervalo de confianza para la media p 
de una distribución normal con variancia conocida a 2 

Primer paso. Elegir un nivel de confianza (95%, 99% u otro semejante). 
Segundo paso. Determinar el c correspondiente: 

y 0.90 0.95 0.99 0.999 

c 1.645 1 960 ÍL576 3L291 

Tercer paso. Calcular la media .x de la muestrax,, , . . ,x ( . 

Cuarto paso. Calcular k = ct/ Jlí, El intervalo de confianza para p. es 
(1) CONF {je — k £ /* £ x + k). 

Ejemplo 2. Tamaño de muestra necesario para un intervalo de confianza de longitud 
prescrita. 

¿Qué tan grande debe ser n en el último ejemplo si se desea obtener un intervalo de confianza del 95% de 
longitud L - 0.4? 

Solución. El intervalo {1) tiene la longitud L.-2k~ 2ccr/ \/ñ„ AI despejar n se obtiene 

n « {IctrlD 2 . 

En este caso la respuesta es n = (2 I 960 3/0,4) 2 =* 870. 

En la figura 506 se muestra cómo decrece L cuando aumenta n y que para y~ 99% el intervalo de 
confianza es sustanciaime.nte más grande que para y = 95% (y el tamaño de la muestra n). I 
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Figura 506. Longitud del intervalo de confianza (1)(me- 
dido en múltiplos de a) como función del tamaño n de la 
muestra para y = 95% y y = 99%. 

Intervalo de confianza para la media si se desconoce la variancia. Hasta el mo¬ 
mento se ha supuesto que se conocen las variancias. Si esto ya no es cierto, como en 
casi todas las aplicaciones, toda la teoría cambia, aunque los aspectos técnicos siguen 
siendo bastante semejantes. Asi, usando menos información (se desconoce a 2 ), es 
necesario esperar intervalos algo más grandes (lo que es cierto). Podría esperarse que 
la variancia de la muestra sea de utilidad (lo que también es cierto). En la tabla 24.6 
se presentan los pasos. Este k difiere del k en la tabla 24,5 y c depende ahora de n y es 
necesario determinarlo a partir de la tabla A10 del apéndice 5. Esa tabla contiene 
valores z correspondientes a valores dados de la función de distribución 


F(z) = K r 


r.o♦$ 


-(m+l)/2 


du 




de la denominada distribución t de Student. 2 Aquí, m (= 1, 2, • • - ) es un parámetro 
denominado número de grados de libertad de la distribució n. La constante K m es tal 
que F(p°) = 1. Por integración resulta que K m = f(jm + -~) / |y m kT (y m )} en donde F 
es la función gama (ver (24) en el apéndice 3). 


Tabla 24.6. 

Determinación de un intervalo de confianza para la media' 
de una distribución normal con variancia desconocida a 2 

Primer paso. Elegir un nivel de confianza y (95%, 99% u otro semejante). 
Segundo paso. Determinar la solución c de la ecuación 

(2) F(c ) = |(1 + y) 


- Seudónimo de W1LLIAM SEALY GOSSET (1876-1937), matemático inglés, quien descubrió la dis- 
tribución l en 1907-1908. 


a partir de la tabla de la distribución i con n - 1 grados de libertad (Tabla A10 
del apéndice 5; n = tamaño de la muestra). 

Tercer paso. Calcular la media x y la variancia j 2 de la muestra x,, • • • , x n . 
Cuarto paso. Calcular k = se/Jñ. El intervalo de confianza es 
(3) CONF {x — k S /r. £ x + k}. 


Ejemplo 3. Intervalos de confianza p para de la distribución normal con a 1 
desconocida. 

Usar la muestra de la tabla 24.2, sección 24.3, para determinar un intervalo de confianza del 99% para la 
media |i de la población correspondiente, suponiendo que la población es normal, (Esta suposición se 
justificara en la sección 24.10.) 

Solución. Primer paso. Se requiere y= 0.99. 

Segundo paso. Como n = 100, se obtiene c = 2.63. 

Tercer paso. Los cálculos dan x = 364.70 y s= ^ 720,1 = 26.83, 

Cuarto paso. Se encuentra k = 26.83 - 2.63/10 = 7.06. Por tanto, el intervalo de confianza es 
CONF {357.64 =á p. S 371.76}. 

Por comparación, si se conociera y su valor fuese igual a 26.83, entonces la tabla 24,5 proporcionaría el 
valor k- 2.576 ■ 26.83-/Í00 = 6.91, y CONF {357.79 < p < 371 61}. Esto difiere, aunque poco, del 
resultado precedente porque n es grande. Para n más pequeño la diferencia seria considerable, como se 
ilustra en la figura 507. 

Intervalo de confianza para la variancia de la distribución normal. Ésta es la 
tercera tarea. En la tabla 24.7 se presentan los pasos, que son semejantes a los de las 
tablas 24.5 y 24.6, aunque ahora es necesario determinar dos números c, y c 2 . Ambos 
se obtienen de la tabla Al 1 del apéndice 5, que contiene valores z correspondientes a 
los valores dados de la función de distribución F(x) = 0 si z < 0 y 







Figura 507. Razón de las longitudes L’y L de los interva¬ 
los de confianza (3) y (1) con y = 95% y y = 99% como 
función del tamaño de muestra n para s yo iguales. 
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F(z) — C m J e u/2 w (m z > /2 du si 


Esta es la función de uiaínbución de la denominada distribución {distribución ji 
cuadrada ); aquí, /?i (= 1,2, ' ) es un parámetro denominado número de grados de 

libertad de la distribución, y C m - l/\l {ml2) r[^rn¡\ 

Ejemplo 4. intervalo de confianza para la variancía de la distribución normal. 

Usar la muestra de la tabla 24.2, sección 24,3 para determinar un intervalo de confianza del 95% para la 
variancía de la población correspondiente,, 

Solución. Primer paso. Se requiere y — 0,95., 

Segundo paso. Para n — 1 — 99, por interpolación lineal se encuentran c, = 73.3 y c, = 128, 

Tercer paso. A partir de lá tabla 24.2 se calcula 99,y 2 =71 291, 

Cuarto paso. El intervalo de confianza es 

CONF {556 g<r 2 § 973}. | 

Otras distribuciones. Los intervalos de confianza para la inedia y lá variancía de 
otras distribuciones pueden obtenerse aplicando los métodos previos y muestras su¬ 
ficientemente grandes. En términos prácticos, si la muestra indica que el sesgo de la 
distribución desconocida es pequeño, entonces deben considerarse muestras de ta¬ 
maño n = 20 por lo menos a fin de obtener intervalos de confianza para p y muestras 
de tamaño n = 50 por lo menos a fin de obtener intervalos de confianza para a 2 . La 
razón de este método se explicará al final de esta sección. 

Tabla 24.7. 

Determinación de un intervalo de confianza para la variancía o 2 
de una distribución normal, cuya media no requiere ser conocida 

Primer paso. Elegir un nivel de confianza y(95%, 99% u otro semejante). 
Segundo paso. Determinar las soluciones c, y c, de las ecuaciones 

(4) r(c¡) = i(l - y), F(c 2 ) = ¿(1 + y) 

a partir de la tabla de la distribución ji cuadrada con n - 1 grados de libertad 
(Tabla Al 1 del apéndice 5; n -- tamaño de la muestra). 

Tercer paso. Calcular (n - 1 )j 2 , en donde s 2 es la variancía de la muestra x f , • - •, x . 

Cuarto paso. Calcular = (n - 1 Js'Vc*, y k, = (n - 1 )j 2 /c,. El intervalo de con¬ 
fianza es 


CONF {k 2 


Fundamento teórico para la tabla 24.5 

A continuación se analizará la teoría que justifica los métodos para obtener intervalos 
de confianza, usando la siguiente idea sencilla pero muy importante. 


. t ) I ) > » ■) l ¡ I ■ ! ) ) ! ¡ I ) ’ .! ! ) I ) i I 
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Hasta el momento, los valores x v ■ ■ ■ , x n de una muestra se han considerado 
como n valores observados de una variable aleatoria simple X. Tales n valores tam¬ 
bién pueden considerarse como observaciones simples de n variables aleatorias 
Aj, ■ • •, A” que tienen la misma distribución (la distribución de X) y son independien¬ 
tes, porque se supone que los valores muéstrales son independientes. 

Para deducir (1) en la tabla 24.5 se requiere el 


Teorema 1 (Suma de variables aleatorias normales independientes) 

Suponer que X t , • • • , X n son Variables aleatorias normales independientes con me¬ 
dias p v ■ ■ ■ , p^y variancias p 2 , ■ - • , p 2 , respectivamente: Entonces la variable 
aleatoria 

X — X j + X 2 4- * • • 4- X n 

es normal con media 

p = p 1 + p 2 + ■ ■ • + p n 

y variando 

cr 2 — cr 2 + cr 2 + • ■ ■ + cr n 2 . 

Las proposiciones sobre (lyose concluyen de manera inmediata de los teore¬ 
mas 1 y 3 en la sección 23.8. La demostración de queAes normal puede encontrarse 
en la obra citada en el apéndice 1 como referencia [G3]. 

Con base en este teorema, en el teorema 1 de la sección 23.7 y en el teorema 2(b) 
de la sección 23.5, se obtiene el siguiente teorema sobre la distribución de la suma de 
variables aleatorias normales independientes distribuidas idénticamente. 

Teorema 2. Si X,, - - • , X„ son variables aleatorias normales independientes, cada una con 
media ¡i y variancia o entonces la variable aleatoria 

( 6 ) 

es normal con media |1 y variancia a 2 /n, y la variable aleatoria 



es normal con media 0 y variancia 1. 


Deducción de (1). A partir de la motivación general presentada al inicio de esta 
sección, se recuerda que el objetivo es encontrar dos variable aleatorias 0, y 0, 
tales que 
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P(© x S^0 2 ) = T, 


en donde Y es elegido, y la muestra proporciona valores observados 0, de 0, y 0 2 de I 
que conducen luego a un intervalo de confianza CONF {0, S S ■ En este caso, 1 q,|| 
anterior puede lograrse como sigue. Se elige un número Y entre 0 y 1 y a partir de Iá|| 
tabla A8, apéndice 5, se determina c de modo que F(-c <Z<c) = y. (Si Y= 0.90, etc., los ; :|| 
valores de c se obtienen en la tabla 24.5.) La desigualdad-c < Z<c conZdado por (7) es >;|¡ 

-c S Vn (X - fí)/tr S c f lf| 

y es posible transformarla en una desigualdad para p. De hecho, al multiplicar por ; | 
cr/Vñ se_ obtiene -k á X - p £ k, en donde k = ca/ sfñ. Al multiplicar por -1 y 
sumar X se obtiene .f 

(9) X+k^p^X-k. Si 

Así, P(- c<Z<c) = y es equivalente a P( X - k<\ r < X :f k) — y. Esta expresión es-j 


de la forma (8) con ©, 


X + k. Con las suposiciones establecidas, lo . 


anterior significa que con probabilidad y las variables aleatorias X ' y X 
asumirán valores que incluyen la media desconocida p. Al considerar los valores:;;|||| 
muéstrales x , • - • ,x de la tabla 24.5 como valores observados den variables aleatorias 
normales independientes X v ■ ■ ■ , X a , se observa que la media x de la muestra es un • 
valor observado de (6), y al insertar este valor en (9) se obtiene (1). ||| 


Fundamento teórico para la tabla 24.6 


Para deducir (3) en la tabla 24.6 se requiere el 


Teorema 3. Sean X,, - • ■ , X n variables aleatorias normales independientes con la misma 
media y la misma variancia o*. Entonces la variable aleatoria 



tiene una distribución t con n - 1 grados de libertad ; aquí X está dada pot (6).V 


di) ^ ^ 2 c*, - *> 2 - 

La demostración de este teorema se encuentra en la obra citada en el apéndice 1 como 
referencia [G3], 

Deducción de (3). Es semejante a la deducción de (1). Se elige un número entre 0 y 
1 y a partir de la tabla A10, apéndice 5, se determina un número c con n - 1 grados de 
libertad de modo que 


r : p}.;P \ 

v J. ) : ) 1 . 1 l .); ) ') '), ) ')■ "), > ) j. ^ 0. 
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(12) F(-c S JS c ) = F(c) - F(-c) = y. 

Como la distribución t es simétrica, se tiene F(- c) = 1 - F(c), y (12) asume la forma 
(2). Al transformar - c < T< c en (12) como antes se obtiene 

(13) X — K ^ p. = X + K en donde K = eS/Vn, 

y (12) se vuelve P( X - K <¡ p £ X + X) = y. Al insertar los valores observados x de 
X y s 2 de ó 2 en (13) se obtiene (3). 


Fundamento teórico para la tabla 24.7 

Para deducir (5) en la tabla 24.7 se requiere el 

Teorema 4. Con las hipótesis del teorema 3, la variable aleatoria 

(14) 

con S 1 dada por { \ 1) tiene una distribución ji cuadrada con n - 1 grados de libertad. 

La demostración puede consultarse en la obra citada en el apéndice 1 como refe¬ 
rencia [G3]. 

Deducción de (5). Es semejante a la deducción de (1) y (3). Se elige un número y entre 
0 y 1 y se determinan c, y c, a partir de la tabla A i 1, apéndice 5, de modo que [ver (4)] 

F(Y Si Cj) = F( C j) = |(1 - y), P(Y S c 2 ) = F(c 2 ) = |(1 + y). 

Al restar se obtiene 

F(Cj a Y & c 2 ) = P(Y Si c z ) - P(Y =§ Cj) = Y- 

Al transformar c, á Y < c, con Y dado por (14) en una desigualdad para o-, se obtiene 
n 1 ^2 ^_2 c tr 1 ^2 

c 2 c l 

Al insertar el valor observado s 2 de Sr se obtiene (5). 

Intervalos de confianza para otras distribuciones 

En el caso de otras distribuciones también es posible obtener intervalos de confianza 
aplicando los métodos de las tablas 24.5 y 24.7, aunque en este caso es necesario usar 
muestras grandes. Lo anterior se concluye a partir del siguiente teorema fundamental. 
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Teorema 5 (Teorema del límite central) 

Sean X v ■ * • , X ift • • • variables aleatorias independientes que tienen la misma función 
de distribución y por consiguiente la misma media \ly la misma variando O 2 . Sea Y 
— X x i !• X. Entonces ta variable aleatoria 

(15) z t¡ = 

C7V/J 

eí asintóticamente normal con media 0 y variando i; es decir, ¡a función de distri¬ 
bución F(x) de Z n satisface 


lim F(x) = Rx) 


j_ rV 
/2tt J * 


Una demostración puede consultarse en la obra citada en el apéndice 1 como 
referencia [G3J. 

Se sabe que si X { , - • ,X n son variables aleatorias independientes con la misma 
media |_t y la misma variancia a 2 , entonces su suma X = + • ■ • + X tiene las 

siguientes propiedades. 

(A) X tiene media np y variancia na 2 (por los teoremas 1 y 3 en la sección 23 8) 

(B) Si tales variables son normales, entonces X es normal (por el teorema I). 

Si tales variables no son normales, entonces (B) no se cumple, pero si n es gran¬ 
de, entonces X es aproximadamente normal (ver el teorema 5) y esto justifica la apli¬ 
cación de los métodos para la distribución normal a otras distribuciones, aunque en 
tal caso es necesario usar muestras grandes. 


Problemas de la sección 24.6 

1. ¿Por qué en la mayor parte de los casos las estimaciones de intervalos son más útiles que 
las estimaciones puntuales? 

2. Encontrar un intervalo de confianza del 95% para la media p de una población nonnal 
con desviación estándar 5.00, usando la muestra 32, 24, 20, 38, 30. 

3. Detenninar un intervalo de confianza del 99% para la media p de una población nonnal 
con desviación estándar 2.2, usando la muestra 28, 24, 31,27, 22. 

4. Detenninar un intervalo de confianza del 95% para la media p de una población nonnal 
con variancia a 2 = 9, usando una muestra de tamaño 100 con media 38.25. 

5. ¿Qué sucede a la longitud del intervalo en el problema 4 si el tamaño de la muestra se 
reduce a 25? 

6 . Obtener un intervalo de confianza del 99% para la media de una población normal con 
variancia a 2 = 0.36 a partir de la figura 506, usando una muestra de tamaño 290 con media 
16.30. (Este problema simplemente debe ayudar a comprender el significado de la figura.) 

7. ¿Qué tamaño de muestra es necesario, a fin de obtener un intervalo de confianza del 95% 
(I) de longitud (a) 2o, (b) a? 

Suponiendo que las poblaciones de las cuales se han tomado las siguientes muestras son 
normales, determinar un intervalo de confianza del 99% para la media p de la población. 
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8 . 325,320, 325, 335. 

9. Una muestra de las longitudes de 20 tomillos, con media 10.20 cm y variancia 0.04 cml 

10. El punto de inflamación (°F) del aceite Diesel (2-rD) 124, 127, 126, 122, 124. 

11. Encentrar un intervalo de confianza del 95% para el. porcentaje de automóviles en cierta 
carretera que tienen mal ajustados los frenos, usando una muestra aleatoria de 500 auto¬ 
móviles detenidos en un retén situado en la carretera* de los cuales 87 tienen mal ajusta¬ 
dos los frenos. 

12. Encontrar un intervalo de confianza del 99% para el parámetro p de la distribución binomial, 
usando el resultado de Pearson en el último renglón de la tabla 23.1 de la sección 23.2. 
Suponiendo que las poblaciones de las cuales se han tomado las siguientes muestras 
son normales, determinar un intervalo de confianza del 95% para la variancia a 2 de la 
población. 

13. Una muestra de tamaño 30 con variancia 0.00.07. 

14. El esfuerzo máximo a la tensión (klb/pulg 2 ) de acero de aleación acero (Maraging H) a 
temperatura ambiente: 251,255, 258, 253, 253, 252, 250, 252, 255, 256. 

15. La energía media (keV) de un grupo retardado de neutrones (Grupo 3, vida media 6.2 s), 
para la fisión del uranio 2 -' 5 : 435, 451,430, 444, 438. 

16. La emisión de monóxido de carbono (gramos por milla) de cierto tipo de automóvil para 
pasajeros (con velocidad de crucero de 55 mph): 17.3, 17.8, 18-0, 17.7, 1 8„2, 17.4, 17.6, 18.1. 

17. Si X es, nonnal con media 27 y. variancia 16, ¿qué distribuciones tienen -X, 3Xy 5X-2 ? 

18. Si X { y X 2 son variables aleatorias normales independientes con medías 23 y 4 y variancias 
3 y I, respectivamente, ¿qué distribución tiene 4X x — X 2 ? 

19. Una máquina llena cajas que pesan Y Ib con X Ib de sal, en donde X y Y son normal es con 
medias 1 00 Ib y 5 Ib y desviaciones estándar 1 Ib y 0.5 Ib, respectivamente. ¿Qué porcen¬ 
taje de cajas llenas que pesen entre 104 Ib y 106 Ib es de esperarse? 

20. Si el peso X de sacos de cemento está nonnal mente distribuido con una media de 40 kg y 
una desviación estándar de 2 kg, ¿cuántos sacos puede transportar un camión de modo 
que la probabilidad de que la carga total exceda 2000 kg sea de 5%? 

24.7 prueba de hipótesis, decisiones 

El concepto de intervalos de confianza recientemente analizado y aplicado es carac¬ 
terístico de la estadística moderna, y el otro concepto igualmente importante (e inclu¬ 
sive más) es el de la prueba de hipótesis. Aquí, una hipótesis estadística es una supo¬ 
sición sobre la distribución de una variable aleatoria, por ejemplo, que una cierta 
distribución tenga una media de 20.3, etc. Una prueba estadística de una hipótesis es 
un procedimiento en el que la muestra se usa para determinar si es posible no recha¬ 
zar” ("aceptar”) la hipótesis, es decir, actuar como si fuese verdadera, o bien, re¬ 
chazarla", es decir, actuar como si fuese falsa. 

Las pruebas se aplican con bastante frecuencia-, y primero es necesario pregun¬ 
tarse por qué son importantes. Bien: a menudo tienen que tomarse decisiones en 
situaciones en que influyen las variaciones debidas al azar. Si tiene que elegirse en¬ 
tre, por ejemplo, dos posibilidades, a menudo la decisión podría basarse en el resul¬ 
tado de alguna prueba. 3 


3 Alrededor de 1930 , los expertos en estadística JERZY NEYMAN (estadunidense; 1894-1981) y EGON 
SHARPE PEARSON (inglés; 1895-1980), hijo de Kart Pearson (ver la nota de pie de página 6). 
iniciaron el desarrollo de una teoría sistemática de las pruebas. 
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Por ejemplo, si se desea usar cierto tomo para producir tomillos cuyo diámetros 
debe estar entre límites dados y se permite que cuando mucho haya el 2% de tomillqsp 
defectuosos, entonces es posible tomar una muestra de 100 tomillos producidos enf 
ese tomo y usarlos para probar la hipótesis 0 2 = 0 O 2 de que la variancia 0 3 de íá|| 
población correspondiente tiene cierto valor o 0 2 , que se elige de modo que puedáli 
esperarse que no haya más del 2% de defectuosos. Una alternativa significativa cu ¬ 
este caso es 0 2 > o 0 2 . Dependiendo del resultado de la prueba, no se rechaza la hipój|¡ 
tesis 0 2 = 0 O 2 (y en consecuencia, se utiliza ese tomo) o se le rechaza, afirmando qué'| 
0 2 > 0 O 2 y se utiliza un mejor tomo. En este caso se dice que la prueba indica unaj 
desviación significativa de a 2 con respecto de o 2 , es decir, una desviación que no es'| 
simplemente provocada por la inevitable influencia de los factores del azar, sino pop; 
la falta de precisión del tomo. y 

En otros casos, es posible que se desee comparar dos cosas, por ejemplo, dos i 
medicamentos distintos, dos métodos para realizar cierto trabajo, la exactitud de ; 
dos métodos de medición, la calidad de los artículos producidos con dos herramien- j 
tas diferentes, etc. Dependiendo del resultado de una piueba idónea, se decide admi- ' 
nistrar uno de los dos medicamentos, introducir un mejor método de trabajo, etc. ;; 

Las siguientes son fuentes típicas de hipótesis. ■■!! 

1. La hipótesis proviene de un requisito de calidad. (La experiencia sobre la ? 

calidad alcanzable puede adquirirse produciendo un mayor número de artículos con:; 
cuidado especial.) ■■ 

2. La hipótesis se basa en valores conocidos de experiencias pasadas. ¡¡ 

3. La hipótesis resulta de una teoría que se desea verificar. » 

4. La hipótesis es una conjetura pura causada por observaciones ocasionales. 

Se comenzará con un ejemplo introductorio sencillo que ilustrará ios conceptos 

básicos 

Ejemplo 1. Prueba de una hipótesis. 

El nacimiento de un solo bebé puede considerarse como un experimento con dos resultados posibles,-a. 
saber. H: Nacimiento de un niño y N: Nacimiento de uno niña Intuitivamente, debe sentirse que ambost 
resultados son más o menos equiprobables Sin embargo, en la literatura especializada a menudo se 
afirma que los nacimientos de niños son un tanto más frecuentes que los de niñas Con base en esta 
situación, desea probarse la hipótesis de que los dos resultados Hy N tienen la misma probabilidad Si la 
probabilidad del resultado H se denota porp, entonces la hipótesis a probar es p = 50% = 0.5. Debido a > 
las afirmaciones mencionadas, se elige la alternativa p > 0.5. 

Para la prueba se usa una muestra de n - 3000 bebés de una ciudad con aproximadamente 250 000 
habitantes; I 578 de tales bebés eran niños 

Si la hipótesis es verdadera, se espera que en una muestra de n = 3000 nacimientos haya aproximada¬ 
mente 1 500 niños. Si la alternativa se cumple, entonces en promedio se esperan más de 1500 niños. Por 
tanto, si el número de niños observados en la realidad es mucho mayor que 1500, entonces este hecho 
puede usarse corno una indicación de que la hipótesis puede ser falsa, y rechazarla 

Para realizar la prueba se procede como sigue. Primero se determina un valor crítico c Debido a la 
alternativa, c será mayor que 1 500 (Un poco más adelante se proporcionara un método para determinar 
c). Luego, si el número de niños observados es mayor que c. se rechaza la hipótesis. Si ese número no es 
mayor que c, no se rechaza la hipótesis 

La cuestión fundamental ahora es cómo debe elegirse c, es decir, en dónde debe trazarse la linea 
divisoria entre las pequeñas desviaciones aleatorias y las grandes desviaciones significativas. Personas 
diferentes pueden tener distintas opiniones, y para contestar la pregunta deben usarse argumentos mate¬ 
máticos, que en este caso son muy sencillos, como se mostrara a continuación 

c se determina de modo que si la hipótesis es verdadera, entonces la probabilidad de observar más de 
c niños en la muestra de 3000 nacimientos sencillos es un número muy pequeño, denominado cr. Se 
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acostumbra tomar a = 1% o 5%, Al elegir a — 1 % (o 5%) se corre el riesgo de que aproximadamente en 
1 de 100 casos (en 20, casos, respectivamente) se rechace la hipótesis aun cuando sea verdadera. Más 
tarde se volverá a este punto. Se elegirá a = I % y se considerará la variable aleatoria 

X = Número de niños en 3000 nacimientos. 

Suponiendo que la hipótesis es verdadera, el valor critico c se obtiene a partir de la ecuación 
(1) PW> c) pa¡05 - a - 0.01. 

(Esta suposición se indica por medio del subíndice p = 0.5.) Si el valor observado 1578 es mayor que c , 
se rechaza la hipótesis. Si 1578 < c, no se rechaza la hipótesis. 

Para determinar c a partir de (1) debe conocerse la distribución de X, Para el objetivo que se persigue, 
la distribución binomial es un modelo suficientemente exacto. Por tanto, si la hipótesis es verdadera, 
entonces X tiene una distribución binomial con p ~ 0.5 y n ~ 3000. Esta distribución puede aproximarse 
por la distribución normal con media p. ** np *= 1500 y variancia a 2 ~ npq - 750; ver la sección 23.7. [Para 
simplificarse hará caso omiso del término 0.5 en (11), sección 23.7.] La curva de la densidad se muestra 
en la figura 508. Entonces, aplicando (1) se obtiene 

P{X > c) = 1 - P(X a c) - 1 - 4>( c ^L ( --) = 0.01. 

En la tabla A8 del apéndice 5 se obtiene (c - 1500)/ J 750 = 2.326. Por tanto, c = 1564. Como 1578 > c, 
se rechaza la hipótesis y se afirma que p > 0,5, es decir, se afirma que el nacimiento de niños es más 
frecuente que el de niñas. Así se completa la prueba. 


No rechazar la hipótesis Rechazar la hipótesis 



1450 1500 1550 | 1600 

c = 1564 1 *" 

Figura 508. Densidad (aproximada) de X en el ejemplo 1 si la hipótesis es 
verdadera. Valor critico c = 1564. 


Términos estándares 

La hipótesis a probar algunas veces se denomina hipótesis nula, y una contrasuposi¬ 
ción (como p > 0.5 en el ejemplo 1) se denomina hipótesis alternativa o, brevemente, 
alternativa. El número a (o 100 a %) se denomina nivel de significancia de la 
prueba y c se denomina valor crítico. La región que contiene los valores para los que 
se rechaza la hipótesis se denomina región de rechazo o región crítica. La región de 
valores para los cuales no se rechaza la hipótesis se denomina región de aceptación. 
Una elección frecuente de a es 5%. 
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Clases de alternativas (figura 509) | 

Sea 6 un parámetro desconocido en una distribución, y suponer que se desea probar * 
la hipótesis 0 — 0 Entonces hay tres tipos principales de alternativas, a saber. G 


(2) y (3) se denominan alternativas unilaterales, y (4) se denomina alternativa 
bilateral. (2) es del tipo considerado en el ejemplo 1 (en donde 0 O — p — 0.5 y 0 =p > 
0.5); c está a la derecha de 0 O y la región de rechazo se extiende desde c hasta °°(fi- ¡ 
gura 509, parte superior). Esta prueba se denomina prueba lateral derecha. En el 
caso de (3), el número c está a la izquierda de 0 O , la región de rechazo se extiende 
desde c hasta - » (figura 509, parte central) y la prueba se denomina prueba lateral 
izquierda. Las pruebas de ambos tipos se denominan pruebas unilaterales. En el 
caso de (4) se tienen dos valores críticos c, y c 2 (> c,), la región de rechazo se extien¬ 
de desde c, hasta-»y desde c, hasta <=°, y la prueba se denomina prueba bilateral. 

Los tres tipos de alternativas revisten importancia práctica. Por ejemplo, (3) puede 
aparecer en relación con la prueba de la resistencia de un material. 0 O puede ser 
entonces la resistencia requerida, y la alternativa caracteriza una debilidad indesea¬ 
ble. Por supuesto, se acepta el caso de que el material sea más resistente que lo reque¬ 
rido, y por consiguiente no es necesario prestarle atención especial. (4) puede ser 
importante, por ejemplo, en relación con el diámetro de un eje. Así, 0 O puede ser el 
diámetro requerido, y ejes más delgados son tan malos como los más gruesos, de 
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modo que es necesario observar las desviaciones indeseables con respecto a0 o en 
ambas direcciones. 

Tipos de errores en las pruebas 

Las pruebas casi siempre implican riesgos de tomar decisiones falsas: 

(I) Rechazar una hipótesis verdadera (error del tipo I), 

(II) Aceptar una hipótesis falsa (error del tipo II). 

Lo anterior es evidente porque a partir de muestras no es posible obtener conclusio¬ 
nes absolutamente verdaderas sobre poblaciones. No pueden evitarse estos errores, 
aunque a continuación se mostrará que es posible calcular las probabilidades a y (i, 
respectivamente, de su ocurrencia; lo que es más importante, existen formas y me¬ 
dios para elegir niveles de riesgos idóneos (es decir, valores de a y (3) que es posible 
afrontar dependiendo de la naturaleza del problema. (Recuerde por la sección 24.6. 
¿Se trata de una cuestión de mojarse o no, o se trata de un problema de vida o muer¬ 
te?) Lo anterior se analizará de manera sistemática para una prueba de una hipótesis 
0 = 0 O contra la alternativa que es un solo numero 4 0,, para simplificar. Se hace 0 , > 
0 O , de modo que se tiene una prueba lateral derecha. Para una prueba lateral izquierda 
o para una prueba bilateral el análisis es bastante semejante. 

Se elige un c > 0 0 critico (como en la parte superior de la figura 509, aplicando 
métodos que serán analizados más tarde). A partir de una muestra dada x,, ■ • • , x n , 
entonces es posible calcular un valor 


con una g idónea (cuya elección constituye una cuestión importante en el análisis 
ulterior; por ejemplo, se tomag = (x, + - ■ ■ + x n )/« en el caso en que 0 es la media). Si 
0 > c, se rechaza la hipótesis. Si 0 > c, se acepta. Aquí, el valor 0 puede considerarse 
como un valor observado de la variable aleatoria 


debido a que x. puede considerarse como un valor observado de X J7 j — 1, • • - , n. En 
esta prueba hay dos posibilidades de cometer un error, como sigue. 

Error del tipo I (ver la tabla 24.8). La hipótesis es verdadera pero se rechaza (por 
tanto, se acepta la alternativa), porque 0 asume un valor 0 > c. Resulta evidente que 
la probabilidad de cometer tal error es igual a 


Figura 509. Prueba en el caso de la alternativa (2) (parte superior de la figura), 
alternativa (3) (parte central) y alternativa (4). 


PiQ > c) tmí 


SI la prueba en el siguiente ejemplo muestra que las variancias difieren significativamente, entonces 
elegir dos muestras no demasiado pequeñas del mismo tamaño n, = n, = n (> 30, por ejemplo), usar e 
hecho de que (12) es un valor observado de una variable aleatoria aproximadamente normal con 
media 0 y variando I, y proceder como en el ejemplo 2, 
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Jit 

#5 

a se denomina nivel de significancia de la prueba, como ya se mencionó. ',g 

Error del tipo II (ver la tabla 24.8). La hipótesis es falsa pero se acepta porque! 
0 asume un valor 0 ¿c. La probabilidad de cometer tal error se denota por P; asíjfl 

- 1 — — —~ ' 'i 

(6) P<e S O = ¡i. ;| 


Tabla 24.8. Errores del tipo I y del tipo II en la prueba 
de una hipótesis 0 = 0 O contra una alternativa 0 = 0,. 



Verdad desconocida 

0 = 0 O 0 = 0j 

■S 6 = 00 

rd 

True decisión 

P = 1 - a 

Error del tipo II 

P = P 

<Q 

•< o = e 1 

Error del tipo I 
P — a 

Decisión verdadera 
P = 1-/3 


T) = 1 - P se denomina poder de la prueba. Resulta evidente que esta es la probabili¬ 
dad de evitar cometer un error del tipo II. 

Las fórmulas (5) y (6) muestran que tanto a como P dependen de c, y seria 
conveniente elegir c de modo que estas probabilidades de cometer errores sean lo 
más pequeñas posible. Sin embargo, en la figura 5 10 se muestra que estos son requi¬ 
sitos contradictorios porque, a fin de que a decrezca es necesario desplazar c a la 
derecha, pero entonces crece p. En la práctica primero se elige a (5%, y algunas 
veces 1%), luego se determina c y finalmente se calcula p. Si P es grande, de modo 
que el poder ri = 1 — p es pequeño, entonces debe repetirse la prueba, eligiendo una 
muestra más grande, por razones que se presentarán dentro de poco. 

Si la alternativa no es un solo número sino que es de la forma (2)-(4), entonces 
P se vuelve una función de 0. Esta función P(0) se denomina característica de ope¬ 
ración (CO) de la prueba y su curva se denomina curva CO. Resulta evidente que en 


Densidad de 0 si ■ 
la hipótesis 
es verdadera 


Densidad de § si 
la alternativa es 
verdadera 

X 

\ 


Región de aceptación--Región de rechazo (Región crítica} 

Figura 510. Ilustración de los errores del tipo I y II al probar la hipótesis 0 = 0 O 
contra una alternativa 0 = 0, (> 0 O ). 
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este caso T| = 1 — P también depende de 0, y esta función ti( 0) se denomina función 
de poder de la prueba. 

Por supuesto, a partir de una prueba que conduce a la aceptación de cierta hipó¬ 
tesis 0 O no se concluye que esta es la única hipótesis posible o la mejor hipótesis 
posible. Por tanto, las expresiones "no rechazar" o "dejar de rechazar" son quizá 
mejores que el término "aceptar". 

Pruebas en el caso de la distribución normal 

Los siguientes ejemplos explicarán pruebas de hipótesis importantes desde el punto 
de vista práctico. 

Ejemplo 2. Prueba para la media de la distribución normal con variancia conocida. 

Sea X una variable aleatoria normal con variancia a 3 = 9. Usar una muestra de tamaño n — 10 con media 
X para probar la hipótesis p = p„ = 24 contra los tres tipos de alternativas, a saber 

(a) p > p 0 (6) p < p 0 (c) p p 0 . 

Solución. Se elige el nivel de significanción ot = 0.05. Se obtendrá una estimación de la media a partir de 

x = - ur, + • - • + x n ). 

n 1 


Si la hipótesis es verdadera, X es normal con inedia |i — 24 y variancia aVn ~ 0,.9, ver el teorema 2, 
sección 24.6- Por tanto, el valor critico c puede obtenerse a partir de la tabla A 8 en el apéndice 5 
Caso (a), c se determina a partir de p{ X > e) M ., 4 = a = 0,05, es decir, 

PiX S CV„ 24 = 1*( £ ^=r) - ' - “ - 

La tabla A 8 , apéndice 5 da (c - 24) / ,0.9 =1.645, y c = 25.56, que es mayor que p,„ como en la 
parte superior de la figura 509. Si x S 25.56, se acepta la hipótesis. Si ar > 25.56, se rechaza. El poder 
de la prueba es (figura 511) 

T,(p) = p(x > 25.56) m = 1 - P(X S 25.56),, 

<7> = 1 - = 1 - <b(26.94 - l.05p). 

Caso (b) El valor critico c se obtiene a partir de la ecuación 


La tabla A8, apéndice 5 da c - 24 - L56 = 22,44. Si x k 22,44, se acepta la hipótesis. Si x < 22,44, se 
rechaza,. El poder de la prueba es 


% 1 % % % ^ ^ O. X 4 
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Caso (c). Como la distribución normal es simétrica, se eligen c, y c, equidistantes de = 24, por ejem¬ 
plo, t, = 24 - 7- y c, = 24 + i, y k se determina a partir de ; 

/>(24 - ÍSJS24 + = <t >(-±=) - <s>(--L=) = J - a = 0.95. 

• \vu,9/ y vo.9/ 

La tabla A 8 , apéndice 5 da k/ -Jo9 = 1.960, k= 1.86. Por tanto, c, = 24 - 1 ,86 = 22.14 y c, = 24+ 1.86 
= 25.86, Si x no es menor que c, y no es mayor que c,, se acepta la hipótesis. En caso contrario se 
rechaza. El poder de la prueba es (figura 511) 

y(fi) = P(X < 22.I4) m + p(x > 25.86) M = p(x < 22.14)^ + 1 p{x S 25.86) M 

- <^¡r) 

= 1 + *(23.34 - 1.05/x) - *(27„26 - J„G5 ¿l)„ 

Por consiguiente, la característica de operación p(p) = 1 - r|(p.) (ver antes) es (figura 512) 

PM = *(27-26 - 1.05/x) - *(23.34 - I.ÓSa¿). 

Si se toma una muestra más grande, por ejemplo de tamaño n ~ 100 (en vez de 3 0), entonces a 2 /n- 0.,09 
(en lugar de 0.9) y ios valores críticos son c, = 23.4 1 yc, = 24,59, como puede comprobarse fácilmente.. 
Así, la característica de operación de la prueba .es 

O, * „ /24.59 - pA ^ /23.41 - fi A 

( vo^§ ) ( vos ) 

= <¡'(81.97 - 3.33 p) - <¡>(78.03 - 3.33/u). 

En la figura 512 se muestra que la curva CO correspondiente es más pronunciada que para n = 10 Lo 
anterior significa que el incremento de n mejoró la prueba. En cualquier caso práctico, n se elige lo más 
pequeño posible, aunque tan grande que la prueba muestre desviaciones entre fi y p tl que revistan interés 
práctico. Por ejemplo, si se tiene interés en desviaciones de ± 2 unidades, por la figura 512 se observa 
que n = 10 es demasiado pequeño porque cuando p = 24 - 2 = 22 o p = 24 + 2 = 26, entonces (3 es casi 
el 50%, Por otra parte, se observa que n = 100 basta para ese fin. 

Ejemplo 3. Prueba para la media de la distribución normal con variancla desconocida. 

Se midió la resistencia a la tensión de una muestra de n = 16 cuerdas de cáñamo (con diámetro de 3 
pulgadas). La media de la muestra fue x — 4482 kg, y su desviación estándar fue ,y = I 15 kg (N. C. 
Wiley, 4 1 st Arniual Meeting of the American Society for Testing Materials). Suponiendo que la resis¬ 
tencia a la tensión es una variable aleatoria normal, pobar la hipótesis p„ = 4500 Kg contra la alternativa 
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21 23 p o 25 27 


p-9- 

Figura 512. Curvas de la característica de operación (curvas CO) en el ejemplo 2, 
caso (c), para dos tamaños de muestra diferentes n. 


p, =» 4400 kg. Aquí, p () puede ser un yalor proporcionado por el fabricante, mientras que p, puede ser 
resultado de alguna experiencia previa. 

Solución. Se elige el nivel de significancia a = 5%, Si la hipótesis es verdadera, entonces por el teorema 
3 de la sección 24.6 se concluye que la variable aleatoria 


T = Vn 



= 4 


X - 4500 
5 


tiene una distribución / con n — 1 = 15 grados de libertad. La prueba es lateral izquierda., El valor crítico 
c se obtiene a partir de la ecuación 

P{T< c) Mo = a = 0,05. 

La tabla A10 de! apéndice 5 da c = —L.75. A partir de la muestra, como un valor observado de T se 
obtiene t = 4(4482 - 4500)/! 15 = -0,626.. Se ve que t> c y se acepta la hipótesis., Para obtener valores 
numéricos del poder de la prueba se requieren tablas denominadas tablas t no centrales de Student; esta 
cuestión no será abordada aquí.. B 


Ejemplo A. Prueba para la varlancia de la distribución normal. 

Usar una muestra de tamaño n ~ 15 y la variancia de la muestra s 2 = 13 de una población normal para 
probar la hipótesis o 2 — o 2 ~ JO contra la alternativa cr 2 = a, 2 = 20 


Solución. Se elige et nivel de significancia o - 5%. Si la hipótesis es verdadera, entonces 


Y = (n 



14 


10 


1.4S 2 


tiene una distribución ji cuadrada con n — I ™ 14 grados de libertad, por el teorema 4 de la sección 24„6, 
Por 


P(Y > c) « a = 0,05, es decir, P{Y c) — 0,95, 


y la tabla A11 del apéndice 5 con 14 grados de libertad se obtiene c = 23. 68. Este es el valor crítico de Y. 
Por tanto, a S 2 - a 2 Y/(n - 1) = 0.714 Y corresponde el valor crítico c ,=s 0.714 ■ 23.68 = 16.91.. Como s 2 < 
c\ se acepta la hipótesis 






estadística matemática! 


Si la alternativa es verdadera, la variable 


Y , = 14 —o = 0.7 S 2 

1 CT J 


tiene una distribución j¡ cuadrada con 14 grados de libertad. Por tanto, el poder de la prueba es 


P(S 2 > c*v = 2 o = > 0.7<rv, 


P(Y 1 S 11.84)^^20 = 62% 


y se observa que el riesgo del tipo II es muy grande, a saber, 38%. A fin de disminuir este riesgo debe Jg 
incrementarse el tamaño de la muestra. 8 

Ejemplo 5. Comparación de las medias de dos distribuciones normales. 

Usando una muestra Xj, ■■ * , x nl de una distribución normal con media desconocida p ( y una muestra 
y ,.' ‘' ,3',, de otra distribución normal con media desconocida p,, desea probarse la hipótesis de que las ;,][ 
medias son ¡guales, p t = pL,, contra una alternativa, por ejemplo, M-, > jl,. No es necesario conocer las variancias, q) 
aunque se supone que son iguales. 3 Dos casos revisten importancia practica: 

Caso A. La muestras son del mismo tamaño . Además, cada valor de la primera muestra corresponde ) 
precisamente a un valor de la otra , ya que de la misma persona o cosa resultan valores correspondientes 
(comparación pareada): por ejemplo, dos mediciones de la misma cosa por dos métodos diferentes, o .! 
dos mediciones de los dos ojos del mismo animal; de manera más general, pueden provenir de pares de t 
individuos o cosas semejantes , por ejemplo, gemelos idénticos, pares de neumáticos delanteros usados 
del mismo automóvil, etc Entonces, deben fonnarse las diferencias de valores correspondientes y, apli- i 
cando el método del ejemplo 3, probar la hipótesis de que la población que corresponde a las diferencias ! 
tiene media 0 Si puede elegirse, esc método es mejor que el que se proporciona a continuación. 

Caso B. Las dos muesti as son independientes y no necesariamente tienen el mismo tamaño. Entonces es 
posible proceder como se indica a continuación; se supone que la alternativa es p, > p. Se elige un nivel 
de significancia a Luego se calculan las medias de las muestras x y y, asi como (n, - Ijrp, y (n, - 
lp, 2 , en donde r, 2 y sj son las variancias de las muestras Usando la tabla A 10, apéndice 5 con «, + /!,- 
2 grados de libertad, ahora c se determina partir de 


P(T S c) 


Por último, se calcula 


/n I n 2 ('ti + "2 


Iki + (« 2 


P{T S c,) = 0,5a, 


p<,t a c„) 



m ii . 1 


isfe 


Puede demostrarse que este es un valor observado de una variable aleatoria que tiene una distribución t 
con #! +/*,- 2 grados de libertad, siempre que la hipótesis sea verdadera. Si < c, se acepta la hipótesis. 
Si / D > 0, se rechaza. 

Si la alternativa es p., * entonces (10) debe sustituirse por 


Observar que para muestras del mismo tamaño n i — n, — n, la fórmula (11) se reduce c 

/- x - y 

(12) tn = V/i ■ , ■■■■■■■■■:== . 


6 Después del trabajo pionero del experto en estadística y biólogo inglés KARL PEARSON (1857- 
1936), fundador de la escuela inglesa de estadística, y de W„ S.. GOSSET (ver la nota de pie de página 
en la sección 24.,6), el experto en estadística inglés Sir RONALD AYLMER FISHER (1890-1962), 
profesor de eugenesia en Londres (1933-1943) y de genética en Cambridge, Inglaterra (1943-1957), 
tuvo una gran influencia en el desarrollo ulterior de la estadística moderna. 
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Para ilustrar los cálculos se consideraran las dos muestras 

105 108 86 103 103 107 124 105 ^ 

y 89 92 84 97 103 107 111 97" 

que indican el rendimiento relativo de soldadores de hoja de lata en dos condiciones de trabajo diferentes 
(i.. J. B. Worth, Journal of Industrial Engineering 9 (1958), 249-253). Suponiendo que las poblaciones 
correspondientes son normales y tienen la misma variancia, se probará la hipótesis p, = p, contra la 
alternativa p, *¡ p r (La igualdad de las variancias se probará en el siguiente ejemplo.) 

Solución. Se encuentra 

x = 105.125, .y = 97.500, s x 2 = 106.125, s 2 - 84.000. 


Se elige el nivel de significancia a ~ 5%. Por (1,0*)» con 0..5 = 2.5%, 1 — 0.5a = 97.5% y la tabla A10 del 
apéndice 5 con 14 grados de libertad, se obtiene c, = —2.15 y c, ” 2.15. Al aplicar la fórmula (12) con n 
— 8 el obtiene el valor 


Como c, & / B á c a , se acepta la hipótesis p, = p 2 de que bajo ambas condiciones el rendimiento medio es 
el mismo 

El caso A es válido para el ejemplo, ya que los dos primeros valores muéstrales corresponden a un 
cierto tipo de trabajo, los dos siguientes se obtuvieron en otro tipo de trabajo, etc. Así, es posible usar las 
diferencias 


16 16 2 6 0 0 13 8 


de valores muéstrales correspondientes y el método del ejemplo 3 para probar la hipótesis p = 0, donde 
p es la media de la población correspondiente a las diferencias. Como alternativa lógica se toma p = 0„ 
La media de la muestra es d — 7.625, y la variancia de la muestra es s 2 - 45.,696. Por tanto 


t = VÜ (7.625 - 0)/V45.696 = 3.19. 


Por/ 3 (r<c,)~2.5%,/ > (7'ác,)"97.5%y la tabla AI0 del apéndice 5 con n - l = 7 grados de libertad se 
obtiene c, = —231 % c 2 = 2.37 y se rechaza ia hipótesis porque / = 3.19 no está entre c, y c,. Por tanto, en 
esta prueba, en la que se usó más información (aunque las mismas muestras), indica que la diferencia en el 
rendimiento es significativa 


Ejemplo 6. Comparación de las variancias de dos distribuciones normales. 

Utilizando las dos muestras del último ejemplo, probar la hipótesis CT , 2 = CT, 2 ; suponer que las poblacio¬ 
nes correspondientes son normales y la naturaleza del experimento sugiere la alternativa o, 2 > O,- 


Solución. Se encuentran s } 2 — 106.125, s, 2 = 84.000. Se toma el nivel de significancia oc- 5%. Usando 
P(V < c) ~ 1 — a - 95% y la tabla A12 del apéndice 5, con (>i, - 1, n 2 — 1) = (7, 7) grados de libertad, se 
determina c — 3.79. Por último, se calcula v tI = s t 2 ls z 2 ~ 1.26. Como & c, se acepta la hipótesis . Si v ti > c, 
debe rechazarse. 

Esta prueba se justifica por el hecho de que es un valor observado de una variable aleatoria que 
presenta la denominada distribución F con (n, - I, o, - 1) grados de libertad, en el supuesto de que la 
hipótesis es verdadera. (La demostración se encuentra en la obra citada en el apéndice 1 como referen¬ 
cia [G3].) La distribución F con (m.n) grados de libertad fue introducida por R. A. Fisher í ’ y tiene la 
función de distribución F(z) — 0 si z < 0 y 


f + n) -(m + nV2 dt 

0 


(13) 


FU) = K, 


U a 0), 
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en donde K mn ~ m"”-/í' ,,2 r{ 1/2/n + í/2«)/F( l/2m)r(l/2/i) (Con respecto a T, consultar el apéndice 3.) I 

Esta larga sección contiene las ideas y conceptos fundamentales sobre prueba de 
hipótesis, junto con aplicaciones típicas, y quizá el estudiante quiera repasarla rápi¬ 
damente antes de continuar, ya que en las siguientes secciones se abordarán una 
adaptación de tales ideas a tareas que revisten gran importancia práctica y pruebas 
resultantes en relación con el control de calidad, la aceptación (o rechazo) de bienes 
producidos, etc. 

Problemas de la sección 24.7 

1. Probar p. = 0 contra p > 0, suponiendo normalidad y usando la muestra 1,-1, 1,3, — 8 , 6 , 
0 (desviaciones del azimut [múltiplos de 0,01 radianes] en alguna revolución de un saté¬ 
lite), Elegir a. — 5%. 

2. Aplicando los datos de Buffon de la tabla 23.1 (sección 23.2), probar la hipótesis de que 
la moneda es legal, es decir, que las caras y las cruces tienen la misma probabilidad de 
ocurrencia, contra la alternativa de que las caras son más probables que las cruces, (Elegir 
a = 5%,) 

3. Realizar la misma prueba que en el problema 2, usando los datos de Pearson de la tabla 
23,1, 

4. Suponiendo normalidad y una variancia conocida o 2 — 4, probar la hipótesis p = 30,0 
contra la alternativa (a) p = 28,5, (b) p = 30,7, usando una muestra de tamaño 10 con 
media x = 28,5 y eligiendo ex = 5%., 

5. ¿Cómo cambia el resultado del problema 4(a) si se usa una muestra más pequeña, por 
ejemplo, de tamaño 4, y los otros datos (x = 28,5, a = 5%) permanecen iguales? 

6 „ Determinar el poder de la prueba en el problema 4(a). 

7. ¿Cuál es la región de rechazo en el problema 4 en el caso de una prueba bilateral con p = 
5%? 

8 . Usando el ejemplo 1 de la sección 24.4, probar la hipótesis p = 0,80 pulg (la longitud 
indicada en la caja) contra )a alternativa p v* 0,80 pulg, (Suponer normalidad y elegir 
a = 5%„) 

9. Una empresa vende aceite en latas que contienen 1000 g de aceite por lata, y tiene interés 
en conocer si el peso medio difiere de manera significativa con respecto a 1000 g en el 
nivel del 5%, en cuyo caso la máquina llenadora tiene que ajustarse. Establecer una hipó¬ 
tesis y una alternativa y ejecutar la prueba, suponiendo normalidad y usando una muestra 
de 20 operaciones de llenado que tiene una media de 996 g y desviación estándar de 5 g, 

10. Si una muestra de 50 neumáticos de cierto tipo tiene una vida útil de 32 000 millas y 
desviación estándar de 4 000 millas, ¿puede afirmar el fabricante que la vida media ver¬ 
dadera de tales neumáticos es superior a 30 000 millas? Establecer y probar una hipótesis 
correspondiente a un nivel del 5%, suponiendo normalidad. 

11. Si al efectuar mediciones simultáneas de voltaje eléctrico usando dos tipos distintos de 
voltímetro se obtienen las diferencias (en volts) 0.8, 0.2, -0.3, 0.1, 0,0, 0.5, 0.7, 0,2, 
¿puede afirmarse al nivel del 5% que no existe diferencia significativa en la calibración 
de los dos tipos de instrumento? (Suponer normalidad.) 

6 Después del trabajo pionero del experto en estadística y biólogo inglés KARL PEARSON (1857- 
1936), fundador de la escuela inglesa de estadística, y de W., S. GOSSET (ver la nota de pie de página 
en la sección 24,6), el experto en estadística inglés Sir RONALD AYLMER FISHER (1890-1962), 
profesor de eugenesia en Londres (1933-1943) y de genética en Cambridge, Inglaterra (1943-1957), 
tuvo una gran influencia en el desarrollo ulterior de la estadística moderna. 
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12. Si un medicamento estándar cura aproximadamente al 70% de las personas que padecen cierta 
enfermedad y un nuevo medicamento curó a 148 de los 200 primeros pacientes en los que se 
experimentó, ¿es posible concluir que el nuevo medicamento es mejor? (Elegir a = 5%..) 

13. Suponer que en el pasado !a desviación estándar de los pesos de ciertos paquetes de 25.0 
oz llenados por una máquina era de 0.4 oz. Probar la hipótesis H Q : O = 0.4 contra la 
alternativa H f : a > 0.4 (un incremento indeseable), usando una muestra de 10 paquetes 
con desviación estándar 0.5 ozy suponiendo normalidad. (Elegir a = 5%.,) 

14. Suponer que en un equipo eléctrico que opera con baterías es menos costoso reemplazar 
todas las baterías a intervalos fijos que reemplazar cada batería individualmente cuando 
pierde poder, en el supuesto de que la desviación estándar de la vida útil es menor que 
cierto límite, por ejemplo, menor que 5 horas. Establecer y aplicar una prueba idónea, 
usando una muestra de 28 valores de vidas útiles con desviación estándar,]? — 3,5 horas y 
suponiendo normalidad; elegir a = 5 %, 

15. La marca de gasolina A fue usada en 9 automóviles semejantes bajo condiciones idénti¬ 
cas. La muestra correspondiente de 9 valores (millas por galón) tuvo una media de 20.2 y 
desviación estándar de 0.5. En las mismas condiciones, con la marca de gasolina B de alta 
potencia se obtuvo una muestra de 10 valores con media 21.8 y desviación estándar 0 . 6 . 
¿El mil faje de B es significativamente mejor que el de A? (Probar al nivel del 5%; suponer 
normalidad.) 

16. Las dos muestras 50, 90, 100, 90, 1 10, 80 y 1 10, I 10, 120, I 10, 130, 1 10, 120 son valores 
de las diferencias de temperaturas (°C) del hierro en dos etapas de la fundición, tomadas de 
dos crisoles diferentes, ¿La variancia de la primera población es mayor que la de la segunda? 
(Suponer normalidad. Elegir a = 5%„) 

17. Usando muestras de tamaños 10 y 16 con variancias s 2 = 50 y s 2 ~ 30, y suponiendo 
normalidad de las poblaciones correspondientes, probar la hipótesis H {) \ a , 2 = a 2 2 contra la 
alternativa a, 2 > a 2 2 . Elegir a = 5%, 

18. Suponiendo normalidad y variancias iguales, y usando muestras independientes con /i, = 
9, x — 1 2, j, = 2, n 2 = 9, y = i 5, s 2 = 2, probar H Q : ji } — p . 2 contra p.,; elegir a — 5%., 

19. Demostrar que para una distribución normal los dos tipos de errores en una prueba de la 
hipótesis H q : ¡x - p 0 contra la alternativa //,: p. = fx, pueden hacerse tan pequeños como se 
quiera (no cero) al tomar una muestra suficientemente grande. 

20. Graficar las curvas CO en el ejemplo 2, casos (a) y (¿?). 

24.8 CONTROL DE CALIDAD 

Las ideas sobre pruebas pueden adaptarse y extenderse de varias maneras a fin de 
atender necesidades prácticas necesarias en ingeniería y otros campos. Esto se mos¬ 
trará en las secciones restantes para algunas de las tareas más importantes que pueden 
resolverse por métodos estadísticos. Como primera área de problemas, se analizará el 
control de calidad industrial. 

Ningún proceso de producción es tan perfecto que todos los productos sean com¬ 
pletamente iguales. Siempre existe una pequeña variación causada por un gran nú¬ 
mero de pequeños factores incontrolables y, por tanto, debe considerarse como una 
variación aleatoria. Es importante asegurarse de que los productos tienen valores 
requeridos (por ejemplo, longitud, resistencia o cualquier propiedad que puede ser 
importante en un caso particular). Con este fin se ejecuta una prueba de la hipótesis 
de que los productos tienen la propiedad requerida, por ejemplo fi = p 0 , en donde p 0 
es un valor requerido. Si se hace esto después de que se ha producido un lote comple¬ 
to (por ejemplo, un lote de 10 000 tomillos), la prueba dirá qué tan buenos o qué tan 
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malos son los productos, pero es evidente que es demasiado tarde para modificar los' 
resultados indeseables. Es mucho mejor efectuar la prueba mientras se está realizan¬ 
do el proceso de producción. Lo anterior se lleva a cabo a intervalos regulares de 
tiempo (por ejemplo, cada 30 minutos o cada hora) y recibe el nombre de control de 
calidad. En cada ocasión se toma una muestra del mismo tamaño, en la práctica, de 3 
a 10 artículos. Si se rechaza la hipótesis, se suspende el proceso de producción y se 
busca el problema que provoca la desviación. 

Si se detiene el proceso de producción, aun cuando se esté llevando a cabo co¬ 
rrectamente, se comete un error del tipo I. Si no se suspende el proceso, aun cuando 
algo no marche bien, se comete un error del tipo II (ver la sección 24.7). 

El resultado de cada prueba se marca en forma gráfica sobre lo que se conoce 
como diagrama de control. Este procedimiento fue propuesto por W. A. Shewhart 
en 1924 y hace particularmente eficaz al control de calidad. 

Diagrama de control para la media 

En la parte superior de la figura 513 se proporcionan una ilustración y un ejemplo de 
un diagrama de control. En este diagrama de control para la media se indican el 
límite inferior de control LIC, la recta central de control RC y el límite superior 
de control LSC. Los dos límites de control corresponden a los valores críticos c, y c 2 
del caso (c) del ejemplo 2 en la sección 24.7. Tan pronto como una media de la 
muestra cae fuera del intervalo definido por los límites de control, se rechaza la hipó¬ 
tesis y se afirma que el proceso de producción está "fuera de control", es decir, se 
afirma que ha ocurrido una desviación en el nivel del proceso. Es necesario hacer 
algo siempre que un punto se sale de los límites. 

Si los límites de control se eligen demasiado holgados, no es posible detectar des¬ 
viaciones del proceso. Por otra parte, si los límites de control se consideran demasiado 
restringidos, no es posible dejar avanzar el proceso debido a la búsqueda frecuente de 
problemas inexistentes. El nivel de significancia usual es a = 1 %. Con base en el teore¬ 
ma 2 de la sección 24.6 y en la tabla A8 del apéndice 5, se observa que en el caso de la 
distribución normal los limites de control correspondientes para la media son 

( 1 ) 

Aquí se supone que se conoce a. En caso de que no se conozca cr, es posible calcular 
las desviaciones estándar de las 20 o 30 primeras muestras y tomar su media aritmé¬ 
tica como una aproximación de a. La línea quebrada que une las medias de la figura 
513 es meramente para mostrar los resultados de manera efectiva. 

Diagrama de control para la variancla 

Además de la media, a menudo se controlan la variancia, la desviación estándar o el 
intervalo de variación ("rango"). A fin de establecer un diagrama de control para la 
variancia en el caso de una distribución normal puede aplicarse el método del ejem¬ 
plo 4 de la sección 24.7 para determinar los límites de control. Se acostumbra utilizar 
sólo un límite de control, a saber, un límite superior de control. A partir del ejemplo 
4 de la sección 24.7, se observa que este límite es 
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Figura 513. Diagramas de control para la media (parte superior de la figura) y la 
desviación estándar en el caso de la muestra de la tabla 24.9. 



en donde c se obtiene de la ecuación 

P(Y > c) = a, es decir, P(Y = c) = 1 — a 

y la tabla de la distribución ji cuadrada (tabla A11 en el apéndice 5) con n — 1 grados 
de libertad; aquí ct(5% o 1%, por ejemplo) es la probabilidad de que un valor obser¬ 
vado s 2 de S 2 en una muestra sea mayor que el límite superior de control. 
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Tabla 24.9. 

Doce muestras de cinco valores cada una 

(diámetro de pequeños cilindros, medidos en milímetros! 


Número 
de muestra 


Valores muéstrales 

X 

s 

4.06 

4.08 

4.08 

4.08 

4.10 

4.080 

0.014 

4.10 

4.10 

4.12 

4.12 

4.12 

4.112 

0.011 

4.06 

4.06 

4.08 

4.10 

4.12 

4.084 

0.026 

4.06 

4.08 

4.08 

4.10 

4.12 

4.088 

0.023 

4.08 

4.10 

4.12 

4.12 

4.12 

4.108 

0.018 

4.08 

4.10 

4.10 

4.10 

4.12 

4.100 

0.014 

4.06 

4.08 

4.08 

4.10 

4.12 

4.088 

0.023 

4.08 

4.08 

4.10 

4.10 

4.12 

4.096 

0.017 

4.06 

4.08 

4.10 

4.12 

4.14 

4.100 

0.032 

4.06 

4.08 

4.10 

4.12 

4.16 

4.104 

0.038 

4.12 

4.14 

4.14 

4.14 

4.16 

4.140 

0.014 

4.14 

4.14 

4.16 

4.16 

4.16 

4.152 

0.011 
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Si se deseara un diagrama de control para la variancia con ambos límites de 
control, LSC y LIC, entonces estos límites serían 


en donde c y c, se obtienen de las ecuaciones 


P(Yü c,) 


u <-2 
n - 1 


P(Y£ c 2 ) = 1 


y la tabla Al 1 en el apéndice 5 con n - 1 grados de libertad. 


Diagrama de control para la desviación estándar 

De manera semejante, a fin de establecer un diagrama de control para la desviación 
estándar se necesita un límite superior de control 


que se obtiene a partir de (2). Por ejemplo, en la tabla 24.9 se tiene n = 5. Suponiendo 
que la población correspondiente es normal con desviación estándar o = 0.02 y to¬ 
mando o = 1 %, entonces con base en la ecuación 


P{Y £ c) = 1 - a = 99% 


i i 


■> i 


•) í: 


i i ) t i i i i ; i ' ■■ i i ■ ) 

C. - r ■ C- c- (■ c ■ r -■ r ,r r / >r ( ( r r ; r 



<t?. O O © 


© 0 C 


CONTROL DE CALIDAD 


y la tabla Al 1 en el apéndice 5 con 4 grados de libertad, se obtiene el valor crítico c 
= 13.28 y, por (5), el valor correspondiente 



0.0365, 


que se muestra en la parte inferior de la figura 513. 

A partir de (3) se obtiene un diagrama de control para la desviación estándar, con 
límites de control tanto superior como inferior. 


Diagrama de control para el intervalo de variación ("rango") 

En vez de controlar la variancia o la desviación estándar, a menudo se controla el 
rango R (= mayor valor muestral menos menor valor muestra!). Puede demostrarse 
que en el caso de la distribución normal la desviación estándar es proporcional a la 
esperanza de la variable aleatoria R' para la cual R es un valor observado, por ejem¬ 
plo, 0 = A . n E(R'), en donde el factor de proporcionalidad depende del tamaño de la 
muestra n y tiene los valores 

n _ 2 3456789 10 

A n = c t/E(R*) 0.89 0.59 0.49 0.43 0.40 0.37 0.35 0.34 0.32 

n 12 14 16 18 20 30 40 50 

A„ = 0.31 0.29 0.28 0.28 0.27 0.25 0.23 0.22 

Como R depende sólo de dos valores muéstrales, proporciona menos informa¬ 
ción sobre la muestra que s. Resulta evidente que mientras mayor sea el tamaño n de 
la muestra, más información se pierde al usar R en vez de s. Una regla empírica es 
usar s- cuando n es mayor que 10. 

Problemas de la sección 24.8 


1. Suponer que una máquina para llenar latas con aceite lubricante se ajusta de modo que 
genere llenados que constituyen una población normal con media igual a 1 gal y desvia¬ 
ción estándar de 0.03 gal. Establecer un diagrama de control del tipo mostrado en la 
figura 513 para controlar la media (es decir, encontrar LIC y L.SC), suponiendo que el 
tamaño de la muestra es 6. 

2. (Diagrama de control tres sigma) Demostrar que, en el problema I, el requisito del 
nivel de significancia a = 0.3% conduce a LIC = p-3o/i/ñ y LSC = + 3cr/ -fñ y 
encontrar los valores numéricos correspondientes. 

3. ¿Qué tamaño de muestra debe tomarse en el problema 1 si se desea que LIC y LSC estén 
un poco más próximos entre si, por ejemplo, LSC — LIC = 0.05, sin modificar el nivel de 
significancia? 

4. ¿Cómo cambia el significado de los límites de control (1) si se aplica un diagrama de 
control con estos límites en el caso de una población que no es normal? 

5. ¿Cómo debe modificarse el tamaño de la muestra al controlar la media de una población 
normal, si se desea que LSC — LIC disminuya hasta la mitad de su valor original? 

6. ¿Qué LSC y LIC deben usarse, en vez de ( I), si en lugar de x se emplea la suma ..r, + , 

+ x u de los valores muéstrales? Determinar estos limites en el caso de la figura 5 13 
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7. De un lote de producción de tomillos se tomaron 10 muestras de tamaño 2. Los valores 
(longitud en milímetros) son 

Muestra número 1 2 3 4 5 67 8 910 

. 27.4 27.4 27.5 27.3 27.9 27.6 27.6 27.8 27.5 27.3 

Longitud 2 7.6 27.4 27.7 27.4 27.5 27.5 27.4 27.3 27.4 27.7 

Suponiendo que la población es normal con media 27.5 y variancia 0.024 y usando (1), 

establecer un diagrama de control para la media y trazar la gráfica de las medias de las 

muestras sobre tal diagrama. 

8. Graficár las medias de las 10 muestras siguientes (espesor de arandelas, valores codifica¬ 
dos) sobre un diagrama de control para medias, suponiendo que la población es normal 
con media 5 y desviación estándar 1.55. 

Tiempo 8:00 8:30 9:00 9:30 10:00 10:30 11:00 11:30 12:00 12:30 

33577 45 6 5 5 

Valores 46253 464 5 2 

muéstrales 8654634665 
48645 664 4 3 

9. Trazar la gráfica de los intervalos de variación de las muestras del problema 8, sobre un 

diagrama de control de los mismos. , 

10. Trazar la gráfica de = alE(R~) como una función de n, ¿Cuál es la razón por la que es 
una función monótona decreciente de n? 

11. Dado que la presencia de un punto fuera de los límites de control para la media indica proble¬ 
mas, ¿con qué frecuencia se estaría cometiendo la equivocación de buscar problemas inexistentes 
si se utilizan (a) límites una sigma, (b) límites dos sigmas? (Suponer normalidad.) 

12. ¿Cómo se indicaría el desgaste progresivo de la herramienta en la operación de un tomo 
automático por medio de un diagrama de control para la media? Contestar la misma pre¬ 
gunta para un cambio repentino en la posición de la Herramienta en esa operación. 

13. (Número de defectuosos) Encontrar fórmulas para LSC, RC y LIC (correspondientes a 
limites 3 a) en el caso de un diagrama de control para el número de defectuosos, supo¬ 
niendo que en un estado de control estadístico la fracción de defectuosos es p, 

14. (Diagrama de control de atributos) De una población de recipientes se tomaron 20 
muestras de tamaño 100. Los números de defectuosos (recipientes con fugas) en esas 
muestras (en el orden observado) fueron 

376145497056 13 49021 12 8 

Por experiencia previa se sabia que la fracción promedio de defectuosos esp = 5% siem¬ 
pre que el proceso de producción se desarrolle correctamente. Utilizando la distribución 
binomial, establecer un diagrama defracción de defectuosos (también denominado diagra¬ 
ma p), es decir, considerar LIO = 0 y determinar el LSC para la fracción de defectuosos 
(en porcentaje), usando los limites de tres sigma, donde a 2 es la variancia de la variable 
aleatoria X - Fracción de defectuosos en una muestra de tamaño 100. ¿El proceso está 
dentro de los límites de control? 

15. (Número de defectos por unidad) Sé utiliza un diagrama, denominado diagrama c o 
diagrama de defectos por unidad, para el control del número X de defectos por unidad 
(por ejemplo, el número de defectos por 10 metros de papel, el número de remaches perdi¬ 
dos en el ala de un avión, etc.) (a) Establecer fórmulas para RC, LIC y LSC correspondien- 
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tes a p + 3 O, suponiendo que X tiene una distribución de Poisson. (b) Calcular RC, LIC y 
LSC en un proceso de control del número de imperfecciones en vidrio laminado; suponer 
que este número es 2.5 por lámina en promedio cuando el proceso está bajo control. 


24.9 MUESTREO DE ACEPTACIÓN 

El muestreo de aceptación es otro procedimiento de prueba que reviste importancia 
práctica. Se aplica en la producción en masa cuando un productor suministra a un 
consumidor lotes de 77 artículos. En una situación de este tipo es necesario tomar la 
decisión de aceptar o rechazar un lote individual (por ejemplo, una caja de tomillos), 
dependiendo de la calidad del lote. A menudo esta decisión se basa en el resultado de 
la inspección de una muestra de tamaño n, tomada del lote, y en la determinación del 
número de artículos defectuosos (denominados por brevedad defectuosos) que hay 
en la muestra, es decir, artículos que no satisfacen las especificaciones (tamaño, co¬ 
lor, resistencia o cualquier característica que se considera importante). Si el número 
de defectuosos x en la muestra no es mayor que un número especificado c (< n), se 
acepta el lote. Si x > c, se rechaza el lote, c se denomina número permisible de defec¬ 
tuosos o número de aceptación. Resulta evidente decir que el productor y el consu¬ 
midor deben convenir en cierto plan de muestreo, es decir, en cierto tamaño n de la 
muestra y en un número de aceptación c. Un plan de este tipo se denomina plan de 
muestreo simple porque se basa en una sola muestra. Posteriormente se menciona¬ 
rán planes de muestreo doble en los que se utilizan dos muestras. 

Sea A el evento de que se acepte un lote. Es evidente que la probabilidad correspon¬ 
diente P(A) no sólo depende den y de c, sino también del número de defectuosos en el 
lote. Sea M este número. Además, el número x de defectuosos en una muestra dada es un 
valor observado de una variable aleatoria X. Suponer que se muestrea sin reemplazo; 
entonces X tiene una distribución hipergeométrica (ver la sección 23.6), de modo que 


( 1 ) 


P(A) = P(X S c) = 2 

x — 0 



SiM=0 (no hay ningún defectuoso en el lote), entonces Xdebe asumir el valor 0 y 



Para n y c fijos y Mereciente, la probabilidad P(A) disminuye. Si M — N (todos los 
artículos del lote son defectuosos), entonces X debe asumir el valor n y se tiene P(A) 
— P(X < c) porque c < n. 

La razón 0 = M/N se denomina fracción de artículos defectuosos en el lote. 
Observar que M = 770, y que (1) puede escribirse como 



Dado que 0 puede asumir uno de los 77+ 1 valores 0, 1/77, 2/77, • • • , 77/77, entonces la 
probabilidad P(A) está definida únicamente para estos valores. Para n y c fijos, la grá¬ 
fica de P(A) puede trazarse como una función de 0. Éstos son 77+ 1 puntos. Así, por 
estos puntos puede hacerse pasar una curva suave que se denomina curva caracte¬ 
rística de operación (curva CO) del plan de muestreo considerado. 





f- f ( ; í í ( ' r i i í r f ( ' c f r ( r f - ( r ( r -, r 


754 ESTADÍSTICA MATEMÁTICA 

Ejemplo 1. Plan de muestren simple. 

Suponer que ciertas brocas se empacan en cajas de 20 y se aplica el siguiente plan de muestreo simple: se 
extrae una muestra de dos brocas y la caja correspondiente se acepta si y sólo si las dos están en buenas 
condiciones. En este caso, N- 20, n = 2, c = 0 y (2) asume la fonna 

P ( A -, 0 ) = ^ 209 ^ 20 - 20t ^ = (2 ° ~ 209 >< 19 ~ 208 > 

Los valores numéricos son 

e 0.00 0,05 OJO 0J5 0,20 

P{A; 0) 1-00 0,90 0.81 0,72 0.63 

En la figura 5 I4 se muestra la curva CO 

En la mayor parte de los casos prácticos, 0 es pequeño (menor que ! 0%). En muchos casos, et tamaño 
N del lote es muy grande (1000,! 0 000, etc.), de modo que la distribución hipergeométrica dada en (1) y 
(2) puede aproximarse por la distribución binomíal con p = 0. Entonces, si n es tal que nQ es moderado 
(por ejemplo, menor que 20), esa distribución puede aproximarse por la distribución de Poisson con 1 
media p = /iG Así, por (2) se tiene que 

W P(A; 0) ~ e-P ¿ g (/t = n0). 

1 = 0 


Ejemplo 2. Plan de muestreo simple. Distribución de Poisson. 

Suponer que para lotes grandes se utiliza el siguiente plan de muestreo simple: se toma una muestra de 
tamaño n = 20. Si contiene no más de un defectuoso, se acepta el lote. Si la muestra contiene dos o más 
defectuosos, el lote se rechaza. En este plan, por (3) se obtiene 

P(A-, 0) ~ e- 200 (] + 200). 

En la figura 515 se muestra la curva CO correspondiente | 

Errores en el muestreo de aceptación 

Debido a que el muestreo de aceptación es una prueba, como acaba de verse, es 
necesario preguntarse cómo encaja en el círculo de ideas sobre las pruebas; en partí- 
cular, debe averiguarse qué sucede con respecto a los errores y analizarse el proble¬ 
ma práctico relacionado de elegir n y c. 

En el muestreo de aceptación, el productor y el consumidor tienen intereses dife¬ 
rentes. El productor puede establecer que la probabilidad de rechazar un lote "bueno" 
o "aceptable" sea un número pequeño, denominado oc. Él consumidor (comprador) 
puede demandar que la probabilidad de aceptar un lote "malo" o "inaceptable" sea un 
número pequeño f). De modo más preciso, suponer que las dos partes acuerdan que 
un lote en el que 0 no sea mayor que un cierto número 0 O es aceptable, en tanto que un 
lote en el que 0 es mayor o igual que cierto número 0,, es inaceptable. Entonces, a es 
la probabilidad de rechazar un lote con 8 S 0 t y se denomina riesgo del productor. 
Esto corresponde a un error del tipo I en la prueba de una hipótesis (sección 24.7). P es 
la probabilidad de aceptar un lote con 0 5 0^ recibe el nombre de riesgo del consumi¬ 
dor. Esto corresponde a un error del tipo II en la sección 24.7. En la figura 516 se 
muestra un ejemplo ilustrativo. 6 0 se denomina nivel de calidad aceptable (NCA) y 0, 
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Figura 514. Curva CO del plan de muestreo Figura 515. Curva CO del 

simple con n = 2 y c = 0 para lotes de tamaño ejemplo 2. 

A/=20. . - . 1 

es el porcentaje de tolerancia de defectuosos del lote (PTDL) o nivel de calidad 
rechazable (NCR). Un lote con 0 O < 0 < puede denominarse lote indiferente. 

Con base en la figura 516 se observa que los puntos (9 0 , 1 — a) y (0 p P) están 
sobre la curva CO. Es posible demostrar que para lotes grandes pueden elegirse 9 0 , 0, 
(>9 0 ), a y P y, luego, determinar n y c tales que la curva CO pase muy cerca de esos 
puntos establecidos. Se han publicado planes de muestreo para a, P, 9 0 y ©! especifi¬ 
cados; consultar la obra citada en el apéndice 1 como referencia [G5]. 

Este análisis sobre las relaciones conceptuales entre el muestreo de aceptación y 
las pruebas en general puede completarse y resumirse en la siguiente tabla: 

Muestreo de aceptación Prueba de hipótesis 

Nivel de calidad aceptable (NCA) 0 — 0 O Hipótesis 9 = 0„ 

Porcentaje de tolerancia de defectuosos por Alternativa 0 = 0, 
lote (PTDL) 0 = 0, 

Número permisible de defectuosos c Valor crítico c 

Riesgo a del productor de rechazar un lote Probabilidad a de cometer un error del 
con 9< 0 Q tipo I (nivel de significancia) 

Riesgo P del consumidor de aceptar un lote Probabilidad P de cometer un error del 
con 0 > 0, tipo II 

Rectificación 

El procedimiento de muestreo por sí mismo no protege al consumidor suficiente¬ 
mente bien. De hecho, si se permite al productor volver a presentar un lote rechazado 
sin decir que éste ya ha sido rechazado, entonces inclusive lotes malos serán acepta- 
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dos finalmente. Para proteger al consumidor contra ésta y otras posibilidades, el produc- ;)! 
tor puede acordar con el consumidor que un lote rechazado sea rectificado, es decir,': if 
que se inspeccione el 100%, artículo por artículo, y que todos los artículos defectuosos ; 5 
en el mismo se eliminan y reemplacen por no defectuosos. 1 ' Suponer que una planta í] 
produce 100 0% artículos defectuosos y que se rectifican los lotes rechazados. Enton- 
ces, K lotes de tamaño N contienen KN artículos, KN 0 de los cuales son defectuosos. ( 
KP(A ; 0) de los lotes se aceptan; éstos contienen un total de KPNB artículos defectuo- 
sos. Los lotes rechazados y rectificados no contienen artículos defectuosos. Por tanto, - 
después de la rectificación, la fracción de defectuosos en‘los K lotes es igual a KPN 0/ 
KN= BP(A; 0). A esta función de 0 se la denomina calidad saliente promedio (CSP) 
y se denota por CSP(0). Así, 

(4) f AOQ(O) = 0P(A; 0 ). 

Dado un plan de muestreo, a partir de P(A; 0) y la curva CO pueden obtenerse fácil¬ 
mente esta función y su gráfica, la curva de calidad saliente promedio (curva CSP). 
En la figura 517 se muestra un ejemplo. 

Es evidente que CSP(0) = 0. También, CSP(l) = 0 porque P(A; 1) = 0. Por ésto y 
CSP S 0 se concluye que esta función debe tener un máximo en algún 0 = 0*. El valor 
correspondiente CSP(0*) se denomina límite de la calidad saliente promedio (LCSP). 
Ésta es la peor calidad promedio que es de esperar se acepte con el procedimiento de 
rectificación. 

Resulta que varios planes de muestreo simple pueden corresponder al mismo 
LCSP; ver la obra citada en el apéndice 1 como referencia [G5]. Por tanto, si el LCSP 
es todo lo que preocupa al consumidor, el productor tiene cierta libertad para elegir 
un plan de muestreo y es posible que elija un plan que minimice la cantidad de muestreo, 
es decir, el número de artículos inspeccionados por lote. Este número es 

nP(A; 0) + N( 1 - P(A; 0)) 

en donde él primer término corresponde a los lotes aceptados y el último a los recha¬ 
zados y rectificados; de hecho la rectificación requiere la inspección de todos los N 
artículos del lote y 1 — P(A; 0) es la probabilidad de rechazar un lote. 

Planes de muestreo doble. Por último, se mencionará que es posible ahorrar trabajo 
de inspección aplicando un plan de muestreo doble , en donde la muestra de tamaño n 
se divide en dos muestras de tamaños n, yn, (en donde n, + n, = n). Si el lote es muy 
bueno o muy malo, entonces es posible que se decida aceptar o rechazar utilizando 
sólo una muestra, de modo que la otra resulta necesaria en el caso de un lote de 
calidad intermedia únicamente. La referencia [G5] contiene planes de muestreo do¬ 
ble aplicando inspección de rectificación del tipo siguiente (en donde x, y x, son los 
números de defectuosos en esas dos muestras). 

1. Si x ¡ < c v se acepta el lote. Si x, > c 2 , se rechaza el lote. 

2. Si c, < x, < c„ usar también la segunda muestra. Si x, + x, < c„ se acepta el lote. 

Si x, + x 2 > c 2 , se rechaza el lote. 

7 Por supuesto, la rectificación es imposible si la inspección es destructiva, o si no merece la pena por 
ser demasiado costosa en comparación con el valor del lote. El lote rechazado debe entonces venderse 
a un bajo precio o desecharse. 
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Figura 516. Curva CO, riesgos del productor y del consumidor. 



Figura 517. Curva CO y curva CSP para el plan de muestreo de la figura 514. 

Problemas de la sección 24.9 

x. Grandes lotes de hojas de afeitar se inspeccionan mediante un plan de muestreo simple en 
el que se usan una muestra de tamaño 20 y el número de aceptación c = 1. ¿Cuáles son las 
probabilidades de aceptar un lote con I %, 2%, 10% de defectuosos (hojas romas)? Usar 
la tabla A6 en el apéndice 5, Trazar la gráfica de la curva CO. 
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2. Grandes lotes de baterías para calculadoras de bolsillo se inspeccionan mediante el si¬ 
guiente plan: se extraen aleatoriamente n = 30 baterías de un lote y se prueban. Si esta 
muestra contiene cuando mucho c = 1 batería defectuosa, se acepta el lote. De lo contrario, 
se rechaza. Trazar la gráfica de la curva CO del plan, usando la aproximación de Poisson. 

3. Trazar la gráfica de la curva CSP del problema 2. Determinar el LCSP, suponiendo que se 
aplica rectificación. 

4. Hacer el trabajo requerido en el problema 2 si n = 50 y c = 0. 

5. En el ejemplo I, ¿cuáles son los riesgos del productor y del consumidor si NCA es 0.1 y 
NCR es 0.6? 

6. Encontrar la aproximación binomial de la distribución hipergeométrica en el ejemplo 1 y 
comparar los valores aproximado y exacto. 

7. Se extraen muestras de cinco tomillos de un lote con fracción de defectuosos 8. El lote se 
acepta si la muestra (a) no contiene ningún tomillo defectuoso, (b) contiene cuando mu¬ 
cho un tomillo defectuoso. Usando la distribución binomial, encontrar, trazar y comparar 
las curvas CO. 

8. Calcular/ 3 ^; 0) en el ejemplo 1 si el tamaño de la muestra se incrementa de n = 2 a n = 3, y los 
otros datos permanecen iguales. Calcular P(Aj 0 10) y P(A\ 0.20) y comparar con el ejemplo 1. 

9. ¿Por qué es imposible que una curva CO tenga una porción vertical que separe la buena 
calidad dé la mala calidad? 

10. Graficar y comparar planes de muestreo con c = I y valores crecientes de n, por ejemplo, 
n — 2, 3, 4. (Usar la distribución binomial.) 

11. De cada lote se extraen muestras de tres fusibles y un lote se acepta si en la muestra 
correspondiente se encuentra no más de un fusible defectuoso. Elaborar una crítica de 
este plan de muestreo. En particular, determinar la probabilidad de aceptar un lote que sea 
50% defectuoso. (Usar la distribución binomial.) 

12. Si en un plan de muestreo simple para grandes lotes de bujías para automóvil el tamaño de 
la muestra es 100 y se desea que NCA sea 5% y el riesgo del productor 2%, ¿qué números 
de aceptación c elegiría el lector? (Usar la aproximación normal.) 

13. ¿Cuál es el riesgo del consumidor en el problema 12 si se desea que NCR sea 12%? 
Trazar la gráfica de las curvas CO y CSP del plan de muestreo simple para grandes lotes 
con n = 5 y c = 0, y encontrar el LCSP. 

15. Encontrar los riesgos en el plan de muestreo simple con n - 5 y c = 0, suponiendo que el 
NCA es 9 0 = 1 % y el NCR es 0 , = 15%. 

4.10 BONDAD DE AJUSTE. PRUEBA x 2 

Hasta el momento se hán analizado pruebas para parámetros desconocidos (|l, o, 
etc.) en distribuciones de las que se conocía eí tipo o éste no importaba porque se 
contaba con una gran muestra, de modo que por el teorema del límite central (sección 
24.6) también era posible aplicar a otras distribuciones métodos diseñados para la 
distribución normal (¡con la precaución idónea!). Sin embargo, ¿qué puede hacerse 
si se desea probar si una distribución es de cierto tipo, por ejemplo, normal? Esto 
significa que se desea probar que cierta función F(x) es la función de distribución de 
una distribución a partir de la cual se tiene una muestra x p • • - , x n . Esta importante 
tarea práctica se denomina_prueba de la bondad de ajuste: ¿Qué tan bien la función 
de distribución muestral F(x) se ajusta a la función de distribución hipotética F{x)l 
Resulta evidente que la función de distribución muestral F(x) es una aproxima¬ 
ción de F(x), y si se aproxima a F(x) "suficientemente bien", entonces se acepta la 
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hipótesis de que F(x) es la función de distribución de la población. Si F (x) se desvia 
"demasiado" de F(x), se rechaza la hipótesis. 

Para tomar esta decisión, debe saberse cuánto puede diferir F (x) de F(x ) si la 


nrrlorlpro Pnr to 
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la desviación de F(x) con respecto F(x) y es necesario conocer la distribución de 
probabilidad de esta cantidad, en el supuesto de que la hipótesis es verdadera. Luego 
se procede como se indica a continuación: se determina un número c tal que, si la 
hipótesis es verdadera, una desviación mayor que c tiene una pequeña probabilidad 
preasignada. Sin embargo, si ocurre una desviación mayor que c, se tiene una razón 
para dudar de que la hipótesis es verdadera, por lo que es rechazada. Por otra parte, si 
la desviación no excede a c, de modo que F (x) es una aproximación suficientemente 
buena de F(x), se acepta la hipótesis. Por supuesto, si se acepta la hipótesis, esto 
significa que no se tiene evidencia suficiente como para rechazarla y no se excluye la 
posibilidad de que existan otras funciones que no se rechazarían en ¡aprueba. En este 
sentido, la situación es bastante semejante a la expuesta en la sección 24.7. 


Tabla 24.10. Prueba de ji cuadrada para la hipótesis de que F(x) es la función de 
distribución de una población a partir de la cual se tomó una muestra x,, ■ • • ,x n 


Primer paso. Subdividir el eje x en K intervalos /,, / 2 , • - - , I K de modo que cada 
intervalo contenga por lo menos 5 valores de la muestra dadax,, • • •, x n . Determi¬ 
nar el número b. de valores muéstrales en el intervalo en donde / = 1, • • •, K. Si 
un valor muestral está en un punto frontera común de dos intervalos, sumar 0.5 
a cada uno de los dos b ¡ correspondientes. 

Segundo paso. Usando F(x), calcular la probabilidad p de que la variable 
aleatoria X en consideración asuma cualquier valor en el intervalo /, en donde 
j = 1, - - , K. Calcular 


(Éste es el número de valores muéstrales teóricamente esperados en / y si la 
hipótesis es verdadera.) 

Tercer paso. Calcular la desviación 


j = i e i 


Cuarto paso. Elegir un nivel de significancia (5%, 1% u otro semejante). 
Quinto paso. Determinar la solución c de la ecuación 


a partir de la tabla de la distribución ji cuadrada con K — 1 grados de libertad 
(tabla Al 1, apéndice 5). Si se desconocen r parámetros de F(x) y se utilizan sus 
estimaciones de máxima probabilidad (sección 24.5), entonces usar K - r — 1 
grados de libertad (en vez de K — 1). 

Si X 0 2 c ’ ace P tar la hipótesis. Si % B 2 > c, rechazar la hipótesis. 
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En la tabla 24.10 se presenta una prueba de este tipo, que fue introducida por RjfS 
A. Fisher. Esta prueba se justifica por el hecho de que si la hipótesis es verdadera || 
entonces x 0 ’ es un valor observado de una variable aleatoria cuya función de distribu-’É 
ción se aproxima a la de la distribución ji cuadrada con K— 1 grados de libertad (oÉ! 
con K — r — 1 grados de libertad, si se estiman r parámetros) conforme n tiende a'^l 
infinito. El requisito de que cuando menos cinco valores muéstrales deben estar en l| 
cada intervalo, mencionado en la tabla 24.10, es un resultado del hecho de que, para 
n finito, esa variable aleatoria sólo tiene aproximadamente una distribución ji cuadra- ' í 
da. En la obra citada en el apéndice 1 como referencia [G3] puede consultarse una l 
demostración de lo anterior. Si la muestra es tan pequeña que no puede cumplirse l 
este requisito, es posible continuar con la prueba, aunque entonces el resultado debe ; 
usarse con mucho cuidado. 

Ejemplo 1. Prueba de normalidad. 

Probar si la población de la cual se lomó la muestra de la tabla 24.2, sección 24.3, es normal. 

Solución. Las estimaciones de máxima probabilidad para |tyo ! son |á = x = 364.7 y cr = 712.9. El 
cálculo de la tabla 24.11 da x {) 2 - 2,790, Se toma a = 5%. Como K= 10 y se estimaron r~2 parámetros, 
es necesario usar la tabla A11 , apéndice 5, canK-r - I = 7 grados de libertad, con lo que se encuentra 
c = 14.07 como la solución de A(x 2 < c) = 95%, Como < c, se acepta la hipótesis de que la población 
es nonnai. g 


Tabla 24.11. Cálculos en el ejemplo 1. 
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0.1335 

■ • 0.2296 
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11 
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345 • 

• • 355 
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-0.36 
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14 
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0.00 

0.3594 
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16 
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0.39 

0.5000 

• • 0.6517 
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15 
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375 • 

• • 385 

0.39 • ■ ■ 

0.76 

0.6517 

• - 0.7764 

12.47 

8 

1.602 

385 • 

• • 395 

0.76 - • - 

1.13 

0.7764 

• • 0.8708 

9.44 

10 

0.033 

395 • 

• • 405 

1.13 ■ • • 

1.51 

0.8708 

- ■ 0.9345 

6.37 

8 

0.417 

405 ■ 

” • CO 

1.51 • ■ ■ 

CO 

0.9345 

- • 1.0000 

6.55 

6 

0.046 


Problemas de la sección 24.10 

1. Si al lanzar un dado 180 veces se obtuvo 1, • • •, 6 con las frecuencias absolutas 25,31,33, 
27, 29, 35, ¿es posible afinnar en el nivel del 5% que el dado es legal? 

2. Resolver el problema I si la muestra es 39, 22, 41,26, 20, 32. 

3. En un experimento clásico, R. Wolf lanzó un dado 20 000 veces y obtuvo I,- •, 6 con las 
frecuencias absolutas 3407, 3631, 3176, 2916, 3448, 3422. Probar si el dado era legal, 
usando a = 5%. 
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4. Si al lanzar 100 veces una moneda se obtienen 40 caras y 60 cruces, ¿es posible afirmar en 
el nivel del 5% que la moneda es legal? 

5. Si al lanzar 10 veces una moneda se obtiene la misma razón que en el problema 4 (4 caras 
y 6 cruces), ¿la conclusión es la misma que en ese problema? Primero hacer una conjetu¬ 
ra, luego realizar los cálculos. 

6. Un fabricante afirma que en el proceso de producción de hojas de afeitar, sólo el 2.5% de 
éstas son romas. Probar tal afirmación contra la alternativa de que son romas más del 
2.5%, usando una muestra de 400 hojas en las que 17 son romas. (Usar a = 5%.) 

7. En una tabla de dígitos aleatorios, los dígitos pares y los impares deben aparecer aproxi¬ 
madamente con la misma frecuencia. Probar este hecho usando como muestra los 50 
dígitos del renglón 0 de la tabla A9, apéndice 5. (Usar a = 5%.) 

8. Al lanzar 50 veces una moneda, ¿cuál seria el número mínimo de caras (mayor que 25) 
que conduciría al rechazo de la hipótesis de que la moneda es legal, en el nivel del 5%? 

9. Entre las 13 hrs y las 14 hrs de cinco días consecutivos (de lunes a viernes), cierta gaso¬ 
linera atendió a 92, 60,66, 62 y 90 clientes, respectivamente. Probar la hipótesis de que el 
número esperado de clientes durante esa hora es el mismo en esos dias.) (Usar a = 5%.) 

10. De una gran producción de remaches de cada una de tres máquinas se tomaron tres mues¬ 
tras de 200 remaches cada una. Los números de remaches defectuosos en las muestras 
fueron 7, 8 y 12. ¿Es significativa esta diferencia? (Usar a = 5%.) 

11. Usando la muestra que se proporciona, probar que la población correspondiente tiene una 
distribución de Poisson. x es el número de partículas alfa por intervalos de 7,5 segundos 
observadas por E. Rutherford y H. Geiger en uno de sus experimentos clásicos realizados 
en 1910, y a(x) es la frecuencia absoluta (= número de periodos durante los cuales se 
observaron exactamente x partículas). 


X 

a(x) 

X 

a(x) 


a(x) 

0 

57 

5 

408 

10 

10 
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6 

273 

11 

4 

2 

383 

7 

139 

12 

2 

3 

525 

8 

45 

§13 

0 

4 

532 

9 

27 




12. ¿Puede afirmarse que el tráfico en los tres carriles de una autopista (en una dirección) es 
aproximadamente el mismo en cada uno de ellos si al contar se obtienen 910, 850, 720 
automóviles en los carriles derecho, de enmedio e izquierdo, respectivamente durante el 
mismo intervalo? 

13. Si se sabe que el 25% de ciertas varillas de acero producidas por un proceso estándar se 
romperían al someterlas a una carga de 5 000 Ib, ¿puede afirmarse que un nuevo proceso 
produce la misma razón de ruptura si se encuentra que en una muestra de 80 varillas 
producidas por el nuevo proceso, 27 se rompieron al someterlas a la carga mencionada? 

14. ¿Era nonnai la muestra de la tabla 24.4, sección 24.3, tomada de una población nonnai? 

15. Comprobar los cálculos en el ejemplo I. 

24.11 PRUEBAS NO PARAMÉTRICAS 

Las pruebas no paramétricas, también denominadas pruebas sin distribución, son 
válidas para cualquier distribución; por tanto, son prácticas en casos en los que el tipo 
de distribución es desconocido, o se conoce pero de modo que no se cuenta con ningu- 
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na prueba diseñada específicamente para estos casos. En esta sección se explicará 
la idea básica de tales pruebas, que se basan en "estadísticos de orden" y son muy 
sencillas. Si pudiera elegirse, las pruebas diseñadas para una distribución específi¬ 
ca, por lo general proporcionan mejores resultados que las pruebas no paramétricas: 
por ejemplo, esto es válido para las pruebas en la sección 24.7 para la distribución 
normal. 

Se analizarán dos pruebas en términos de ejemplos típicos. Al deducir las distri¬ 
buciones usadas en la prueba, es esencial que las distribuciones de las que se muestrea 
sean continuas. (Las pruebas no paramétricas también pueden deducirse para distri¬ 
buciones discretas, aunque es algo más complicado.) 

Ejemplo 1. Prueba del signo para la mediana. 

Una mediana es una soluciona: = ú de la ecuación F(x) = 0.5, en donde A es la función de distribución. 

Suponer que ocho operadores de radio fueron sometidos a una prueba, primero en recintos sin aire 
acondicionado y después en recintos c,on aire acondicionado durante el mismo periodo de tiempo, y que 
las diferencias de los errores (con aire acondicionado menos sin aire acondicionado) fueron 

9 4 0 6 4 0 7 11 , 

Probar la hipótesis p ~ 0 (es decir, que el aire acondicionado no tiene ningún efecto sobre los resulta¬ 
dos) contra la alternativa p > 0 (es decir, que en los recintos sin aire acondicionado se obtienen rendi¬ 
mientos inferiores). 

Solución. Se elige el nivel de significancia a — 5%, Si la hipótesis es verdadera, entonces ja probabilidad 
p de obtener una diferencia positiva es la misma que para una diferencia negativa. Por tanto, en este caso, 
p = 0.2, y la variable aleatoria 

X= Número de valores positivos entre n valores 

tiene una distribución binomial conp = 0.5. La muestra dada tiene 8 valores. Se omiten los valores 0, que 
no contribuyen a la decisión. Entonces quedan seis valores, todos positivos. Como 

P(X = 6) = (®) (0.5) 6 (0.5)° = 0.0156 = 1.56% < a, 

entonces se rechaza )a hipótesis y se afirma que et número de errores cometidos en los recintos sin aire 
acondicionado es significativamente superior, de modo que es necesario considerar la instalación de aire 
acondicionado. n 


Ejemplo 2. Prueba para una tendencia arbitraria. 

Se utiliza cierta máquina para cortar trozos de alambre. Cinco trozos consecutivos tienen las longitudes 
29 31 28 30 32. 

Usando esta muestra, probar la hipótesis de que no hay tendencia alguna, es decir, que la máquina no 
tiende a producir trozos cada vez más largos o cada vez más cortos.. Suponer que el tipo de máquina sugiere 
la alternativa de que hay una tendencia positiva, es decir, la tendencia de cortar trozos cada vez más largos. 

Solución. Se cuenta el número de transposiciones en la muestra, es decir, el número de veces en los que 
un valor mayor precede a uno menor: 



29 precede a 28 
31 precede a 28 y a 30 


(1 transposición), 

(2 transposiciones). 
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Los tres valores muéstrales restantes siguen en orden creciente Por tanto, en la muestra existen 1+2 = 3 
transposiciones, A continuación se considera la variable aleatoria 

7 = Número de transposiciones.. 

Si la hipótesis es verdadera (no hay tendencia), entonces cada una de las 5! = 120 permutaciones de los 
cinco elementos 1 2 3 4 5 tiene la misma probabilidad (l/i 20). Estas permutaciones se disponen según su 
número de transposiciones: 

7=0 7=1 7=2 7=3 

12345, 12 3 5 4 1 24 5 3 12543 

12435 1 2 5 3 4 13452 

13245 13254 13524 

21345 13425 14 2 53 

1 4 2 3' 5 1 4 3 2 5 

21354' 15234 

2 1435 21453 

2 3 14 5 2 1 5 3 4 etc. 

31245 23154 

2 3 4 1 5 

2 4 13 5 

3 12 5 4 

3 14 2 5 

3 2 14 5 

4 12 3 5 

Con base en lo anterior se obtiene 

7(7 S 3) = y£¡j + i4¡; + ifo + ^ = 1=05 = 24%. 

Por tanto, se acepta la hipótesis. 

Los valores de la función de distribución de T en el caso en que no hay tendencia se muestran en la 
tabla A13, apéndice 5. El método y aquellos valores se refieren a distribuciones continuas- Entonces, 
teóricamente es posible esperar que todos los valores de una muestra sean diferentes. En la práctica,, 
algunos valores muéstrales todavía pueden ser iguales debido al redondeo. Si m valores son iguales, se 
suma m(m — l)/4 (= valor medio de las transposiciones en el caso de las permutaciones de m elementos), 
es decir, 1/2 por cada par de valores iguales, 3/2 por cada tema, etc. 

Problemas de la sección 24.11 

1. ¿Son mejores los filtros para aire del tipo A que los del tipo B si en diez ensayos los A 
dieron aire más limpio que los B en siete casos, los B dieron aire más limpio que los A en 
1 caso, mientras que en dos de los ensayos los resultados para los A y los B fueron prác¬ 
ticamente iguales? 

2. Probar si un interruptor termostático está ajustado correctamente a 20°C contra la alterna¬ 
tiva de que su ajuste es demasiado bajo. Usar una muestra de 9 valores, de los cuales 8 son 
menores que 20°C y 1 es mayor que 20°C. 

3. Probar p = 0 contra M > 0, usando 1, -1, 1,3, -8,6, 0 (desviaciones del azimut [múltiplos 
de 0,01 radianes] en alguna revolución de un satélite)., 

4. A cada uno de 10 pacientes se les administraron dos sedantes diferentes A y B. En la tabla 
siguiente se muestra el efecto (aumento del tiempo de sueño, medido en horas). Aplican¬ 
do la prueba del signo, investigar si la diferencia es significativa. 
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A 

B 

1.9 

0.7 

0.8 
- 1.6 

1.1 

-0.2 

0.1 

-1.2 

-0.1 

-0.1 

4.4 

3.4 

5.5 

3.7 

1.6 

0.8 

4.6 

0.0 

3.4 

2.0 

Diferencia 

1.2 

2.4 

1.3 

1.3 

0.0 

1.0 

1.8 

0.8 

4.6 

1.4 


5. Suponiendo que las poblaciones correspondientes a las muestras del problema 4 son nor¬ 
males, aplicar la prueba explicada en el ejemplo 3, sección 24.7. 

6. ¿Un proceso de producción de tubos de plástico de longitud p = 2 metros, requiere ajuste 
si en una muestra, 4 tubos tienen la longitud exacta, 15 son más cortos y 3 son más largos 
que 2 metros? (Usar la aproximación normal de lá distribución binomial; ver la sección 23.7.) 

7. Realizar las cálculos del problema 6 sin usar el teorema del límite de De Moivre-Laplace. 

8. Plantear una prueba del signo para el cuartil inferior q a (definido por la condición F(q u ) 

= 0.25). _ _ 

9. ¿Cómo procedería el lector en la prueba del signo si la hipótesis es p = P„ (cualquier 
número) en vez de p = 0? 

10. ¿Los aumentos en el precio de la leche conducen a una disminución en las ventas si las 
cifras diarias [galones] (ordenadas según el aumento diario a los precios) son como se 
muestra a continuación? 

79 76 42 60 65 49 34 56 28 

11. ¿La reacción de un proceso químico depende de la temperatura? (Probar contra una ten¬ 
dencia positiva.) 

Temperatura [°C] 10 20 30 40 60 80 

Reacción kg/min 0.6 1.1 0.9 1.6 1.2 2.0 

12. Probar la hipótesis de que para cierto tipo de voltímetro las lecturas son independientes de 
la temperatura 7[°C], contra la alternativa de que tienden a aumentar con T. Usar una 
muestra de valores obtenidos al aplicar una tensión constante: 


Temperatura T [°C] 

10 

20 

30 

40 

50 

Lectura V [volts] 

99.5 

101.1 

100.4 

10Ó.8 

101.6 


13. En un experimento de alimentos para cerdos, se registraron las siguientes ganancias en 
peso [Kg] de 10 animales (ordenadas según cantidades crecientes de alimento suministra¬ 
das diariamente): 

20 17 19 18 23 16 25 28 24 22. 

Probar que no hay tendencia contra una tendencia positiva. 

14. ¿La cantidad de fertilizante incrementa el rendimiento de trigo A'[kg/parcela]? Usar una 
muestra de valores ordenados según cantidades cada vez mayores de fertilizante: 

41.4 43.3 39.6 43.0 44.1 45.6 44.5 46.7. 

15. Aplicar la prueba del ejemplo 2 a los datos siguientes (x = contenido de disulfuro de un 
cierto tipo de lana, medido en porcentaje del contenido en las fibras no reducidas; y — 
contenido de agua de saturación de la lana, medido en porcentaje). 


X 

10 

15 

30 

40 

50 

55 

80 

100 

y 

50 

46 

43 

42 

36 

39 

37 

33 


’V’y 

'*) ; 

" s >, 1 

"V 

1, 
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Hasta el momento se han estudiado experimentos aleatorios en los cuales se observó 
una sola cantidad (variable aleatoria) y se obtuvieron muestras cuyos valores eran 
simples números. En esta última sección del capítulo se analizarán experimentos en 
los que se observan o miden dos cantidades de manera simultánea, dé modo que se 
obtienen muestras de pares de valores (x t ,y ¡ ), (x,, y,), • • ■ , (x n ,y n ). En la práctica es 
posible distinguir entre dos tipos de experimentos, como se muestra a continuación. 

X. En el análisis de correlación, las dos cantidades son variables aleatorias y se 
tiene interés en las relaciones existentes entre ellas. Algunos ejemplos son la relación 
(se dice "correlación") entre el desgaste X y el desgaste Y de los neumáticos delante¬ 
ros de un automóvil, entre las calificaciones Xy Y de los estudiantes en matemáticas 
y física, respectivamente, entre la dureza X de las placas de acero en el centro y la 
dureza Y cerca de los bordes, etc. (No se analizará esta rama de la estadística.) 

2. En el análisis de regresión, una de las dos variables, por ejemplo x, puede 
considerarse como una variable ordinaria porque puede medirse sin error apreciable 
o porque es posible asignarle valores deseados, x se denomina variable indepen¬ 
diente o, algunas veces, variable controlada porque es posible controlarla (fijarla 
en valores elegidos). La otra. Y, es una variable aleatoria, y se tiene interés en la 
dependencia de Y con respecto a x. Ejemplos típicos son la dependencia de la presión 
sanguínea Y con respecto a la edad x de una persona o, como se dirá a continuación, 
la regresión de Y sobre x, la regresión de la ganancia de peso Y de ciertos animales 
sobre la ración diaria de alimento x, la regresión de la conductividad calorífica Y del 
corcho sobre el peso específico x del mismo, etc. 

En general, en un experimento usualmente se eligen x p - • • , x n y luego se obser¬ 
van los valores correspondientes y,, ■ - • ,y n de Y, de modo que se obtiene una muestra 
(*,, >j)> 4 ' ' , (x„, y j). Así, en análisis de regresión la dependencia de Y sobre x es una 
dependencia de la media (i de Y sobre x, es decir, tal que p = |i(x) es una función en el 
sentido usualmente aceptado. La curva de p(x) se denomina curva de regresión de Y 
sobre x. 

En esta sección se analizará el caso más sencillo, el de una recta cuando 

(1) PW = k 0 + k x x - 

Entonces, es posible que se desee situar las valores muéstrales como n puntos en el 
plano xY, ajustar una recta que pase por ellos y usar esta recta con el fin de estimar p(x) 
en valores de x que revisten interés, de modo que se sepa qué valores de Y pueden 
esperarse para tales valores de x. No es posible ajustar a "simple vista" la recta, ya que 
sería subjetivo; es decir, los resultados de personas distintas serán diferentes, especial¬ 
mente si los puntos están dispersos. Así pues, se requiere un método matemático con el 
que se obtenga un resultado único dependiente sólo de los n puntos. Un procedimiento 
ampliamente usado es el método de los mínimos cuadrados desarrollado por Gauss. 
En la situación que se está manejando, este-método puede plantearse como sigue: 

Principio de los mínimos cuadrados. La recta debe ajustarse a través de los puntos 
dados, de modo que la suma de los cuadrados de las distancias de esos puntos a ¡a 
recta sea mínima, en donde la distancia se mide en la dirección vertical (la dirección y). 
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A fin de obtener unicidad, se requiere una condición adicional. Para ver estdj 
considerar la muestra (0, 1), (0, -1). Entonces todas las rectas y = k t x con cualquier k 
satisfacen el principio. (¿Puede el lector ver por qué?) La siguiente suposición impli- 
ca la unicidad, como se verá 

Suposición general (Al) 

Los valores x,, • • - , x a en la muestra dada (x,, y,), ■ • ■ , (x, y J no son todos iguales. 

A partir de una muestra dada (x,, y,), • • - , (x n , n ), a continuación se determinará 
una recta por mínimos cuadrados. La ecuación de esta recta se escribe como 

(2) y = k Q + k x x 

y se denomina recta de regresión de la muestra porque es la contraparte de la recta 
de regresión de la población. 

Asi la distancia vertical (medida en la dirección y) de un punto (x, y ) de la 
muestra a la recta (2) se define como 


Por tanto, la suma de los cuadrados de tales distancias es 


2 (y* 


V,') 2 - 


(verFig. 518). 



Figura 518. Distancia vertical del punto 
(*> y) a la recta y = k 0 + k,x. 

En el método de mínimos cuadrados ahora es necesario determinar k y k t de modo 
que q sea mínimo. Por cálculo se sabe que una condición necesaria para lo anterior es 

m = ° 

Se verá que, a partir de esta condición, para la recta de regresión de la muestra se 
obtiene la fórmula 

(5) y - y = kdx - x) 


en donde x y y son las medias de los ..valores x y y en la muestra de este caso, 


(6) x = - (x, + 

n 1 


y = - (yj + ■ ■ . + y n ), 


y 
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y la pendiente k., denominada coeficiente de regresión, se define como 


2 

“1 


en donde la "covariancia de la muestra" está dada por 


< 8 > s xy = -—j¡ 2 (*# - xXy, - y ) 
.7=1 




-: 2 ( x j - *) z 

n -'j-i 3 




Por (5) se observa que la recta de regresión de la muestra pasa por el punto (x,y), por 
el que está determinada, junto con el coeficiente de regresión (7). Para la muestra de 
este caso, es posible denominar a s 2 variando de los valores x [de manera semejante 
a (2) en la sección 24.4], aunque es necesario tener en cuenta que x no es una variable 
aleatoria, sino uná variable ordinaria. 

Deducción de (5) y (7). Al derivar (3) y aplicar (4), primero se obtiene 


en donde se suma sobre j desde 1 hasta n. Luego se divide entre 2, cada una de las dos 
sumatorias se escribe como tres sumatorias y se consideran las que contienen ay^. y 
xjyj a la derecha. Así se obtienen las "ecuaciones normales" 

nk 0 + k 1 '2x, = 2 y,- 

(io) ^ ^ ^ 

k 0 2 Xj + k i 2 = 2 Xjyj. 

Éste es un sistema lineal de dos ecuaciones en las dos incógnitas k 0 y A,. El determi¬ 
nante de sus coeficientes es [ver (9)] 


n 

2 Xj / 


= „2x/-( 

2*j 

2*/ v 


n 2x/ - (2*,-) Z = «(« - D*! 2 = » 2 QCj - X) 2 


que es diferente de cero debido a la suposición (Al), de modo que el sistema tiene 
una solución única. Al dividir la primera ecuación entre n y aplicando (6), se obtiene 









ESTADISTICA MATEMÁTICA :í | 

¡c = y - Ar,3c. Junto cony = + k x x, lo anterior da (5). Para obtener (7), el sistema se'yji 

resuelve aplicando la regla de Cramer o por eliminación, con lo que se encuentra 

n'2x j y J -'Zx i '2 l y J f 

(11) k i~ n{n-\)s 2 ' é 

Tabla 24.12. 

Regresión de la disminución del volumen y [%] 
de piel sobre la presión x atmósferas 


Valores dados 

Valores auxiliares 

x i 


X? 

J 

X ?S 

4,000 

2.3 

16,000,000 

9,200 

6,000 

4.1 

36,000,000 

24,600 

.8,000 

5.7 

64,000,000 

45,600 

10,000 

6.9 

100,000,000 

69,000 

28,000 

19.0 

216,000,000 

148,400 


(C. E. Weir, Journ. Res. Nat. Bureau of Standards 45 (1950), 
468.) 


Así se obtiene (7)—(9) y se completa la deducción. 

[El estudiante puede demostrar la igualdad de las dos expresiones en (8) y (9); 
ver el problema 10.] I 


Ejemplo 1. Recta de regresión. 

Se midió la diminución en el volumen^ {%] de piel para ciertos valores fijos de alta presión x [atmósfe¬ 
ras]. Los resultados se muestran en las dos primeras columnas de la tabla 24.12, Encontrar la recta de 
regresión de y sobre jc . 

Solución. Se ve que n = 4 y se obtienen los valores x - 28 000/4 = 7 000, y — 19.0/4 = 4.75. 


V-;( ! 


28 000 2 \ 20 000 000 


28 000- 19 \ 
4 ) 


3 \ 4/3 

Por tanto, k = 15 400/20 000 000 = 0.00077 y la recta de regresión es 


■ 4.75 = 0.00077(.r - 7000) 


: 0.000 llx - 0.64. 


Intervalos de confianza en análisis de regresión 

Si se desea obtener intervalos de confianza es necesario establecer suposiciones so¬ 
bre la distribución de Y (que no se han establecido hasta el momento; ¡los mínimos 
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cuadrados constituyen un "principio geométrico", en donde no se implican probabi¬ 
lidades!) Se supone normalidad e independencia al muestrear: 

Suposición (A2) 

Para ca daxfija la variable aleatoria Y es normal con media 


P-M = K„ + KjX 


y variancia a 1 independiente de x. 


Suposición (A3) 

Las n ejecuciones del experimento mediante el que se obtiene una muestra (x„ y,), 

(x y ) son independientes. 

" k en (12) se denomina coeficiente de regresión de la población , porque puede 
demostrarse que con las suposiciones (A 1)-(A3) la estimación de máxima probabth- 
dad de K, es el coeficiente de regresión k t de la muestra definido por (11). 

Con las suposiciones (A1)-(A3), ahora es posible obtener un intervalo de con¬ 
fianza para K,, como se muestra en la tabla 24.13. 


Tabla 24.13. Determinación de un intervalo de confianza para k, en (1) bajo las 
suposiciones (A1)-(A3) 

^T^n^^ms^^^iTn^Ul^onfianza y (95%, 99%, u otro se^üb 
Segundo paso. Determinar la solución c de la ecuación 

a3) Fíe) = |(1 + i) 

a partir de la tabla de la distribución / con n - 2 grados de libertad (tabla A10 en 
el apéndice 5; n = tamaño de la muestra). 

Tercer paso. Usando una muestra (x,.*). ■ ■ ‘calcular (n - * partir 

de (9), ( n - l)s tl , a partir de (8), k x a partir de (7), 


(n - 1 )V 


¿//-KM- 


«Jo = (« - 1X*2 2 - *iV)- 


Cuarto paso. Calcular* = cJ^7o^V(n-l)sf. El intervalo de confianza es 


CONF {kj - * S «j S k x + *}■ 
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Ejemplo 2. Intervalo de confianza para el coeficiente de regresión. 

Usando la muestra de la labia 24 I 2, determinar un intervalo de confianza para K. aplicando el método de 
la tabla 24.1 3 

Solución. Primer paso. Se elige Y — 0.95 

Segundo paso. La ecuación (13) asume la fonna /7c) = 0,975, y la tabla A10 en el apéndice 5 con n-2 
= 2 grados de libertad proporciona c = 4,30 

Tercerpaso. Del ejemplo I se tiene 3 í, 2 = 20 000 000 y k, = 0.00077, Con base en la tabla 24.12 se calcula 

192 

3 s 2 2 = 102.2 - — = 11.95, q Q = 11.95 - 20000000 0..00077 2 = 0.092. 

Cuarto paso. Asi, se obtiene K = 4.30 /o 092 / 2 - 20 000 000 = 0 000 206 y 

- CONF {0.00056 S Kl S 0,00098). * 

Problemas de la sección 24.12 

1. Ajustar una recta a simple vista. Calcular la distancia de detención de un automóvil que se 
desplaza a 35 millas por hora. 

x = Velocidad (mph) 20 30 40 50 

y = Distancia de detención (pies) 50 95 150 210 

En cada caso, encontrar y trazar la r ecta de regresión de y sobre x. 

2. (3, 3.5), (5, 2), (7, 4.5), (9, 3) 3. (-1, 1), (0, 1.7), (1, 3) 

4. (11, 22), (15, 18), (17, 16), (20, 9), (22, 10) 

5. Número de revoluciones (por minuto)* y potencia y [hp] de un motor diesel. 



6. Defonnación x [mm] y dureza de Brinell y [kg/mm 2 l de cierto tipo de acero. 

x 6 9 11 13 22 26 28 33 35 

.V 68 67 65 53 44 40 37 34 32 

En cada caso, encontrar un intervalo de confianza del 95% para el coeficiente de regresión K 
usando la muestra dada y considerando que se cumplen las suposiciones (A I) y (A3). 

7. * = Humedad del aire [%],.v= Dilatación de la gelatina [%]. 



8. La muestra del problema 5. 

9. La muestra del problema 6. 

10. Deducir la segunda expresión para j, 2 en (9) a partir de la primera. 

Cuestionario y problemas de repaso^del capítulo 24 

1. ¿Por qué y cómo se aplicó la teoria de probabilidad en estadística? 

2. ¿Qué son las estimaciones puntuales? ¿Y las estimaciones por intervalos? 


I 
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3. ¿Qué significa "prueba estadística"? ¿Qué errores ocurren al ejecutar pruebas? 

4. En general, ¿qué sucede con respecto a los errores en las pruebas si se toman muestras 
más grandes? 

5. ¿En qué casos se usó la distribución r? 

6. ¿Qué es la prueba x 2 ? Proporcionar un simple ejemplo de memoria, 

7. ¿Qué son las pruebas no paramétricas? ¿Cuándo es necesario aplicarlas? 

8. ¿Qué se entiende por pruebas unilaterales y bilaterales? Proporcionar ejemplos. 

9. ¿Qué se entiende por "bondad de ajuste"? 

10. El control de calidad es un tipo de prueba. Explicar este hecho. 

11. En el muestreo de aceptación se usan principios de pruebas. Explicar este hecho. 

12. ¿Qué es el nivel de significancia de una prueba" 2 ¿Cómo debe elegirse? 

13. ¿Qué es el poder de una prueba? ¿Qué debe hacerse si es bajo? 

14. ¿También es posible aplicar pruebas de la distribución nonnal a otras distribuciones? 
Explicar este hecho. 

15. De memoria, explicar la idea de estimación de máxima probabilidad. 

16. ¿Por qué en general pueden obtenerse mejores resultados en la ejecución de pruebas si se 
toman muestras más grandes? 

17. ¿De qué manera la longitud de un intervalo de confianza depende del tamaño de la mues¬ 
tra? ¿Y del nivel de confianza? 

18. ¿Qué es el principio de mínimos cuadrados de Gauss (que descubrió cuando tenia I S años 

de edad)? 

19. ¿Por qué simplemente no se ajusta a simple vista una recta que pasa por puntos da os. 

20. ¿Por qué se toman muestras? 

21. Para ilustrar que y 2 mide la dispersión, calcular V para las dos muestras 108, 110, I 12 y 
100, 110, 120 y comparar los resultados. 

22. Trazar un histograma de la muestra 2, 1,4, 5 y adivinar x y .s mediante la inspección del 
histograma.. Luego, calcular x t $ 2 y s. 

Encontrar la media, ¡a variancia y el intervalo de variación de las muestras. 
mo tnn 1 nn on i nn 110 130 110 90 100 


23. 

110 

120 

100 

90 

100 

110 

130 

110 

90 

24. 

43 

51 

50 

47 

46 





25. 

1.6 

1.8 

1.7 

1.5 

1.4 

1.2 

1.7 

1.6 



Encontrar las estimaciones de máxima probabilidad de la media y la variancia de una distribu- 

ción normal, usando la muestra; 

26. 5 4 6535746586 

27. 12 16 15 17 16 15 16 14 17 10 18 15 16 14 20 18 

28. Determinar un intervalo de confianza del 95% para la media p de una población nonnal 
con variancia a 2 = 16, usando una muestra de tamaño 400 con media 53. 

29. ¿Qué sucede a la longitud del intervalo del problema 28 si se reduce el tamaño de la 
muestra a 100? 

30. Detenninar un intervalo de confianza del 99% para la media de una poblactón nonnal con 
desviación estándar 2.2, usando la muestra 28 , 24, 31,27, 22. 

31. ¿Qué intervalo de confianza se obtiene en el problema 30 si se supone que se desconoce 
la variancia? 

32. Suponiendo normalidad, encontrar un intervalo de confianza del 95% para a variancia a 
partir de la muestra 145.3, 145., 1, 145.4, 146.2. 







772 ESTADÍSTICA MATEMÁTld?í|É5f^ 

Suponiendo que las poblaciones a parrir de la que se obtuvieron las siguientes muestras soh,|®Sf® 

normales, determinar un intervalo de confianza del 95% para la media p de la población. 

33. Contenido de nitrógeno [%] del acero 0.74, 0.75, 0.73, 0,75, 0,74, 0„72„ 

34. Un muestra de diámetros de 10 empaques con media 4,37 y desviación estándar 0,157 

35. Densidad [g/cnv 1 ] del carbón de hulla 1.40, 1.45, 1.39, 1.39, 1.44, 1.38. 

36. ¿Qué tamaño de muestra es necesario usar en el problema 34 si se desea obtener un 

intervalo de confianza de longitud 0 1 9 Sfilllj 

37. El calor especifico del hierro se midió 41 veces a una temperatura de 25 n C. La muestra 
tenía una media de 0,106 [cal/g “C] y desviación estándar 0 002 fcal/g °C]. ¿Qué puede 
afinnarse con una probabilidad de 95% sobre el posible tamaño del error si se usa esa 
media de la muestra para calcular el verdadero calor específico del hierro? 

38. Determinar un intervalo de confianza del 95% para el porcentaje de automóviles que íjfel® 
circulan en una autopista y tienen mal ajustados los frenos, usando un muestreo aleatorio 

de 1000 automóviles detenidos en un retén en esa autopista, de los cuales 1 88 tienen mal 
ajustados los frenos. 

Suponiendo que las poblaciones a partir de la que se obtuvieron las siguientes muestras son 

normales, determinar un intervalo de confianza del 99% para la variancia p 2 de la población. 

39. Dureza de Rockwell de brocas para herramienta 64.9, 64.1,63.8, 64.0 

40. Una muestra de tamaño n ~ 128 con variancia s 2 = 1.921 

41. Usando una muestra de 10 valores con media 14.5 tomada de una población norma! con 
variancia a 2 = 0 25, probar ¡a hipótesis pi fí ~ 15.0 contra la alternativa p, = 14.5 en el nivel del 5%. 

42. En el problema 41, cambiar la alternativa ap^ ! 5.0 y ejecutar la prueba como antes. 

43. Encontrar el poder de la prueba en el problema 4 1. 'VjMv 

44. Usando una muestra de 15 valores con media 36.2 y variancia 0.9, probar la hipótesis p (j 

— 35,0 contra la alternativa p, = 37,0* suponiendo normalidad y tomando a - 5%. ||| : 

45. Usando una muestra de 20 valores con variancia 8,25 de una población normal, probar la '|g l 

hipótesis a 0 2 = 5,0 contra la alternativa a, 2 — S. 1, eligiendo a = 5%, ‘|p 

46. Una empresa vende pintura en botes que contienen 1 kg de pintura por bote, y está intere- ^ 
sada en conocer si el peso medio difiere significativamente de 1 kg, en cuyo caso debe 
ajustarse la máquina llenadora. Establecer una hipótesis y una alternativa y ejecutar la 
prueba, suponiendo normalidad y usando una muestra de 20 operaciones de llenado que 

tiene una media de 991 g y desviación estándar de 8 g. (Elegir a== 5%.) 

47. Si una muestra de 100 neumáticos de cierto tipo tiene una vida media de 26 000 km y 
desviación estándar de 2000 km, ¿puede el fabricante afirmar que la verdadera vida me¬ 
dia de tales neumáticos es mayor que 25 000 km? Establecer y probar la hipótesis corres¬ 
pondiente eligiendo a = 1 %. 

48. Tres especímenes de concreto de alta calidad tienen una resistencia a la compresión de 
357, 359 y 413 [kg/cm 2 ], y para tres especímenes de concreto normal los valores fueron 
346, 358 y 302, Probar la igualdad de las medias de la población, p, = p„ contra la 
alternativa p, > p r (Suponer nonnalidad e igualdad de las variancias. Elegir a == 5%,) 

49. Usando muestras de tamaños 10 y 5 con variancias s 2 = 50 y ^ 2 2 — 20, y suponiendo 
nonnalidad de las poblaciones correspondientes, probarla hipótesis H x ’, a, 2 = O 2 contra la 
alternativa o, 2 > 0 2 2 , Elegir a = 5%, 

50. Establecer un diagrama de control (encontrar el LIC y el LSC) para la media de una 
distribución normal (longitud de tomillos) con media 5.00 cm y desviación estándar 0.03 
cm, para una muestra de tamaño n = 8. 

51. En un diagrama de control, ¿qué efecto sobre LSC — LIC se obtiene para la media tiene si 
se duplica el tamaño de la muestra? ¿Y si se cambia de a — ! % a a — 5%? 
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| 52. Las siguientes muestras de tomillos (longitud en pulgadas) se tomaron de una producción 

|s de salida: 

| Muestra No. 1 2 3 4 5 6 7 8- 

i . , 3.49 3.48 3.52 3.50 3.51 3.49 3.52 3.53 

| Longitud 3 50 3 47 3 49 3 51 3 . 48 3 . 50 3.50 3.49 

í Suponiendo que la población es normal con media 3 500 y variancia 0.0004, establecer un 

| diagrama de control para la media y sobre éste trazar la gráfica de las medias de la muestra. 

I 53. Un consumidor verifica empaques por medio de un plan de muestreo simple en el que se 

r usa un tamaño de muestra igual a 40 y un número de aceptación de 1 Usando la tabla A 6 

I del apéndice 5 , calcular la probabilidad de aceptación de lotes que contienen los siguien- 

b tes porcentajes de empaques defectuosos: 0.25%, 0.50%, 1%, 2%, 5%, !0%. Graficar la 

I curva CO. (Usar la aproximación de Poisson.) 

I 54 . Lotes de tubos de cobre se inspeccionan según un plan de muestreo simple en el que se 

[i usa un tamaño de muestra igual a 30 y un número de aceptación de 1. Graficar la curva 

| CO del plan, usando la aproximación de Poisson 

¡ 55 . Graficar la curva CSP en el problema 54 Determinar el LCSP, suponiendo que se aplica 

;. rectificación. 

; 56. Realizar el trabajo requerido en e! problema 54 si n = .35 y c = 0 

57. Si en cierta semana los clientes que asistieron a un banco de lunes a viernes fueron 2680, 
; 1600, 2020, 2250, .3650, ¿es posible afirmar al nivel del 1% que la variable aleatoria X = 

¡ Número de clientes diarios tiene la misma probabilidad (0 2) para cada dia de la semana? 

■ 58. Repetir la prueba del problema 57 para el modelo más razonable de que las cinco proba- 

1 bilidades son 0.22, 0.14, 0.16, 0.18, 0.30, respectivamente, eligiendo a = 1%. 

' 59 . ¿Una-cortadora automática tiene la tendencia de cortar trozos metálicos cada vez más largos si 

las longitudes de los especímenes subsecuentes [pulg] fueron 10. i, 9.8, 9.9, 10. 2, 10.6, 10.5? 
60. ¿La muestra 4.8, 4.7, 4.9, 5 1, 4-6, 5.0 (ordenada según cantidades crecientes de irriga¬ 
ción) indica que la producción de maíz por metro cuadrado aumenta con el incremento de 
irrigación? 

Resumen del capítulo 24 

Estadística matemática 

Para un experimento en el que se observa alguna cantidad (número de defec¬ 
tuosos, estatura de las personas, etc.) hay asociada una variable aleatoria X 
cuya distribución de probabilidad está definida por una función de distribución 

(1) F{x) = P{X S x) (Secc. 23 ,4) 

que para cada x proporciona la probabilidad de, qué X asuma cualquier valor 
que no exceda x. En estadística se consideran muestras aleatorias x t , ' , x h de 

tamaño n mediante la ejecución del experimento n veces (secciones 24.2, 24.3). 

El objetivo es, a partir de las propiedades de muestras, obtener conclusiones 
sobre propiedades de la distribución de la X correspondiente (sección 24.1), Lo 
anterior se lleva a cabo calculando estimaciones puntuales o intervalos de con¬ 
fianza, o efectuando una prueba para parámetros (p. y CJ 3 en la distribución 
normal, p en la distribución binomial, etc.), o por medio de una prueba para 
funciones de distribución.. 
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Una estimación puntual (sección 24,5) es un valor aproximado de un 
parámetro en la distribución de X que se obtiene a partir de una muestra. Por 
CjemptO, Ja nicdía cié la muestra (sección 24 A) 


i " i 

ñ 2 + ' ’ ' + *n> 


es una estimación de la media p de X, y la variancia de la muestra (sección 
24.4) 


-r 2 U, - x) 2 

n ~ l j=l 3 


[Uj - x) z + ■ - ■ + (* n - x) 2 ] 


es una estimación de la variancia G 2 de X. L.a estimación puntual puede efec¬ 
tuarse por medio del método de máxima probabilidad básico (sección 24.5). 

Los intervalos de confianza (sección 24,6) son intervalos 0, < 0 £ 0, con 
puntos extremos calculados a partir de una muestra tal que con una elevada 
probabilidad y que puede elegirse (95%, por ejemplo), se obtiene un intervalo 
que contiene el valor verdadero desconocido del parámetro 0 en la distribución 
de X. Este intervalo se denota por CONF {0, ¿ 0 < 9,}, 

En una prueba para un parámetro se prueba.una hipótesis 0 = 0 O contra una 
alternativa 0 = 0! esta notación no guarda ninguna relación con la 0, anterior y 
luego, con base en una muestra, la hipótesis se rechaza (o no se rechaza) en 
favor de la alternativa (sección 24.7). Como cualquier conclusión sobre A'que 
se obtenga a partir de muestras, lo anterior puede implicar errores que condu¬ 
cen a una decisión falsa, como sigue. Existe una pequeña probabilidad (que es 
posible elegir, por ejemplo 5% o 1%) de que se rechace una hipótesis verdade¬ 
ra, y existe una probabilidad (que es posible calcular y disminuir tomando 
muestras más grandes) de que se acepte una hipótesis falsa, a se denomina 
nivel de significancia y 1 - 0, poder de la prueba. Entre muchas aplicaciones, 
la prueba se utiliza en control de calidad (sección 24.8) y en muestreo de 
aceptación (sección 24.9). 

Si se desconoce no solamente un parámetro sino también el tipo de distribu¬ 
ción deX, es posible usar la prueba ji cuadrada (sección 24.10) para probar la 
hipótesis de que alguna función F(x) es la función de distribución desconocida 
de X. Lo anterior se lleva a cabo determinando la discrepancia entre F(x) y la 
función de distribución F(x) de una muestra dada. 

Las pruebas no paramétricas o "libres de distribución" son pruebas que se 
aplican a cualquier distribución, ya que se basan en ideas combinatorias. En la 
sección 24.1 1 se analizaron dos de tales pruebas. 

Por último, en la sección 24.12.se abordaron muestras que constan de pares 
de valores, según se presentan si de manera simultánea se consideran dos can¬ 
tidades, y se proporcionó una introducción al análisis de regresión. Una de 
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estas dos cantidades es una variable ordinaria* y la otra, una variable aleatoria 
Y cuya media depende de x, 

p.(x) = k 0 + Kjjr. 

A partir de una muestra dada (x,, .v,), • • • , (x,, y„) es posible obtener como 
análoga la recta de regresión de la muestra 

(4) y - y = k x {x - x) 

con r (.r.)/A, y = ( yj/n , por medio del principio de mínimos cuadrados de 
Gauss. 
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Apé ndic e 


Respuestas a los 
problemas impares 


Problemas de la sección 10.1, página 25 

1. 2■77, 277, 77, 77, 2, 2, 1, 1 17. 0 (n par ), 2/n (7; impar) 

19. 0 21. «[(— l) n e -,T - 1]/(I + n 2 ) 

23. [(- 1)V - 1]/(1 + « z ) 

25. 0 (n = 0), 77 !n (n = 1, 3, • • •), — W/i (n = 2, 4, • • •) 


Problemas de la sección 10.2, página 34 


1. ^ + — (eos x — x eos 3x + 7 eos 5.x 

2 77 \ 3 5 


„ 1 2 / I ' 1 

3. - 4* — I sen x 4- - sen 3x + — sen 5x 4* 

2 7T V 3 5 


, 4 / 1 , 1 

5. — ( eos x — - eos 3x 4 - eos 5x — + 

7T V 3 5 


„ / I I ] 

7.2 1 sen x — — sen 2x 4* — sen 3x — ~ sen 4.x 4- 


_ 7T 2 / 1 1 I 

9. *—-4 { eos x — ~ eos 2.x 4- — eos 3.x — — eos 4x + 


(ir 2 6 \ 

/ 7T 2 6 \ 

/tt 2 6 \ 

1 

A i ” i 3 / senJr ” 

\T “ 2 V sen 2j: + 

\T " pj scn 3x “ 

+ ' "J 


2,1 2 1 2 

13. — sin x 4- — sen 2x — — sen 3.x — — sen 4x 4 - —- sen 5x 4* 

TT 2 9tt 4 25 ir 


4 / 1 1 

15. — ( sen x — ~ sen 3x 4- rr sen 5x — 4* 
ir \ 9 25 


Problemas de la sección 10.3, página 37 


4 / 1 1 

1. — ( sen 7tx 4* ” sen37rx 4- r sen577X 4* 
7T \ 3 5 


7rx 1 . 3 ttx 1 5-rrx 











RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 


5. - + = (eos m — - eos 2trx + i eos 3vrx — + 

3 tt 2 \ 4 9 

12 / 1 \ 1 / 

7.-= I eos irx + — eos Airx +-■•]+— sen 

4 tt \ 9 J tt \ 


9.- 5 1 eos 7rx + - eos 3m: + 

7T 2 V 9 


■K(- 


sen trx — — sen 2 ttx + 
2 


2 sen «t - - sen 2 twc + 


„ , 12 / 1 , 1 , 1 

11. 1 — —= I eos trx — — eos 27rx + - eos 3wx — — eos 47 rx + 

n - 2 \ 4 9 16 


3.4(í- r 


• eos 2m 


----- COS 4TTX - - -- ■ ■ eos 677X 


17. Escribir t porx en el Ejemplo I y hacer t = x — 1. 


Problemas de la sección 10.4, página 42 

1. Par: |x 3 |, x 2 cox nx , cosh x. Impar x cox nx, senh x, x|x|. 

3. Impar 5. Impar 7. Par 9, Ninguna de ambas cosas 11. Ninguna de ambas cosas 

13. 1/(1 — x 2 ) 4* x!{\ — .x 2 ) 15. cosh kx 4* senil kx 

k Ve í 1 _ ^ 1 . ^ \ 

25. - H-eos x — - eos 3.x 4- — eos 5x — 4- * - * 

2 7r V 3 5 J 


27. — ( sen x 


1 , 1 

” sen 3x 4* -7 sen 5.x - 4- 


TT 2 4 

29. --eos x 


2 „ 4 „ 2 

”5 cos 2x 4- —r— eos 3,x + 77 eos 4.x 
2 ¿ 3 ó tt 4 ¿ 


31. —• — cos x + ~ cos 2x - ~ cos 3x + ~ cos 4x 


Problemas de la sección 10.5, página 46 


4 k / ttx 1 3 me 1 5ttx \ 

1. — ( sen-—-sen - 7 — 4- 7 sen — -h • • • ) 

tt \ L 3 L 5 L. / 

2L Z f / 4 \ TTX I 27rx /1 4 \ 

3 - “ IV ~V Z ) sen T“2 sen ir + U“3vJ 

„ 2L ( TTX 1 2 TTX 1 3 7TX \ 

5. — { sen —-h - sen — 7 — 4- r sen —- 4- - I 

TT \, L 2 L 3 I, y 

7. (i + 1) sen x - i sen2x + (} - ¿) sen3x - \ 


7 sen 4.x 4- 
4 


4L / 1 TTX 

9 ■ ^ (T 2 sen T 


1 3 7 rx 1 5 ttx 

P*=n— + ^sen — 


4 44/ 7 tx 1 3rrx 1 5 itx 

2-^5 (cos T + -eos— + -eos— + 


( TTX 

c °s T 


TTX 3 2lTX 3 3 TTX 

___ cos _ + _ cos _ 


1 4ttx 

-eos —- 

16 L 


1 2 ( TTX 3 3 TTX 1 5 TTX 

1S - 2“í( COS T-3 COS ^ + 5 COS ir 


*9 ; % %.% % 






> 01 .-).- ■' 

ü é C-'. Q: 


) 1 i i i 


(; c, r < c (■ r, c: (■' r_ i: (■ c c r r q, r r. < < , o (A 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 2 


F = ~z - 4 (eos x — 7 eos 2x + i eos 3x 

3 \ 4 9 

E* = 4.14, 1.00, 0.38, 0.18, 0.10 


. (“ 1) N+1 
+ —— eos Nx I 


9. F = — sen x + ^ sen 2x — A~ sen 3x — 7 sen 4x + -A* sen 5x + • • • , 

tt 2 9vr 4 25 tt 

ir 3 f 4 1 4 1 4 1 

E* — — - ir — + - + —2 - — + ——-5 + • • • ; 1.311, 0.525, 

12 |_t T 4 8l7r z 16 625 7T Z J 

0.509,0.313,0.311 

15. Usar la serie de Fourier eos 3 x = f eos x + eos 3x. 

Problemas de la sección 10.9, página 65 

„ 2 r 17, 2 \ .2 1 eos ra , 

9. — I I- 5 I sen w H-; eos n> - dw 

7r -o L V ,v / w J w 

2 [a senaw eos aw — ll 

ll. — i-h --- cos xw 

tr J 0 l w w~ J 

. 2 f” cos ivo , r“ 

13- -A — I t— j — e~ w (w > 0 ), /(ir) = / e~“ cos wx t/iv 

77 J n i ■+■ U J 

0 0 

15. f(ax) = J 4 (w) cos axw dw = J cos xp en donde wa = p. 

Si de nuevo se escribe w en vez de p, se concluye e] resultado. 

d 2 A 2 

17. Al derivar ( 10 ) se obtiene = - ~J f*(v) cos wu dv, f*(u) = v z f(v 


sen aw cos aw — 1 J 
-{. ---- cos xw 

W W" 


,, 4 2 f°° cos wu 

13. A = - I ——2 do 

7T J Q 1 + 


17. Al derivar (10) se obtiene 
se concluye el resultado. 


> eos wu du , /*(ü) = u z f(u), y 


Problemas de la sección 10.10, página 70 

1. V2/7T (sen2w — 2 sen >v)/h' 3. x/2/tt (aw sen aw + cos aw — 1) / w z 

7. e~ w Vv¡2 

9. V 2 / 7 r [(2 — w 2 ) cos w + 2w sen iv — 2]/>v 3 
11. VW 2 si 0 < w < 77, 0 si w > 7 r 

13. VW2 cos iv si |w| < 7r/2, 0 si |w| > rr/2 

17. Vtr/2 e~ m cos w 19. No 

Problemas de la sección 10.11, página 77 

l. W + iw)V2¿ 3. y/via-w)- 1 sen (2 — w) 

5. [—1 + (1 + ¡aw)e"' aw ]!w 2 \/27T 7. (V2/ir (cos w — l)/u> 

Capítulo 10 (cuestionario y problemas de repaso), página 82 


X 7 . - _ _ |^senx + - sen 3x + - sen 5* + • • ■) 

,, 2 / 2 1 1 2 

^ scn ^ ~ ^ sen 2jr + 3 sen3x + jsen 5.x - - sen 6 x + - 




(:V C C O C f" '' 


•—i-* . ■</ ( , 7n!í|!P.'ír!í"!bs5t WKVc 

(■■ r r c (’■(■(' ( ( c • c 


respuestas a los problemas impares 


77 4 / 1 1 \ 

21 —-cos x + - cos 3x + — cos 5x + • • - ) 

2 77 \ y zo / 

. 1 . 1 _ . 1 _... 

¿J. —bCH .X T ” sen ¿.X — ~ sen -r ~ •>*-»! -r- ' ' 

„ 8 ( 1 1 „ \ 

7r \ 9 25 / 

^ rr 2 2 1 2 1 

27. — — — cos x — —x cos 2x + —z— cos 3x + —; cos 4x 
12 ir 2 2 3 3 7 T 4 2 

29. — | sen x + Z sen 3x + -75 sen 5x + • • ■ ) 

7T V 3 3 5 3 / 

,, 4 / 1 1 \ 

31.-I sen 7 rx + — sen 3ttx + — 5 irx + - • • ) 

■n-V 3 5 / 

4 / 7 r 1 I 377 \ 

33. — sen — x — - sen irx + - sen — x - + • • • | 

77 \ 2 2 3 2 ) 

^12/ 1 \ 1 / 

35. --; ( cos 7 rx + - cos 3irx + • • - - — I sen ttx — 

4 77 2 \ 9 / 77 \ 

37. —A| cos 7 tx + ^ cos 377 .x + ■ • ■ | + — ( 2 sen 7 rx - 

77 Z \ 9 / 77 \ 


sen ttx — — sen 27« 


2 sen 7 rx — ~ sen 277.x + 


-1 + —S ICOS 77X - \ COS 277.x + ^ COS 3 77X - + 

3 7r 2 V 4 9 


43. t7 3 /32 


2 / 1 \ 
+ — I sen 77X — — sen 277X + — - ■ ■ I 

47. 5.168, 0.075, 0.075, 0.012, 0.012, 0.004 


49. y = C, cos w! + C 2 sen ait + 


\2ot> 2 ai 2 — 1 


4(oj 2 - 4) 


cos 2 í — + • 


Problemas de la sección 11.1, página 89 


25. u = /(x) 

29. u = c(y)e x2y 
33. u — c = const 


27. u^. = f(y), u = x/(>>) + g(y) 
31. « = o(x) + w(j) 

35. ¡/ = ex + g(y) 


Problemas de la sección 11.3, página 99 

1 . u = 0.02 cos / senx 3: u = Ar(cos l sen x - cos 2 1 sen 2.x) 

5. u — A eos 2l sen 2x — — cos 6í sen 6 x + — cos lOí sen lOx — + ■ • ■ ) 

5 77 \4 36 100 / 

7 . u — — (cos t sen x + A eos it sen 3x + A cos 5f sen 5x + ■ • ■ ) 

77 V 3 3 5 3 / 


9. u = 12/ 


cos t sen x + 


\3 3 3 5 77/ 


cos 3/ sen 3x + • ■ 


11 . u = 0.1 sen x (cos I — 2 sen /) 
17. u = ke ciI * y) 

21 . u = ky c e cx 


15. 27, 960/77 6 = 0.9986 
19. u = k exp [c(x z + y 2 )] 
23. u = k exp (ex + ylc) 






RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARE^fj 


Problemas de la sección 11.4, página 1D4 


9. 17.5/1 ciclos/s 

15. u = x/j(x - y) + f 2 (x - y ) 
__ 8 L 2 / ( 7 r\ 2 7 tjc 


(cosc(£) í sen — + p eos 


13. u = /j(x) + / 2 (xy) 

1?. «i = /j(x + y) + f z (ix + y) 


3rrx 

t sen — yj-- + 


25. u(0, /) = 0, u(L, t ) = 0, 17^(0, t) = 0, u x (L, t) = 0 

27. ¡3L m §tt, §77, Jn-, - • • (más exactamente 4.730, 7.853, 10.996, ■ • •) 

29. PL = ¿ir, fu-, §ot, • - • (más exactamente 1.875, 4.694, 7.855, • • •) 


Problemas de la sección 11.5, página 116 

3. A, 2 = (ln 2)/10, c 2 = 0.00702L 2 
5, u = sen 0.1 ttx e 1 '’szAmoo 


i 0.1 ttx e-oonsa^t _ ¿ sen 0.37rx e -°oi752<3rf4 + 


¡3 ( sen °- 


1 TTX e-0.01752^. + ‘ sen 0 _ 3m <,-0.01752(3,,)*! + 

3 J 


11. Como las temperaturas en los extremos se mantienen constantes, la temperatura tiende a una 
distribución de estado estacionario (independiente del tiempo) u,(x) cuando I -rt “, y ir, = U ¡ 
+ ([/,— £/ )x/¿, la solución de (I) con 3i«/dl = 0 que satisface las condiciones en la frontera. 
15, u = 1 17. ii = 0.5 eos 2x e" 41 


19. u — — — — | 7 eos 2x e 41 + r-r eos 6 x e " 361 + 
4 ir (4 36 




• eos 2 x e"* 1 


G+á) 


eos 3x ^~ 9í + 


25. w s» 27. 

29. 2,57, 0„52, 0.1Q°C 31. 

33 . u = 12 y 1 sen ( 2fi ~ Dttx senh[( 
7 r noJ 2/i “ 1 24 seii 

” mrx mr(b — y) 

35. u(x t y) ~ 2 A n sen -senh-— . 

. a a 

n» 1 


27, - ^ 

^ n»l 

31. 11 = (sen ¿Trxsenh 5 Trj’Vsenh 77 
(2tí — 1)77X senh[(2n — l)7iy/24) 

24 senh(2n — 1)77 


" a senh ( n-nbta ) 


f , «i7rx , 
f(x) sen —- dx 
a 


, A„ . ^ , senh(n 77 A-/ 24 ) H 7 iy 

37. u{x , y) = —7 x 4- >, A„ -;-eos -• , 

24 “ " senh «77 24 

n «1 

1 -24 


A o = ¿_[ f(.y)dy,A n = /(y) cos^dy 

00 | W 

39. u = 2 A„ eos nx e - "!', A 0 - — f f{x) dx, 

n-0 1;r *0 

A n = — I /(x) eos nx dx, 71 = 1, 2, • • • 

77 J 


) ') )r ■), : J ) ■-), ;: D, 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 


Problemas de la sección 11.6, página 123 




| lO + XJ/T 

^77 (a + x)!t 


11. A(p) 


13. A(p) 


^£!LP, B(p) = o, „ = 1 i ^ eos px e' 

77P 77 P 


eos p.x e -c Vt rip 


Problemas de la sección 11.8, página 134 

1. c aumenta, así como la frecuencia. 

5. C7T V260 (eigenfunciones correspondientesF 4j6 í F 1014 ), ete. 

7. A = a6, £> = A/r/, (ma~ 2 + na 2 A~ 2 )’ = 0 da o 2 /h 2 = mln. 

9. /¡(x) = 2(4x - x z ), f 2 (y) = 2y - y 2 
11. B mn = (—l)’ n+1 8/mn7T (n impar), 0 (n par) 

13. 4(COS 71177/2 - (- l) m )(COS 7177/2 - (- l) Tl )/m7!7r 2 
,15. B mn = (- \) m * n ablmnir 2 
17 . fi mn = 4[1 - (-l) n (¿ + l)][l - (— l) m (a + l)]/mii7r 2 

19 . B = (- l) m+n ..U 21. u = k eos 7 rV5í sen ttx sen 2jiy 

mn 

2 3. u = k eos 5n7 sen 377.x sen 477y 


Problemas de la sección 11.9, página 137 

9. « = 30r sen 0 — 10r 3 sen id 

11. u = -^5 sen 6 + j r 3 sen 30 + \ r 5 sen50 + • • 

2 1 2 1 

13. 17 = — r sen 0 + - 7 2 sen 20 - — r 3 sen 30 - - r 4 sen 40 + • • • 
77 2 977 4 

15. 17 = — -■ — (r eos 0 + ¿ r 3 eos 30 + ¿ r 5 eos 50 + ■ • • ) 

2 77 V 9 25 / 


17. 77 = 77/2 


19. 17 = ^ f- sen 0 + Ty r3 sen 30 + 
77 V a 3a 


21 . a z u x , x . + c 2 u y . y . 
25- u x ‘x’ "*■ u y-y‘ 


j—g r 5 sen 50 + • • ■ J 

23. 4 x*i 7 I . I . + 4y*u y , y . + 2u x . + 2w y 
27. Use V 2 w = 0 y « n = « r . 


Problemas de la sección 11.10, página 144 

5. T = 6.828 pR 2 f 2 , /j la frecuencia fundamental 
9. No 

15. « 1 - 4 * ¿ eos a m í 7 0 (a m r) 

23. a^H-n — 0.6099 (ver la tabla Al en el apéndice 5) 
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES..' 

Problemas de la sección 11.11, página 148 

3. « = 160 /r + 30 S. „ = -40 In H (\n 2) + 150 J 

17. u — (¿/j Wo )(| n ,)/| n ( r] / r(j ) + (í , o | n ^ | n rp) ¡ )n (r/r j j. 


Problemas de la sección 11.12, página 153 

5. u = I 

7. eos 20 = 2 eos 2 0 - 1, 2x 2 - 1 = 4/> 2 ( x ) _ i „ = i,, 
9. x 3 = f P 3 (x) + §F,(x), u = fr^Ccos 0) + frR^cos 0) 
11 . u = 4r 3 / , 3 (cos 0) - 2r 2 / 3 2 (cos 0) + rP^cos 0) - 2 
17. Este es el análogo del ejemplo I con 55 reemplazado por 10 
19. 55(3/8 + 5/16) ~ 37.8 
25. u = U 0 eos r-n-t/lVIC) sen (roe//) 


■ 2 P 2 (c os 0) 


Problemas de la sección 11.13, página 158 


s. £/(*. j) - r t/(o, í) = o, c(j) = o, 

i/(x, /) = x(i - 1 + e -t) 

9. Set x 2 /4c 2 t = z z . Usar z como una nueva variable de integración. Usar fer(°°) = 1. 


Capítulo 11 (cuestionario y problemas de repaso), página 164 


21. u — A(x) eos 4y + B(x) sen 4y 
25. u = g(x)(l - e~v) + ,f(x) 

29. u = y/,(x + y) + / 2 (x + y) 
33. u = / 1 (2x - y) + / 2 (2y - x) 
37. f eos í sen x - { eos 3r sen 3x 
41. i, = 1 + i cos 2x e~ 4 ‘ 


Atr 3 7TX 

45. « = ? sen-e- 


23. u = A{y)e~ 2x + B(y) e x ~ 5 
27. u = f^y) + / z (x + y) 

31. u = /,(x + y) + f z (2y - x) 
35. -0.1 cos 3 1 sen 3x 
39. u = k 

43. u = sen 0.02rox e -° 0(M57ZI 


200 / ror 

95 cos 2x e~ 4t 


7 Sin e - 1-0291 

4 10 

721 " ^ S en^ e "°' MU5t + 


Problemas de la sección 12.1, página 176 


11. 31/50 


13. 2xy/(x 2 + y 2 ) 


• 10 - 24/ 




RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 

Problemas de la sección 12.2, página 183 
3. 2.5 5. 1 7. I 

11 . V2(cos ^7r + / sen gir) 13. 10(cos 

15. |(cos \-rr + / sen^rr) 17. 0.563(c 

19. '-3.042 21. ro/4 23. -2 + 


13. 10(cos 0.927 + j sen 0.927) 

17. 0.563(cos 0.308 + i sen 0.308) 
23. -2 + 2i 
27. ±(2 — 2t) 

31. ±(1 ± i)lV2 


1,9, 17 


25. -0.227 - 0.974/ 27. ±(2 - 2/) 

29. ±1, ±i, ±(1 ± i)/V2 31. ±(1 ± ¡)lV2 

33. VÜ^cosyy + / senyy^, * = I, 9, 17 

35. 3 + 2i, 2 - / 37. |z| = Vx 2 - + .y 2 g |x|, etc. 

.39. La ecuación (5) se cumple cuando z, + z 2 = 0. Sea Z| + z 2 0 y 

c = a + ;¿> = Z|/( Z| + z 2 ). Por (19) en el problema 37, |a| 5 M, |a — 1| S |c — 11. De 
esta manera |o| + |a — 1 ¡ < |c¡ + ¡c — 11. Resulta evidente que |aj + |a — 11 Si- Juntos 
se tiene la desigualdad; multiplicar por |zi + z 2 | para obtener (5). 


Problemas de la sección 12.3, página 186 

1. Circunferencia, radio 4, centro 4/. 3. Corona con centro en a. 

5. Franja vertical infinita. 7. Semiplano derecho, 

9. Región entre las dos ramas de la hipérbola xy — 1. 

11. Circunferencia (x — 17/15) ! + y 1 = (8/15)T 


Problemas de la sección 12.4, página 191 

1. 14 + 8/, -I - 2/, 4 - 12/ 3. (9 - 130/500, -/, (-2 - ll/)/1000 

5. 2(x 3 ~ 3 xy 2 ) - 3.x, 2(3x z y - y 3 ) - 3y 
7. |>vj >9 9. |arg w\ S 3ir/4 

11. Re (z 2 )/|z 2 | = (x 2 - y 2 )/(x 2 + y 2 ) = 1 si y = 0 y - 1 si x = 0. Respuesta. No. 
13. 6z(z 2 + O 2 15. 2//( 1 - z) 3 17. 0 19. i/2 

21. -1/27 23. -¿(I + /) 

25. El cociente en (4) es Ax/Az, que es 0 si Ar = 0, pero 1 si Ay - 0, de modo que no tiene 
límite cuando Az —> 0, _____ 

27. Use Re /(z) = [/(z) + ñz)V2, Im /(z) = íñz) - H¿)]/2i. 

29. Por continuidad, para cualquier A > 0 existe un 5> 0 tal que [/(z) -J{a)\ < A cuando |z- a| 
< A. Así, |z u — o| < 5 para todo n suficientemente grande, ya quelím z ;( - a. Por tanto, |A Z „) 
— J{d)\ < A para estos n. 


Problemas de la sección 12.5, página 197 


i. Si 
11. No 


5. Para z # 1 


13. f(z) 


15. f{¿) = 1/z 






792 


'"VV')- ) 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 

17. /(z) = Z 3 19. Nú 21. No 

23. b = 1, o - ~ sen x senh y 

29. /'(z) = í/.¿ = iv x = 0, u x — u x = 0, por tanto,, 7 /,.= //, = 0 luego (I), 
u = const , it = const, f — u + iu = const. 

Problemas de la sección 12.6, página 201 

3. 1.469 + 2.287/, 2.718 5. 3.610 - 1.972/, 4.113 

7. -23.141, 23.141 9. -/, I 

11. exp (jc 3 — 3 xy 2 ) eos (3 x 2 y - y 3 ), exp (r 3 — 3,xy 2 ) sen (3x 2 y — y 3 ) 

13. e ~ 21 eos 2y, — e~ 2z sen2y 15. e mli , e -7 * 4 , e 3nVi 

17. 5 exp (/ are tan g) 19. x > 0 

21. y = (2n 4- l)ir/4, /7 = 0,±1,‘- 

23. z = ln 2 + (2/i + l)m, n = 0, ± 1, ■ • ■ 

25. No existen soluciones 27. k = 1 

29. (g//)' = (g'/ - gf'Vg 2 = 0 , ya que g' = g,f = f\ g!f= k - const por el problema 29, 
sección 12.5. g(0) =/(0) = e° = I se obtiene k = I , g =/ 


Problemas de la sección 12. 

3. -0.303 - 2.112/ 

7. 26.974 - 4.256/ 

11. -0.5150 + 0.1738/ 

15. 1.960 + 3.166/ 

19. ±2/171 + 1 , ±(2/7 + 1)71 — / 

23. Usai el problema 3. 


, página 205 

5. 11013/ 

9. cosh 3n = 6195.8 

13. -3.725 - 0.512/ 

17. |(2n + 1 )ti - (- 1)"1,818/ 

21. ±( 7 i/ 3 )i ± 2 / 77 Í 1 , n 0, 1, • • • 



Problemas de la sección 12.8, página 209 


5. 

i ln 2 + 

\irí = 0.347 

+ 0.785/ 

7. 

1.609 - 2.214/ 


9. 

4.605 + 

3.142/ 


11. 

2.773 + 3.135/ 


13. 

± 2// 777, 

n = 0, 1, • • 


15. 

1.946 + (1 ± 2/7)71/, 

// = 0, 1, 

17. 

(-0,644 

± 2/771)/, n 

= 0, 1, ■ • • 

19. 

(n — 1 ± 2/7 71 )/, /7 

= 0, 1, • • 

21. 

10.85 - 

16.90/ 


23. 

(1 + /)<f 2 /V2 


25. 

1.032 + 

0.870/ 


27. 

-54.05 - 7.70/ 


29. 

(1 + /)/V2 


31. 

27[eos (ln 3) - / sen 

(ln 3)] 

33. 

V2 e W4 

[eos (ln V2 - 

• |-7r) + / sen (ln 

V2 

~ i ir)] 


35. 

exp [(3 ■ 

+ 7i/)(ln V29 

— / are tan 0.4)] 

= • 

-276.2 - 436.0/ 


37. 

3.350 + 

1.189/ 





41. 

cosh IV : 

= i(<?“ + e-“ 

’) = Z, (e“) 2 - 2ze ul 

+ 1=0, e w = 

- z + V?“ 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 
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Problemas de la sección 12.9, página 214 

1. o = u - 2x - 2 3. \w — 1 - i| S V2 

7. M >16 9. 0 S M S 1/4 

13. ti 2 = 4k z (k 2 + u) 15. |w| = 2 

19. H > xA, o < arg w < 7T 


5. 2.25 =£ \w\ < 4.41 
11 . 2xy — consí 
17. |w| s§ e, w # 0 


Capítulo 12 (cuestionario y problemas de repaso), página 214 

24/ 


+ T3' 


21. -32 - 24/ 23. 

29. 2/5 31. 4 

37. ±(1 - /)/V5 39. ±(1 - 30 

45. Circülo, radio 1/2, centro—1 + 3/ 

49. — 1/z 51. eos z 

57. 1 - / 59. -3.725 - 0.512/ 


25. 17 + 1.5/ 27. 4 

33. 5 35. 1 

41. 6V2 e 3 "' 4 43. e -° 32lai 

47. Semiplano por debajo dey = x 


53. No 


55. 3x 2 y 


Problemas de las secciones 13.1—13.2, página 229 

1 . z = (1 + 20 /, Os/si 

3. z = 4 + 2/ + (- 1 + 30/, 0 S / s 1 

5 . z = — 4 / + ( — 1 + 6 /)/, 0 á / S7 7. Segmento de recta de 0 a 3 + 6 / 
9. Semicírculo inferior (radio 2, centro 1 — /) 

11. Parabola y = 3x 2 de (-1, 3) a (2, 12) 

13. Elipse 4x 2 + y 2 = 4 
17. 1 + ///, 1 S / S 3 
21. 26(1 + /) 23. 0 

29. -2ti/ 31. 0 

37. 1 + í/3 

41. 32/3 + 64//3, 32/, 8 + 128//5 


Problemas de la sección 13.3, página 236 

5. Si, por el principio de deformación 

7. 0, no 9. — 7 i, no 11. 0, no 13. 0, si 


15. 

3 - 4/ 

+ 4e“, 0 S 1 € 271 

19. 

2 eos t 

+ / sen /, Ó ^ ^ 27/ 

25. 

0 

27. — 7 ir 2 

33. 

-i/i 

35. -1 - / 

39. 

(ir - 2 

senil 271)/ 

43. 

/, 2 /, 2 / 

49. 5e 3 


17. 0, sí 
27. -2 ti/, 0, 


19. 2tt/ 
- 4711 


21. 0 

29. —2ir/, 0 


23. 2 ir/ 


15. 0, no 
25. — 71, 71 


Problemas de la sección 13.4, página 240 

1. 2 + 2/ 3. -2 5. 0 7. —i/i 


11 . 0 


13. — senil 1 


5. 0 

15. -1566/735 


9. — 2/n 


'I h > 


> j, 


'.) ) ■ ). '9, 0 , 


á ■ y, 


y, 'X 


jy y, ! y, ! y, y, y,' A 


: y ) y 


) j 


y ; ' ! y y x'-x 






F 


i 1 


I ■ i 


:.i O 0 O O C. C O C Q c- 0 O 0 0 © @ G © © O © © © © © © 
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Problemas de la sección 13.5, página 244 

1. - tt/2 3. - tt/72 5. — 2ir 7. 0 9. m 

11- 0 13. rr /8 15. 0 17. 2 19. -2-n-tanhl 

21 . 2m Ln 4 = 8.710/ 23. Tre~ 2 * 2i = -0.1769 + 0.3866/ 

25. Usar fracciones parciales. 


Problemas de la sección 13.6, página 248 


1. 0 3. 2tr 2 ¡ 

13. 2 m 15. 0 


5. 0 

17. 2ir 2 i 


7. —6 ni 
19. -27rí 


9. 2m 


11 . 0 


Capítulo 13 (cuestionario y problemas de repaso), página 249 


17. 

25. 


- 277/ 

" 277/ 


33. —¿sen 77 2 


19. 2/ 

27. / sen 1 
35. -W2 


21. 0 
29. 0 
37. -5 


877/ 


23. 277/ 

31. 2 sen 1 
39. 2 t7 2 / 


Problemas de la sección 14.1, página 262 


1. Si, no, ±1 +2/ 
7. Sí, no, ± 1 
17. Convergente 
23. Convergente 


3. Si, si, 0 
9. Sí, no, ±1, ±i 
19. Convergente 


5. No tiene ninguno. 
15. Convergente. 

21 . Divergente. 


25 (n±2)n 1 

2(77 + l) 2 2’ 


10 


K., 


/! + 2 


2"(n + 1) 


< 0.05, n = 5, 


1.657 


Problemas de la sección 14.2, página 268 

1- -4/, 1 3. 0, 2/VÍ 5. 2/, 5 

11. 0, V2 13. 0, oo 


9. 2/73, 1/3 


17. 0, V2/3 


7. —i, oo 
15. 0, 1 


19. 2 a„z z 


2 a n (z 2 ) n , |z 2 | < 7?, etc. 


Problemas de la sección 14.3, página 274 

1-2 3. VJ 5. Vf/2 7 . 1/6 


9. 1/4 


Problemas de la sección 14.4, página 280 

• - 7 ? = 03 


77 


1. 1 - z + z z /2! - z 3 /3! + - • 

3. 77Z - 77 3 Z 3 /3! + 77 5 Z 5 /5! — + 

5. 1 - (z - ¿77) 2 /2! + (z - ¿77) 4 /4! -+•■•, 7? = oo 
7 -.2 + t/U + 1) + ¿(2 + l) 2 + iT;(z + l) 3 + • • - , 77 


9. (z - 1) - l(z - l) 2 + ¿(Z _ 1)3 _ + 


7? 


1 



'l ) > ) I I ¡ ) ; i : / .1 I 

(i ® @ © © © 0 0 (í r;.- í ’ <■: c r (. <■ 


Cr 0 0 (Vi? 




RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 


;7,95 


11. - I + 5(z + 1) 
13. sen 2 z = 

(z ■ 


15. 1 


2 

•) 2 / 2 ! 


10(z + l ) 2 + 10(z + l ) 3 - 5(z + 1)* + ( Z + 1)5 
z 2 - 2 3 z 4 /4! + 2 5 z 6 /6! -+..., r = x 
¿tr) 4 /4! -+••■, 7 ? = oo 


(z 


21. (2/Vt7)(z - z 3 /3 + z 5 /2!5 - z 7 /3!7 + 
29. z 3 /l 13 - z 7 /3!7 + z 11 ^!!! 


•), 7? 


Problemas de la sección 14.5, página 284 


i. i 


z 4 + Z B 


.12 


• • • , 7? = 1 
3. 2 + z + 2z 2 + z 3 + 2z 4 + • • - , 7? = 1 
5. 2z z - 2 3 z 6 /3! + 2 5 z 10 /5! -+■•-, 7? = °° 

7. z + z s /2! + z 9 /3! + - - ■ , 7 ? = oo 

9. 2/(z - 2) - l/(z + 4 ) 2 = -17/16 - (15/32)z - (67/256)z 2 + 


11. (1 - /)/2 - [(I - /) z /4](z — 1 —/) + [(] — /) 3 /8](z - 1 


V2 


13. -/ + (z - /) - 7/(z - /) 2 - 9(z - i) 3 + 5/'(z - /) 4 + (z - /) 5 

15. 1/3! - (Z + l) 2 /5! + (z + l) 4 /7! -+■••, 77 = oo 

17. /(z - ¿m) + /(z - ¿7r/) 3 /3 ! + /(z - ¿7n) 6 /5! + - - • , 7? = oo 

19. z z + z 4 + z 6 /3 + • - • , 7? = oo 

¿tt) 2 + 

23. 1 - z 2 /18 - z 3 /27 + • • • , 7? = 3 


21 . 1 + 2 (z - ín) + 2 (z - \n) 2 + f(z - A,r ) 3 + - • • , 7 ? 


Problemas de la sección 14.6, página 293 

1. Usar el teorema 1 , 3. 77 = l/Vu- > 0.56 

5. |sen n|z|| SI; 2 1/n 2 converge 7. |z"| SI; 2 n/(n 3 + |z|) S 2 Un 2 

9. |tanh"+| § j, \/ n ( n + 1) < l/„2 u. |z + 2/| S V3 - 6 , 5 > 0 

13. |z| S 4 — 5, 5 > 0 15. En ninguna parte 

17. La convergencia se concluye a partir de la prueba de comparación (sección 14.1). Sean /7„(z) 
y /?„* los residuos de ( 1 ) y (5), respectivamente. Como (5) converge, para s > 0 dado es po¬ 
sible encontrar un N(<=) tál que77,* < e para todo n > N(<=). ComoJ4,(z)| & M n para todoz en 
la región G, también se tiene |/?„(z)| R* < e y por consiguiente |/?„ (z)| < e para todo n > 
7V(s) y todo z en la región G. Esto demuestra que la convergencia de (1) en G es uniforme. 

19. No, ¿por qué? 21. n = 7, 10, 16, 27, 65 


Problemas de la sección 14.7, página 301 


i. 2 

n-0 


1,1 I Z 

+ “ T “ + — + 


2! 3! 


R = co 


3. 2 


2271 


(2 n)\ 


—I- 2z + - z 3 + 
z 3 


7 ? = 00 


s . 2 (- í )^ 2 "- 1 

71 <= 0 


Z ~i” 


z a + 
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7 

n.O ( 2 "> ! 

9. 2 (- D n + 1 «z" 


2z 24z 3 


J_ _ _2_ 2. 

z 6 z 5 + z 4 


, R = I 


á(r 


(z - /)" 




i /2 1 i 

~7 + 4 + 8 (Z “ 0 + 


fe — 7r) 3 2!(z - 7r) 4! 


(z - #) + 


15. (z - 1) + 2 - 3/(z - 1) 

CQ 

17 - - 2 fe + 0 n-1 = -fe + i)- 1 - 1 - (z + /•) - • • • , 2? = i 


19. 2 z 2 


21- Í L ^ 1 (z~ l)-> 


1 °° 1 “7 n 

23. — + y -.* ... _ y 4 . 

¿Lt _n + l on+1 

n»0 4 n«0 

25 . 2 z 3n . W <i; - 2 -¿ 3 . |z| > 1 

n-0 n >=■ 0 ^ 

27. 2 4 4n+2 . |z| < 1. - 2 —r 2 , 1*1 > 

n=-0 n=>0 4 

29. 2 (-l) n fe - D", 0 < ¡z — 1 | < 1 ; 2 


fe - U" 


|z - 1| > 1 


31. 2 


(-l) n41 fe + hr ) 2 ”- 1 


|z + ¿ir| > 0 


33. (1 - 4z) 2 z 4n . |z| < 




35. Sean 2 a n^ z z o^ n Y 2 c n ^ z las dos series de Laurent de la misma fun- 

— 00 — 00 

ción J[z) en la misma corona. Ambas series se multiplican por (z-zj-*-' y se integra a lo 
largo de un círculo con centro en z t¡ en el interior de la corona. Como la serie converge 
uniformemente, es posible integrar término a ténnino. Así se obtiene 2 ia k = 2 ic t . Por 
tanto, a t = c t para todo jt = 0 , ± I,_ 

Problemas de la sección 14.8, página 307 

1. 0, ±t r, ±27r, ■ • ■ (polos simples), °° (singularidad esencial) 

3. 0, oo (polo simple) 

S. ± 1 , ± i (polos de tercer orden), co (singularidades esenciales) 

7. —i,2i (polos de segundo orden), co (singularidades esenciales) 

9. -0 (polo simple), oo (singularidades esenciales) 

11. 0 (singularidades esenciales) ±2/n, ±2/3 ít, • - • (polo simple), 


nn n /'w~) o. ■ >, o.-)- o. vt rr ) : 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES ' 79: 

13. oo (singularidades esenciales) 

15. 1 , oo (singularidades esenciales), ± 2 nm (n = 0 , 1 , ■ - • , polo simple) 

17. ±2, ±2.1 (segundo orden) 

19. 0 (tercer orden), ± 1 , ± 1 ... (segundo orden). 

21. (2/i + 1 )/2 (tercer orden). 23. ± 1/3 (simple). 

25. 0, ± 2 , ± 2 , ... (cuarto orden), por ( 6 ), sección 12.7. 

27. Az) = (z - z 0 )”g(zr) por (3), y g(z„) = 0. Por tanto, 1 /g(z„) es analítica en z = z„. 

Sea su serie de Taylor 

1 . , . „ . 1 c o +c,(z-z 0 ) + ... 

= c 0 + c,(z - z 0 ) + • • - • Entonces _ = 

que demuestra la primera proposición. La multiplicación de h(z) no cambia lo anterior. 
29. Aplicar el teorema 3 a./[z) - k. 

31. Región entre los meridianos 0° y 90°. 

33. Pqqueño disco esférico centrado en el polo norte. 

35. Cinturón entre dos paralelos, que incluye al ecuador. 


Capítulo 14 (cuestionario y problemas de repaso), página 308 

21. °°, sen (z — 2) 23. 1/2, Ln (1 -4* 2z) 25. 1/3 

27. 29. “, cosh Vz 

31. 1 - 2z + (2z) 2 /2! - (2z) 3 /3! +-•■•, R = ™ 

33. 1/2 + (z + l)/4 + (z + l) 2 /8 + (z + 1) 3 /16 + - ■ • , R = 2 
35. k - k 2 (z - 2 - 30 + k 3 (z - 2 - 3i) 2 - + ■ ■ • , A = (2 - 30/13, R = VÍ3 
37. 1 + 3z + 6z 2 + 10z 3 + • • - , R = 1 
“ r_nn + l / Tr\ 2n ~ 2 I tt| 

ir» ■’ÑT 1 S_ L _ I i I — — I O nnln Hp Qpcnmrln nrrlpn 


39. 2 


(2 n + 1 ) 


/ 7t\ ~ ^ 77 

- / z — — 1 , z — — > 0 , polo de segundo orden 


41 . ^ z n ~ 4 , 0 < |z¡ < I, polo de cuarto orden 

71 =» 0 

“ J 

43 , V --—- , \z\ > 0 , singularidad esencial 

( 2 n)\z Zn ¿ 

** / _ t ■\ti +1 

45 y ¿—ü- í z _ 0 < \z - 1 | < 1 , pole of second order 

, n 
n *= l 

CO J 

47. 2 -z" -2 , Izl > 0, polo simple 

n-i n!n 

oo ¡‘ 

49 V — ( z - O " -5 |z - i| > 0 , polo de quinto orden 


Problemas de la sección 15.1, página 316 


1. -3 (en z = 1) 

3. 

-1/3! (en z = 0) 

5. i/3 (en -/), - 16/73 (en 2;) 

7. 

1 (en 2 — ± nn) 

9. ±~ (en ± 1) por (S) 

11 . 

1 (en z = 0) 


1% ®) “ 







■ f i <T C 


38 


r c r f 


C O (í < r ( 


r r r; o r r: o c 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 

l, -l,í, ~o 


13. —9/16,9/16, — 9:/16, 9:716 (polos de segundo orden en z 
15. 3/17 (en z = - I) 17. 0 19. 2 m 

21. — inri 23. (1 - tt 3 /128 )m 


Problemas de la sección 15.2, página 319 

5. 0 


1. —2 777 

11. 2m(cosh I 
17. m 
25. -4/ 


3. — 6 m 
- 1) = 3.412: 
19. 8t tí 
27. 0 


21. 7t: sen 
29. 


7. 10(77 
13. 2 ni 
1.506: 

4: senil | = -2.084: 


Problemas de la sección 15.3, página 324 

i. 471 / 3/3 3 . 2 ti/35 5 . 871/3 7 . n/30 

11- W 13. 71 /V 2 15. 2ti/3 17. 71/2 

Problemas de la sección 15.4, página 330 

3. 0 5. (27i/V3)e- v3/2 eos \ = 1.339 

9. 0 11. -7i(sen I)/V3e V3 = -0.2700 

13. 7i/10e 2 — 2n/20e 3 15. 71 

19. -ti/2 21. ti/ 2 23. (3 - e-")7i/2 = 


9. 4ti(75 
15. tt/3 
23. -4/ 


9. 0 

19. ti/ 16 


7. 7 ríe 

17. — 3 / 371/6 
4.645 


Capítulo 15 (cuestionario y problemas de repaso), página 331 


11. 0, si 13. 5 ti/ 2, sí 

19. — 2tií/(/ 7 + 1)!, sí 

25. 71(74, sí 27. 2n/7 

33. ti/2 35. 0 


15. — 18 71 /, sí 
21. — :/2, no 
29. 4n/3/3 
37. ti/3 


Problemas de la sección 16.1, página 339 


1 . u 


1 


I „2 


¡je 2 , 9 


16 


5. El eje v positivo y negativo, respectivamente 
9. |arg tv| < 27i/3 11. n/2 < arg w < n 

15. 3 eos 1 + / sen :, -3 sen l + i eos t 
17. / + tr 1 , 1 - :7 2 19. -a/2 

23. 0, ± 71(72, ± 7i(, - • - 25. Por conformidad. 

Problemas de la sección 16.2, página 345 

1. z = 0 3. 0, ± 1, ±: 5. 

9. ±: 11. w - 4/z, tv = (z + 4)/(z + 1), etc 

15. tv = (az + b)/{a - bz) 17. z = (2:'w 


¿V3 


17. 0, no 
23. — 647r(, sí 
31. ti/60 
39. ti/2 


3. v = 20 
7. M < 4 
13. 4e i! , 4:> i ‘ 

21 . ± 2 , ± 2 : 

27. Sólo en tamaño. 


7. ±: 

13. >v = azjd 
4:)/( — w + 3) 


.1 : 1 




Q & C Q r C c C c í 
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: (*> C (T í 


c r r r r- o 


799 ? 


Problemas de la sección 16.3, página 350 


1. w = 3z + 2 

5. w = 1/z 

9. w = :z 

15. w = (2z - /)/( — :z - 2) 


3. w 
7. w 
13. z = 
19. w 


- (z + l)/( —3z + 1) 

= (3 iz + l)/z 
( —4vv + l)/(2w - 1) 
= (z 4 - :')/(— (’z 4 + 1) 


Problemas de la sección 16.4, página 355 

1. 1 S M S e, 0 S arg tv S \n 3. e < M < e 2 , ~in < arg 

5. Interior dé ia elipse w 2 /(cos 2 2) + vVCsenh 3 2) = 1 en el primer cuadrante, 

7. Corona elíptica acotada por *,í 2 /cosh 2 1 + vVsenH 2 1 = 1 y iri/cosh 2 2 + v 2 /senh 2 2 = 1 y corte 
a lo largo del eje imaginario positivo, 

9. / = z 2 mapea la región dada sobre la franja 0 < lm t < 71, y w = e? mapea esta franja sobre el 
semiplano superior. Respuesta. w — é 1 . 

II. w' = eos z = 0 en 2 = ±(2n 4* 1)ttI2, n — 0, 1, ■ • * 

13. 15. Semiplano superior v > 0, 

17. Semiplano inferior v < 0. 19. ln 2 < u < !n 3, n /4 < v < n/2. 

Problemas de la sección 16.5, página 360 

1 . w se desplaza una vez alrededor de la circunferencia unitaria w = 1» 

5 . |z¡ - 1; ln z = ln |z| + ¡6 = id se mueve 2?r cada vez hacia arriba del eje v. 

7. ± 1 (primer orden), dos hojas. 9. 0, 2 hojas. 

11. a, 3 hojas. 13. 0, ± 1,2 hojas. 

15. —1, una infinidad de hojas., 17. — y /, 3 hojas. 

19. 0, 2 hojas. 


Capítulo 16 (cuestionario y problemas de repaso), página 360 


11. U = |(7 2 


- 1 , \u 2 — 1 

15. o — 4t//3 

19. El dominio entre las parábolas 
21. |arg w\ < tt/8 23. u - 1 

29. ±//\/3 31. (±n + \)r, 

37. 5z 39. 2zf{z - 1) 


13. |w| = 6.25, |arg n^| < tt/ 4 
17. 7r/4 < arg Si 7r/2 


« a í - ^ y 
ii 


45. w 


47. tv = z 2 /2k 


25. |m^ 4- 5 
33. iz 

41. vv = iz 3 4- 1 
49. 2 ± V6 


- |:> 2 
27. 0, ±: 

35. z/(z + 2) 
43. tv — iz 


Problemas de la sección 17.1, página 368 

1. <t> = 20x + 200 3. <t> = 20(1 - y/d) 

5. 0 = 110 - 50 xy 7. (110 ln r)/ln 2 

9. 200 - (100 ln r)/in 2 11. y = x/2 + r 

l/2c) 2 + .y 2 = l/4r 2 


13. X 2 


15. (x 


17. tt = c Re [Ln (z - a) + Ln (z + a)] = c ln |z 
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES' 

Problemas de la sección 17.2, página 372 

3. y) = U^y. w = u + iv = iz 1 mapea R sobre -2 < u < 0. 

5. Aplicar w = z 2 . 

7. Rayos correspondientes en el plano w forman ángulos iguales, y el mapeo es conforme. 
9. z = (2Z — /)/(—/Z — 2), 


Problemas de la sección 17.3, página 376 

1. (100W)y. Rotar a través de vl2. 3. 100 — 2400/rr 

5. Re F(z) = 100 4 (200/rr) Re (sen -1 z) 7, 7, + rr'HT, - 
9. 7 0 [Arg (iv - 1) - Arg (w + l)]/ir 15. HOir ” 1 Arg z 
17. r 0 + 2rr- 1 (7 1 - F 0 ) Arg z 19. -4C)0(Arg z)/rr 


7j) Arg (tv - a) 


Problemas de la sección 17,4, página 383 

1 . V = V ¡ = K, Ky = const, Kx = const 

3. F*(h’) = H- por Problema I; iy/(z) = z 3 mapea ese cuadrante sobre el semiplano; 

’ F(z) = F*(/(z)) = z 2 . 

5. Flujo paralelo en la dirección y negativa, K-r-i. 

7. Flujo paralelo en la dirección dey = -x, I -i. 

9. V= 3(x 2 - >4) - 6xví, R 2 = 0 sobre los ejes de coordenadas. 

13. F(z) = [In (z + a)]/2tr 

17. Las lineas de corriente son circunferencias y/(x 2 + y 2 )/ = cor‘ + (y-i) 2 = A 2 , 

19. Usar el hecho de que w = eos' 1 z es el mapeo w = eos z con los roles de los planos zy w 
intercambiados. 


Problemas de la sección 17.5, página 388 


7 . <S> = |r 5 sen 50 


gr 2 eos 20 


2(r sen 0 - ir 2 sen 20 + Jjr 3 sen 30 - + • • ') 
(4/rr)(r sen 0 - ir 3 sen 30 + Jgr 5 sen 50 - + • 


Problemas de la sección 17.6, página 393 

1 . Use (2); F(l) = 9. 3. |zl no es analítica 

5. Use que |e 2 | = e x es monótona 7. 2, en z = ±i 

13. Use x 


11. Aplicar el teorema 3, 

15. Hacer/-= 0 en esa fórmula. 


1 + eos 0 , y 


Capítulo 17 (cuestionario y problemas de repaso), página 394 


11. = <100 ln r)/ln 5 = 62.13 In 

13. <t> = ( 10/ln 10)(ln 100 - In r) 
15. <t> = 1 10[1 — (2/t r) Arg z] 


20.00 - 4.34 lq r 

17. <t> = - (400//7T) Ln z 


j x a />, " : i>c : a y,- 3, ‘-'D, 
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801? 


19. <J> = 100 + 80(y — |x) 21. x + y — const 

23. 2 x(y + 1) = const 25. |z — I — i\ = const 

27. 10 + (40/ir)(r sen 0 4- ¿r 3 sen 30 + ¿r 5 sen 50 + • - -) 

29. lOir 2 - 120(r eos 0 - \r 2 eos 20 + ¿r 3 eos 30 - + ■ • ■) 

31. Flujo en la dirección y, V = ik 

33. (r — 4/r) sen 0 = const, V = 1 - 4/z 2 

Problemas de la sección 18.1, página 406 

1. 0.9817E02, —0.1010E03, 0.4787E —02, -0.1380E05 

3. (1100100) 2 , (11101 -01) 2 . (11.11 > 2 s - 28.5,0.15625, 1.71875, -3.40625 

7. 5.6945, 5.697, 5.70, 5.7 9. 19.95, 0.05, 0.05013; 20, 0, 0.05 

15. 18,78685 S d S 18.79695 17. Sumar primero, luego redondear. 



Problemas de la sección 18.2, página 417 

3. -0.12,-0.119 792 64,-0.119 794 07 7. x 5 = 0.736 058, x 10 = 0.739 126 
9. Esto se concluye por el teorema del valor medio de cálculo. 

11 . 1.834 243 (= x 4 ) 13. 1.150 000 ( = x 5 ) 15. 0.904 557 (= jc 3 ) 

17. 0.652 919 (= jt 3 ) 19. jr n+J = (2x n + 7/x„ 2 )/3, 1.912 931 (= x 3 ) 

21. 1.834 243 23. 0.904 557 

25. ALGORITMO BISECAR (f, o„, b 0 , N) Método de bisección 

Este algoritmo calcula un intervalo [o,, ó„] que contiene la solución de,/[x) = 0 tf conti¬ 
nua), o calcula una solución c,, dado un intervalo inicial [a„, 6„] tal que Ji a u )Ab„) < 0. 
ENTRADA: Intervalo inicial o„, b n , número máximo de iteraciones N. 

SALIDA: Intervalo a^ b N que contiene una solución, o una solución c„. 

Para n = 0, 1,..., N - 1, efectuar: 

Calcular c, = 4- (a„ + 6,,). 

Siyjc,) = 0, entonces dar como SALIDA c ¡; Alto. Procedimiento 
completado 

En caso contrario, continuar. 

SiA a „)K c „) < 0- entonces o,,, = a, y b ltt¡ = c H . 

En caso contrario, hacer a nt¡ = c a y b^ { = í>„. 

Fin 

SALIDA b N . Alto. 

Procedimiento completado 
Fin de BISECAR 
27. [0.40625, 0.43750] 

31. 2.689 


29. [1.90625, 1.93750] 
33. ±1.189 
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Problemas de la sección 18.3, página 431 

1. L 0 (x) = -2x + 19, Lj(.v) = 2* - 18, p,(x) = 0.1082* + 1.2234, 

p,(9.4) = 2.2405 

3. p z (x) = x 2 - 2.580x + 2 580, r(l.01) = 0.9943, T( 1.03) = 0 9835 

(exacto hasta 4D) 

5. p 2 ( X) = -0. I434j: 2 + !.0895.t, p 2 (0.5) = 0 5089, p 2 (l.5) = 1.3116 

7. p 2 (x) = -0.44304* 2 + 1 30896* - 0.02322, p 2 (0 75) = 0.70929 

9. p 2 (x) = 1.0000 - 0 0112r + 0 0008r(r - l)/2 = * 2 - 2.580* + 2.580, 
r = (* - l)/0.02; 0.9943, 0.9835, 0.9735 
11. p 2 (x) = 0.27633 + 0.97678(* - 0.25) - 0.44304(* - 0.25)(* - 0.5) 

= — 0.44304* 2 + 1.30896* - 0.02322 
13. p 2 (x) = 0.9461* - 0.2868*(* - l)/2 = -0.1434* 2 + 1.0895* 

15. 0.722, 0.786 

17. Sf m = 0.057 839, Sf 3l2 = 0.069 704, etc. 

21. 3.455606, exacto hasta 5D 23. 0.386 4185, exacto hasta 7D 


Problemas de la sección 18.4, página 439 

9. -* + * 3 , 2(* - 1) + 3(x - l) 2 - (x - l) 3 

11. 1 - (* - l) 2 4- 2(x - l) 3 , 46 + 48(x - 4) + 17(* - 4) 2 - 5(x - 4) 3 

13. 1 - x 2 , — 2(x - 1) - (* - l) 2 + 2(* - l) 3 , 

- 1 + 2(* - 2) + 5(x - 2) 2 - 6(x - 2)3 
15. -£(* + 2) 2 + f(x + 2) 3 , f(x + 1) + f(* + l) 2 - f(* 4 - l) 2 , 

1 - fx 2 + I* 3 , -f(x - 1) + f(x - l) 2 - J(x - l) 3 

17. 1 - 5x 2 /4 + * 4 /4 

19. La curvatura es/"(*)/( 1 + f(x) 2 y 2 , que es igual a /”(*) aproximadamente, si |y(x)| es 
pequeño. 


Problemas de la sección 18.5, página 450 

3. 0.5, 0.375, 0.34375 5. 0.782 794 (exacto 0.785 398) 

7. 0.785 392 (exacto 0,785 398) 9. 1.107 147 (exacto 1.107 149) 

11. 0.693 254 (exacto 0.94608) 13. 0.693 771 (exacto 0.693 1 47) 

15. M 2 = 1/2, M*= -2, -0.002 604 S e S 0.010 417, 0.780 190SA(1) S 0.793 211 
17. (l/x) iv = 24/x 5 , M 4 = 24, M * = 0.75, -0.000 521 £ 6 s -0.000 017 
19. 0.94508, 0.94583 (exacto 0.94608) 21. 0.4612 (exacto 0.4615) 

23. 0.91936 (exacto 0.91973) 

25. 7t|¿e 0 + £,+ ••• + e n „ 1 + ¿e n | S [( b - a)/n]nu = (b - a)u 
27. 0.08, 0.32, 0.176, 0.256 (exacto) 29. 0.52, 0.080, 0.304, 0.256 

Capítulo 18 (cuestionario y problemas de repaso), página 451 

21. — 0.53678E0O, 0.11867E04, -0.60400E-02, 0.23948E02, 0.33333E0O, 0.12143E02 
23. (7.625) 10 , (34.5) 10 , (3.6875) 10 25. 49.980, 0.020; 49.980, 0.020008 

27. 17.5565 s * s 17.5675 29. El mismo que para a 
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31. -0.2, -0.200 32, -0.200 323 

33. x = (8 + 6x 2 - 3x 4 ) 1/6 , x 5 = 1.403 007, *,„ = 1.414 557, exacto Jl 
35.3.584 631 37.0.567 143 

39. 0.334 [exacto 0.305 (3D)] 

41. 2.95647, 2.96087 43. 2.96111 

45. 1 - * 3 , — 3(x - 1) - 3(* - 1) 2 '+ 3(x - l) 3 

47. 0.245, e = 0.005 49. 0.9027 (0.9045 exacto hasta 4D) 


Problemas de la sección 19.1, página 465 

1. *J = 2, *2=1 3. *j = ¿, * 2 = -2 

5. Xj = 2, x 2 = 3, * 3 = 2 7. x, = — I, * 2 = 8, * 3 = — 5 

9. *, = 3.0, x 2 = 4.8, x 3 = 0 11. Xj = —2.5, x 2 = 7.0, x 3 = 0.25 

13. *j = 0, x 2 arbitrario, x 3 = 5x 2 + 10 15. x¡ = 0.4, x 2 = —0.01, x 3 = 1.1 

17. (1 — l/e)x 2 = 2 — 1/e finalmente se vuelve x 2 /e = 1/e, x 2 = 1, 
x¡ = (1 - x 2 )/e = 0. 

19. Xj = x 2 = * 3 = 1; no existe solución 


Problemas de la sección 19.2, página 471 


x. = 4, ri 03 f3 2T 

1 . 

x 2 = 3, L6 lj LO 5J 



M 0-1 T4 -6-1 

_2 lj Lo 5 J 




*, = -i, r 1 o ol f3 9 6~ 

9. * 2 = 6 1 0 0-6 3 

x 3 = 2, |_ 3 9 lj Lo 0 -3_ 

11. L y U como en el problema 5 (¿por qué?) 

*, = 6, p 0 01 p 2 4~ 

13. * 2 = 12, 2 3 0 0 3 1 

* 3 = 4, 4 1 3 0 0 3_ 
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ro.6 0.21 
Lo. 4 0.8J 


- 0.8 — 2 . 0 ~ 

- 2.8 - 2 . 0 . 


6 

21. 3 


Problemas de la sección 19.3, página 477 

1. Exacto 2, 2, 2 3. Exacto 15, 5, 12 5. Exacto 0.5, 0.5, 0.5 

7. Exacto 2, 0 t 3, I 

9. (a) x‘ 3 > T = [0.49982 0.50001 0.50002], (b) x»> T = [0.50333 0.49985 0.49968] 

“ 0.49 -0.1 0.51] í" 0.5 -0.1 0.5' 

13. X (1 > = 0 0.2 0 . ■ A-i = n n ? n 


0.49 

-0.1 

0.5l] T 0.5 

-0.1 

0.5 

0 

0.2 

O 

> 

l 

II 

o 

0.2 

0 

0.51 

0.3 

— 1-47J L-O - 5 

0.3 

-1.5 


15. vT5, 6, 4 


17. V2, 1, 1 


19. V690, 32, 29 


Problemas de la sección 19.4, página 485 

1. 8, V26, 4 3. 18, V76, 5 5. 7, 5, 4 7. 4, 2, 1 

9. 6, 4.2 11. 17, 289 13. 100, 10 4 

15. ||Ax¡| = 26 < 8 • 15 17. 289 19. 289, 289 

21. = 9, * 2 = -36, x 3 = 30; k(A) = • 408 = 748 

23. By (12), 1 = ||I|| = ||AA _I || s ||A|| ||A~ x || = x(A). Por la norma de Frobenius, 
Vn = ||I|| S k(A). 

25. ||x|L = fjrjl = 2 |x-| = Hxllj S /¡IxJ = n||x||„, en dondc Xj es el mayor en valor 
absoluto. 


Problemas de la sección 19.5, página 489 


1- y = - 11.4 + 5.4* 

5. y = 3.573 - 0.065* 

9. U = -2.1 + 26.37, R = 26.3 
13. y = -1.5 + 1.5* 2 
19- C = [c. fc ], Cjk = x$-\ = [b 0 ■ 


3• y = 8.96 - 0.194* 

7. y = -5.05 + 12.1* 

11. y = 0.5 + 1.5* 2 

15. y = 6642 + 762.3* - 156. I* 2 

bj 


Problemas de la sección 19.7, página 498 

1. 1,4,1, radios 5, 8, 9 3. 5, 0, 7, radios 4, 6, 6 

5. 5, 8, 9, radios 0.02 9. = 100, t Z2 = í 33 = 1 

11. VT22 13. V 170.0006 15. 6 S A S 8; 7 (un eigenvalor) 


TiT T ■): :=). V ^ V'V V ^ V VV"'-V h '->i A ‘"A 
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.142 857 14 5.938 459 91 0 

.938 459 91 0.190 476 19 -2.494 438 26 

— 2.494 438 26 — 3.333 333 33_j 

10.426 483 98 -4.072 844 87 0 

-4.072 844 87 4.223 244 41 -1.093 61169 

0 - 1.09.3 611 69 - 1.265 113 01 


Capítulo 19 (cuestionario y problemas de repaso), página 517 

21. [6 -3 1] T 23. [4 -1 2] T 25. [2.2 3.0 -0.9] T 

27. Todos los elementos de las matrices triangulares son 1. 


0.5 

-0.5 

- 1.5 

0.5 

0.5 

-1.5 


31. —13 — 2 7 33. -1.5 0.5 -0.5 35. Exacto-2, 1,2 

8 2 — 2 J |_ °- 5 _1 - 5 “ 2 

37. 15, V89, 8 39. 7, V2Í, 4 41. 22, VÍ42, 8 

43. 104 45. 15 47. 5.6 • 3.5 = 19.6 

49. L98 -I- 0.98x 51. Centros 11.4, 14.4, 14.6; radios 2.6, 3.2, 1.8 

53. Centros 10, 4, 3; radios 0.2, 0.3, 0.3 

55. = 23/3, |e,| £ 0,95; q 2 « 7.88, |e 2 | £ 0.82; q 3 = 8.04, 

|e 3 | § 0.69; <? 4 = 8.15, |e 4 | S 0.57 


ffS 

ó j, 
'eIA I) 

I 


Problemas de la sección 20.1, página 533 

1. y = e x \ 0.051 521, 0.145 975 (errores de x 5 , X| 0 ) 

3. y = l/(x 5 + 1); -0.012 735, -0.021 255 (errores dex 5 ,x, 0 ) 

5. y = e x \ 0,001 275, 0.004 201 (errores dex s , x ID ) 

7. Ver el ejemplo 4, Sec. 1.7; 0.001 047, 0.004 935 (errores dex s , X| 0 ) 

9. y = e xl ' 2 ; 0, 7 • 10” 9 , 7 • 10~ B , 4 • 10~ 7 , 2 ■ 10~ 6 , 5 • 10~ 6 
11. y = xe x ; errors 0, 0.000 190, 0.000 461, 0.000 846, 0.001 385, 0.002 131 
13. Por ejemplo, x = 0.5, y = 0.672 (error - 0.040), 0.6293 (error 0.0029); 

x = 1, y = 0.893 (error - 0.028), 0.8626 (error 0.0021) 

15. y = 0, 0.1000, 0.2034, 0.3109, 0.4217, 0.5348, 0.6494, 0.7649, 0.8806; ' 
error 0, 0.0044, 0.0122, • - • , 0.0527 
17. y = 0, 04352, 0.9074; error 0.0145, 0.0258 (aproximadamente 50% del 
correspondiente en el problema 15) 

Problemas de la sección 20.2, página 536 

1. y„ = 1.173 518, y„ = 1.284 044. v„ = 1.433 364. v„ = 1.632 374. 


1. y 4 = 1.173 518, y 5 

y 8 = 1.896 572, y 9 

3. y 4 = 0.422 798, y 5 

y e = 1.029 714, y 9 


1.284 044, y„ = 1.433 364, y 7 = 1.632 374, 
2.248 046, y 10 = 2.718 486 
0.546 315, y„ = 0.684 161, y 7 = 0.842 332, 
1.260 288, y 10 = 1.555 763 


© (?3 0 0 0 0 O Q: 0 C f: ■ C": 0 0' í (0 0 C íT : e- © © © 0 O C © 0 
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5. y 4 = 4.229 690, y 5 = 4.556 859, y B = 5.360 657, y 7 = 8.082 563 
11. y 7 = 1.010 050, y 2 = 1.040 811, y 3 = 1.094 224, y 4 = 1,173 622, 


y 5 = 1.284 219, ,y 6 = 1.433 636, y 7 = 1.632 782, y a = 1.897 074, 
y 9 = 2.248 543, y 10 = 2.718 780 


Problemas de la sección 20.3, página 544 


9. y = 3, 2.94, 2.7606, 2.4642, 2.055 606, 1.542 042 
11. Se obtiene la solución exacta. ¿Puede el lector ver por qué? 

13. Se obtiene la solución exacta, excepto por un error de redondeo por ejemplo,y, = 2.761608, 
J [)>) = 2.7616 (exacto), etc. . ¿Por qué? 


Problemas de la sección 20.4, página 553 


3. «^(x, y) = — [«..(x, y + k ) - u ¿ x ’ y - Luego se sustituye 


u x (x, y ± k) = — [u(x + h, y ± k) — u{x - h, y ± ¿)]. 


7. u(P„) = «(/>,,) = 105, u(P 2 .) = 155, uiP^) = 115 


9. -2, -5, -5, -62 


11. Ujj = u 21 = 0.1083, u 12 = « 22 = 0.3248; exacto hasta 4D: 0.0937, 0.2999 


13. V3. u n - u 2l = 0.0859, u 12 = u 22 = 0.3180. (0.1083, 0.3248 son valores hasta 


4D de la solución de las ecuaciones lineales del problema.) 
15. Sólo 5 pasos. 


Problemas de la sección 20.5, página 559 


3. = 1 , u„ 


0, 2«,, + 2 u, 


12, üjj 4 u l 2 + u 22 

Uryf ■ 4, 1 


Problemas de la sección 20.6, página 565 


1. Cálculos hasta 6D, valores redondeados hasta 3D. 







808 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 


3. En la respuesta del problema 1 los valores se proporcionan cómo exactos. La serie con¬ 
verge rápidamente, 

5. 0, 0.06625, 0.12500, 0.17125, 0.20000, 0.21000, 0.20000, etc. 

7. 0, 0.05352, 0.10156 [0.10182 por (9)], 0.13984, 0.16406 [0.16727 por (9)], 0.1 7266, 
etc. 

9. Use (5) y 0 = du 0 j/dx-= {u¡- — «_ 1; )/2/i. 

Problemas de la sección 20.7, página 569 

1. Para x = 0.2, 0.4 se obtiene 0.012, 0.02 (í = 0.2), 0.004, 0.008 (t = 0.4), 

-0.004, -0.008 (/ = 0.6), etc. 

3. u(x, 1) = 0, -0.05, -0.10, -0.15, -0.20,0 

5. 0.190, 0.308, 0.308, 0.190 (0.178, 0.288, 0.288, 0.178 exacto hasta 3D) 

7. 0, 0.354, 0.766, 1.271, 1.679, 1.834, • • • (r = 0.1); 0, 0.575, 0.935, 1.135, 1.296, 
1.357, •••(/ = 0.2) ’ 

Capítulo 20 (cuestionario y problemas de repaso), página 569 

21. 1, 1, 1.02, 1.0608, etc. Errores 0, 0.01, 0.021, 0.0334, etc. 

25. y = tan x 

29. y(0.4) = 1.822 798, y(0.5) = 2.046 315, y(0.6) = 2.284 155, y(0.7) = 2.542 325, 

y(0.8) = 2.829 706, y(0.9) = 3.160 277, y(1.0) = 3.557 611 

35. 1.96, 7.86, 29.46 

37. u{P n ) = U{P 31 ) = 270, u(P 2i ) = U(P 13 ) = u(P 23 ) = u{P 33 ) = 30, 
u(P 12 ) = u(P 32 ) = 90, u(P 22 ) = 60 

41. 0.06279, 0.09336, 0.08364, 0.04707 

43. 0, -0.352, -0.153, 0.153, 0.352, 0 si / = 0.12 y 0, 0.344 , 0.166, -0.166, 
-0.344, 0 if 1 = 0.24 

Problemas de la sección 21.1, página 1580 

9- s'(0 = -IóXj^Xj - 4/Xj 3 ) 3 - 4096x 2 3 (x 2 - 64íx 2 3 ) 3 = 0. Por x„ = i + j la 

solución es' = 0.017 909 5 (7D), y z(/j) = 0.928 3621 - 0.146 202j. 

Problemas de la sección 21.2, página 584 

5. Contradictorio, no hay solución,. 

/m .X = /(0. 5) = 10 13. / min = m, 4/3) = 8 

15. Xj — 15 toneladas de /f|,x 2 = 10 toneladas de A 2 , ganancia diaria $ 1400. 

17. f max « /(2I0, 60) - 3750 19. No 


Problemas de la sección 21.3, página 589 

1. Se empieza en C (Figura 447) y luego se intercambian x, y x 4 . 

3 f — ff 1 20 6CK _ 480 
7 max /Vil > 11/ “ 11 




RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 


809 


5. x 3 = 18 - Xj - 3x 2 , x 4 = 10 — x, - x 2 , x 5 = 24 — 3.x, - x 2 ; x, x 5 ; . 

= W’ 3) - 780 

7- / m ax » /(0. 2-5. 2.3) = 7.7 

9. Tornar como básicas a x 5 , x 6 . Intercambiar x, <-» x 6 , luego X| <-» x 5 . 

/max = /(2-857, 0, 14.286, 0) = 314. 

Problemas de la sección 21.4, página 595 

1. Xj ** X s , then x 2 ** x 4 (sin ganancia), luego x 3 ** x g . / max = /( 10, 5) = 5500. 

3. / max = /(l, 1, 0) = 12. La solución factible básica x t = x z = x 4 = x 5 = 0, 

x 3 = 1 es degenerada, 

5. Intercambiar x 2 <->x' 5 , entonces x 3 <-> x 4 . f mTa =/(3, 1) = 7. 

7. Intercambiarx 2 <->x 6 , entoncesx 3 o-x 5 , entoncesX| «-»■ x A .f mm =/(l 00, 150, 200) = 3200. 
9. Maximizar / = —/. x 4 = 1 + x 3 — x 2 , x 5 = 40 — 5Xj — 4x 2 , 
x„ = 5 — x, — x, + x~; x, <-> x R , x, <-» x.; 

= /max = 7(2. 3) = -4 + 3 = - 1", / min = I- 

Capítulo 21 (cuestionario y problemas de repaso), página 596 

11. 6¡ + 3j, 0.9153Í - 0.8136j, 0,22191 + 0.1109j, 0.03381 - 0.0301j 

23. / mln = /(0.5, 1.5) = 4.5 25. / mln - /(2, 2) = 16 

27. /max = /(0. 40, 5) = 280 29. / max = /(13, 0, 8) = 188 


Problemas de la sección 22.1, página 603 
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Problemas de la sección 22.2, página 610 

1- 4 3. 5 5. 4 

,9. La idea es ir hacía atrás. Existe un v k l adyacente a etiquetado como k— 1, etc. Así, el 
único vértice etiquetado como 0 es s. Por tanto, A.(v 0 ) = 0 implica v fi = s, de modo que v 0 - 
( v, — es una trayectoria s —> v k de longitud k, 

17. No; no existe ninguna forma de recorrer (3, 4) sólo una vez„ 

19. Patrulla de policía, equipo de reparación de la carretera, la mejor ruta del agricultor para 
sembrar sus campos. 

25. De m a 10Ow, 10 m, 2,Sm t tti + 4.6. 

Problemas de la sección 22.3, página 614 

1. (1, 2), (2, 4), (4, 3); Z. 2 = 3, Z. 3 = 9, Z 4 = 7 
3. (1, 2), (], 4), (2, 3); L 2 = 2, L 3 = 5, Z. 4 = 5 
5. (I, 4), (2, 4), (3, 4), (3, 5); l, 2 = 4, L 3 = 3, Z- 4 = 2, Z. 5 = 8 
7. (1, 5), (2, 3), (2, 6), (3, 4), (3, 5); L 2 = 9, L 3 = 7, Z. 4 = 8, Z. 5 = 4, L B = 14 
11. L 2 = 2, Z. 3 = 5 


Problemas de la sección 22.4, página 619 



5. 



2 

7. (a) L 2 = 4, L 3 = 3; (b) L = 5 9. 1 - 3 - 4 L = 38 11. Sí 

\ 

5-6, 

13. G es conexo. Si G no fuese un árbol, sería un ciclo, aunque este ciclo contaría con dos 
trayectorias entre cualquier par de sus vértices, contradiciendo la unicidad. 

19. Si se añade un borde (i/, v) a T\ entonces como T es conexo, existe una trayectoria u —> v 
en T que, junto con (i/, v), constituye un ciclo. 


Problemas de la sección 22.5, página 623 

1. (1, 2), (1, 4), (3, 4), (4, 5), Z. = 12 3. (1, 4), (3, 4), (2, 4), (3, 5), Z. = 20 

5..d, 2), (1, 3), (1,4), (2, 6), (3, 5), L = 32 
9. Si G es un árbol 


) ) :) 
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11. Un árbol de expansión más corto de la máxima gráfica conexa que contiene al vértice 1. 
13. d(G ) = 24, r(G) = 12 = e(3), centro )3) 

17. Se elige un vértice u y se encuentra el más alejado. A partir de v, se encuentra el v 2 más 
alejado. Se determina vv tal quetffw', v ( ) se aproxime lo más posible al valor de y d{v ]t v 2 ). 


Problemas de la sección 22.6, página 630 


1. 1 - 2 - 5, A/ = 2; 1 - 4 • 

3. 1 - 2 - 4 - 6, A/ = 2; 1 ■ 

5 - f 12 = 4 ’ ^13 = 1 ■ / 14 = 4, / 

/» = / W = 3 > /*4 = 4 , / 

9. {4, 5, 6}, 28 
13. 1 — 2 — 3 — 7, A/ = 2;l—4 — 

1 - 2 - 3 - 6 - 7, A/ = l;/ B „ 
15. {3, 5, 7}, 22 

19. If < c y así como > 0 


6, A/ = 1, etc. 


3 . 4 = 2 . /. 


11. (2, 4, 6}, 50 
5 - 6 - 7, A/ = 1; 

= 14 

17. S = {l,4},cap(A,7') = 6 + 8= 14 


Problemas de la sección 22.7, página 633 

3. (2, 3) y (5, 6) 

5. 1-2-5, A, = 2; 1-4-2 - 5, A, = 1; / = 6 + 2+ l= 9 
7. 1-2-4 - 6, A, = 2; 1-3-5 - 6, A, = 1; f = 4 + 2+1 
9. Considerando sólo bordes con un extremo etiquetado y un extremo sin etiquetar. 
13. 2000 

17. A = {], 2, 4, 5}, T = {3, 6}, cap (A, T) = 14 

Problemas de la sección 22.8, página 639 

1. No 3. No 5. Si A = {1, 4, 5, 8} 

7. Sí; una gráfica no es bipartita si contiene una subgráfica bipartita. 

9. 1 - 2 - 3 - 5 11. (1, 5), (2, 3) 

13. (1, 4), (2, 3), (5, 7) 15. 3 19. 5 

23. No; K s no es plana. 25. K 3 

27. 3; en 1, 4, 8 29. K 3 


Capítulo 22 (cuestionario y problemas de repaso), página 642 


0 1 o 

17. 0 0 1 

1 0 0 


0 10 1 
10 10 
0 10 1 
10 10 


0 10 1 

0 0 1 o 

10 0 1 

0 0 0 0 
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37 , , _ 2 - 4 - 3 - 5 41. / = 7 45. (1, 3), (2. 4) 

Problemas de la sección 23.1, página 652 

1. 4 Resultados: HH, HT, TH, TT (H = cara T = cruz) 

3. 2 3 Resultados: A A A’, AA A, PER, / AA 1 , A L, 1 ., AAA, I.I.P , I.AA. 

5. 10 Resultados: A, FA, FF/?, BBBR, etc. * 

7. El espacio de tripletas ordenadas de números no negativos. 

9. El espacio de pares ordenados de números 3f=x> 0, K = .y. 

13. No. 

15. No olvidar enumerar S y el conjunto vacio. 

Problemas de la sección 23.2, página 659 

1. 63/64 = 0.98 

3. (a) 0.9 3 = 72.9%, (b) • f§ • ff = 72.65% 

5.1 - 4/125 7. 0.95“ = 81.5% 

9. 1 - 0.97 4 = 11.5% 11. 77.66% 

6 . 27 3 30 

+ 36 “ "SE “ 3 ^ 

15. P(MMM) + P(MMFM) + P(MFMM) + P(FMMM) = 5 + 3 • = yq 

17. 11.68% 

Problemas de la sección 23.3, página 665 

3. De 40320 maneras. 5- 19600 7. 210,70,112,28 

9. = 635 013 559 600 11. 1/84,5/21 13. 676 000 

15. La idea de la demostración es la misma que en el teorema 1, pero en vez de ocuparse n 
posiciones ahora tienen que ocuparse sólo k posiciones. Si se penniten repeticiones, se 
tienen n elementos para ocupar cada una de las Aposiciones. 

17. 23.5, 0.5, 2%; 39 902, 400, 1% 

Problemas de la sección 23.4, página 672 

3. F(x) = 0 si ,x S 0, F(x) = x 3 /27 si 0 < x S 3, F(x) = 1 si x > 3 
5. Distribución uniforme especial, /(x) = 0.2 si0<x<5 yOen caso contrario 
7.'40%, x = 4.25 


■I, - ), ; )í >, A /. A : A 0, 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 


813 


P(X > 1200) = J 6[0.25 - (x - 1.5) z ) clx = 0.896. Respuesta. 0..896 3 = 72%. 


11. k = 3, c, = 0.464, c 2 = 0.965 
17. k = 1.1565; 26.9% 


13. k = 2.5; 50% 

19. X > b, X a b, X < c, X S c, etc. 


Problemas de la sección 23.5, página 678 

1.1,1 5.3.5,2.917 7. $23.45 

9. 750, 1, 0.002 11 . 2. lA). - b'/Ñ 

15. E(X k ) = 2/(A + 2), o - 2 = 

17. E(X k ) = (¿> k+1 - a k * 1 W.b - a)(k + 1)) 

19. y = 4/2V2 = Vz 


Problemas de la sección 23.6, página 684 

1 . 0.0625, 0.25, 0.9375, 0.9375 3. 64% 

5. 0.99 10 = 90.4% 7. 1 “ e ~° 2 = 18% 

9 . = o,5V" 05 /x!,/(0) + /(I) = e _ 05 (1.0 + 0.5) = 0.91. Respuesta. 9%. 

IX 120 135 30 1 . 

11 . 0.265 * 3 - 2 l 6 - 286- 28 6 ' 28? 

19. G(0) = 1, G'(í) = exp [/u-e*] pe 1 = /j.e‘G(t), G"(t) = + G (/)], 

E(X 2 ) = G"(0) — p + p 2 , cr 2 — E(X 2 ) - p 2 = p 

Problemas de la sección 23.7, página 691 

1. 0.1587,0.6306,0.5,0.4950 3. 17.29, 10.71, 19.152 

5. 0.27% 7. 16% 9. 84% 11. 31.1%, 95.5% 

13. Aproximadamente22 19. Use / (x) = 0. 


Problemas de la sección 23.8, página 701 

1. 1/8, 3/16, 3/8 3. k = 4, P = 9/16 

5 . f 2 ( y ) = l/(/3 2 - a 2 ) s\ ct 2 < y < P 2 7. 20.200, aproximadamente 0.007 

9. 27.45 mm, 0.38 mm 

11. Independientes,/,(x) = 0. le” 0,1 '' si x > O,/ 2 O0 = 0.1<T° si v > 0, 36.8% 

15. 50% 17. No 

t 

Capítulo 23 (cuestionario y problemas de repaso), página 702 

21. (a) 0.512, (b) Aproximadamente 0,504 23. 1/4 

25. /(0) = 0.80816, /(1) = 0.18367, /(2) - 0.00816 

27. /(x) = 2" x , x = I, 2, • - • 29. 0.3, 0.2, 0 

31. 72 33. 118.019, 1.98, 1.65% 35. 94.09%, 5.82%, 0.09% 

37. k = 3, c = 0.983 39. 0, 2 41. 7/3, 8/9 43. 0.98 15 

47. 76.74 kg 49. 16%, 2.25% (ver la figura 496) 
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Problemas de la sección 24.2, página 711 

1. Los artículos 38, 69, 02, 49, 23, 52, 73, 29, 09, 05 
5. Tomar y¡ = 2 + 4y, con y¡ elegido corno antes. 

1.x — 0.91 = <t>(z) se obtiene z = 1.341 (Tabla A 8 ) 

9. 2.408, 0.545, 1.022 


Problemas de la sección 24.4, página 720 


1. x = 3.47, í 2 


17. 96, 86 , 110, 24 


11. 100.25 


19. 99.2, 234.7; agrupados: 99.4, 254.7 


Problemas de la sección 24.5, página 724 

3. / = p k ( I — p) n ~ k , p = k/n, k = número de éxitos en n ensayes 
5. 7/12 7. p = Ux 9. p = x 

11. 0 = níZ x. = l/3c 13 . 0 = i 


Problemas de la sección 24.6, página 734 

3. CONF {23.86 £ p s 28.93} 5. Se duplica. 

7. Aproximadamente 4, 16 9. CONF {10.07 S p. s 10.33} 

11. c = 1.96, x = 87, .r 2 = 71.86, k = cj/Vñ = 0.742, CONF {86 § ^ s 88 }, 
CONF {0.17 S p s 0.18} 

13. CONF { 0.00044 S a 2 S 0.00127} 15. CONF {23 S o - 2 S 553} 

17. Distribuciones normales, medias-27, 81, 133, variancias 16, 144,400. 

19. Z — X+ Y es norma! con media 105 y variancia 1.25. 

Respuesta. P( 104 < Z £ 106) = 63%, 


Problemas de la sección 24.7, página 746 

1 = 1 '/7(0.286 — 0)/4.31 = 0.18 < c = 1.94; no rechazar la hipótesis. 

3. c = 6090 > 6019, c = 12 127 > 12 012; no rechazar la hipótesis. 

5. cr 2 /n = 1, c = 28.36; no rechazar la hipótesis. 

7. p < 28.76 or p > 31.24 

9. Alternativa p * 1000, t = JJo (996 - 1000)/5 = -3.58 < c = -2.09 (tabla A10, 19 grados 
de libertad). Rechazar la hipótesis p = 1000 g. 

11. Probar p — 0 contra p yt— 0. r — 2.1 I < c — 2.37 (7 grados de libertad). No rechazar la 
hipótesis, 

13. ot = 5%, c = 16.92 > 9 0.5V0.4 2 = 15.06; no rechazar la hipótesis. 

15. , 0 = VIO • 9 ■ 17/19(21.8 - 20.2)/V9 • 0 . 6 2 + 8 • 0 . 5 2 = 6.3 > c = 1.74 
(1 7 grados de libertad). Rechazar la hipótesis y asumir que B es mejor 
17. v [( = 50/30 = 1.67 <c- 2,59 (9, 15) grados de libertad ; no rechazar la hipótesis, 


i ) ;;) ) "A ,Í' I l I I ) 1 . ' t ¡ ' i i I ) / ) 
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Problemas de la sección 24.8, página 751 

1. LIC = 1 - 2.58 • 0.03/V6 = 0.968, LSC = 1.032 
3. n = 10 

5. Elegir 4 veces el tamaño de la muestra original. 

7. 2.58V0.024/V2 = 0.283, LIC - 27.783, LSC = 27.217 


13. LIC = np 4- 3 Vnp( 
15. RC = /x = 2,5, LiC 
y se hace LIC = 0, 


), RC = np, LSC - 
+ 3 Vp “ 7, LSC 


3 V/I es negativo en (b) 


Problemas de la sección 24.9, página 757 

1. 0.9825, 0.9384, 0.4060 3. 0.028 (en 0 = 0.054) 

5. 19%, 15% 7. (1 - 0) 5 , (1 - 6) 5 + 50(1 - 0)* 

9. Porque n es infinito. 11. (1 — i ) 3 + 3 • ¿(1 — ¿) z = i 

13. 22% (if c = 9) 15. a = 5%, ¡3 = 44% 


Problemas de la sección 24.10, página 760 

1. a-o 2 = 2.33 < c = 11.07. Si 3. x 0 z = 94.19 > c = 11.07. Rechazar. 

5. a'o 2 = 0-4 < c = 3.84. Afirmar que la moneda es legal 

7. 20 dígitos impares y 30 pares, Xo = 2 <3.84. No rechazar la hipótesis, 

9. e¡ = n Pj = 370/5 = 74, Xq = 984/74 = 13.3, c = 9.49. Rechazar la hipótesis. 

11. Al combinar los tres últimos renglones se obtiene K— r— 1 =9 (r— I, ya que se calculó la 
media, = 3.87). x 1 = > 2 8 < c = 16.92. No rechazar la hipótesis. 

13 . % i = 49/20 + 49/60 = 3.27 < c = 3.84 ( I grado de libertad, a = 5%, que sostiene la 
afirmación,. 


Problemas de la sección 24.11, página 763 

1. Hipótesis: A y B son igualmente buenos. Entonces la probabilidad de por lo menos 7 
ensayos favorables a A es -4~ s + 8 ■4 ' 8 — 3.5%, Rechazar la hipótesis, 

3 . -D 6 + 6 ( t )'’ + 15 ( ^ )‘ = 34 % es la probabilidad de cuando mucho 2 valores negativos 

si p = 0 , que no se rechaza, 

5. Hipótesis p — 0. Alternativa p > 0, x = 1.58, 

t = VIO ■ 1.58/1.23 = 4.06 > c = 1.83 (cr = 5%). Hipótesis rechazada 

7. (¿) 18 (1 + 18 + 153 + 816) = 0.0038 9. Considere= v, - p 0 

11. P(TS 2) = 2.8%. Rechazar. 13. P(T S 14) = 7.8%. No rechazar 

15. P(T S 2) = 0.1%. Rechazar- 
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Problemas de la sección 24.12, página 770 

1. Aproximadamente 120 pies. 3. y — 1.9 = x 

5. y - 1402 = 4.32(x - 590) 

7. 3s* = 500, 3^ = 33.5, = 0.067, 3j 2 2 = 2.268, q a = 0.023, 

K = 0.021, CONF {0.046 s g 0.088} 

9. q 0 = 76, K = 2.37V76/(7 ■ 944) = 0.254, CONF {-1.58 S. Ki § - 1.06} 

Capítulo 24 (cuestionario y problemas de repaso), página 770 

21. 4, 100 23. 106, 160, 40 

25. 1.5625, 0.03696, 0.6 27. p = 15.5625, F 2 = 5.3711 

29. Se duplica, 31. CONF {19.2 s M g 33 . 6 } 

33. CONF {0.726 S p § 0.751} 35. CONF {1.373 1-451} 

37. CONF {0.105 S p S 0.107}; este error es 0.0ÓI , aproximadamente. 

39. CONF {0.05 £ ir 2 á 10} 41. c = 14.74 > 14.5; rechazar p 0 - 

/14 74 - 14 50\ 

43. <t> - 7 =- — = 0.9357 45. 30.14/3.8 = 7.93 < 8.25. Rechazar. 

V V0.025 / 

47. l = /TOO {26000 - 25000)/2000 = 5 > c = 2.37 (tabla A10). Rechazar la hipótesis po = 
25000 y confirmar que la afinnación del fabricante está justificada. 

49. v = 2.5 < 6.0 (9, 4) grados de libertad ; no rechazar la hipótesis. 

51. Disminuye por un factor de 2. Por un factor de 2.58/1.96 = 1.32, 




Material auxiliar 

A3. 1 FÓRMULAS PARA FUNCIONES ESPECIALES 

Respecto a tablas de valores numéricos, consultar el apéndice 5. 

Función exponencial e r (figura 519) 

e = 2.71828 18284 59045 23536 02874 71353 

( 1 ) e x e« = e x+ *, e'/e» = e 1 "'', (e 1 )" = e 1 * 

Logaritmo natural (figura 520) 

( 2 ) In (xy) = ln x + In y, ln (x/y) = In x - ln y, In (x“) = a ln x 
ln x es la inversa de e z , y e lni = x, e~ lax = e lnU,I) = l/x. 

Logaritmo base diez log | 0 x, o simplemente logx. 

(3) log x = M ln x, M = log e = 0.43429 44819 03251 82765 11289 18917 

(4) ln x = — log x, “ = 2.30258 50929 94045 68401 79914 54684 

M M 

iogxesla inversa de 10 % y 10 ’°* J = x, 10 " ,o8x = l/x. 
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(14) A eos x + Bsenx = VÁ 1 + fl 2 sen(x ± á), tan 5 
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sen 5 
eos 5 


_ A 
"JS 


Tangente, cotangente, secante, cosecante (figuras 523, 524) 

I 

sec x 


senx eos x 

(15) tan x = -, cot x 


(16) 


tan (x + y) 


eos x senx 

tan x 4- tan y 
1 - tan x tan y 


-, esc x = - 

eos x senx 


tan (x - y) 


tan x — tan y 
1 + tan x tan y 




Funciones hiperbólicas (seno hiperbólico senh, etc.; figuras 525, 526) 




Figura 525. senh x (línea discontinua) 
y cosh x. 


Figura 526. tanh x (línea discontinua) 
y coth x. 
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cosh x = ¿(e z + e ~ x ) 


tanh x = 


cosh x 


cosh x 
senhjc 


cosh a: + senil x = e x , cosh x - sephx = e~ x 
cosh 2 jr — senh 2 jr = 1 

senh 2 j: = ¿(cosh 2x — 1), cosh 2 jc = ¿(cosh 2x + 1) 

r senh (x ± y) = senil x cosh y ± cosh x senh y 
l cosh (x ± y) = cosh x cosh y ± senh x senh y 

. , , tanh x ± tanh y 

tanh (x ± y) = -;-:— 

1 ± tanh x tanh y 


Función gamma (figura 527 en la tabla 
definida por la integral 


A2 del apéndice 5). La función gamma T(a) está 


r(oi) = f e~ c l a ~ 1 

n 


(a > 0) 


que tiene sentido sólo si a> 0 (o, si se considera a compleja 
es positiva). Al integrar por partes se obtiene la importante 
gamma , 

(25) r(a + 1) = af(a). 


considera a complejo, para aquéllos a cuya parte real 
obtiene la importante relación funcional de la función 


A partir de (24) se obtiene fácilmente F(l) = 1; por tanto, si a es un 
ejemplo k, entonces mediante la aplicación repetida de (25) se obtiene 
(26) rvt. _i_ ii _ a 


r(k + o = k\ 


entero positivo, por 
(* = 0 , 1 , • • •)■ 





Figura 527. Función gamma. 
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Lo anterior muestra que la función gamma puede considerarse como una generalización de la 
función factorial elemental. [Algunas veces, para f(ct) se usa la notación (a - 1)1, inclusive 
para valores no enteros de a, y la función gamma también se denomina función factorial]. 
Por aplicación repetida de (25) se obtiene 


Ha + 1) = r(c» + 2) 

a a(a + 1) 


r(ar + k 4- 1) 

a(a + l)(a + 2) • • • (a + k) 


y esta relación puede usarse 


T(a) = 


r(a + k + 1) 

a(a + 1) * * ■ (a + k) (a # 0, — 1, 2, * * •) 


para definir la función gamma para 0t (* -1, -2, • • •) negativo, eligiendo para k el menor entero 
tal que a + k + 1 > 0. Junto con (24), entonces con ésto se obtiene una definición de T(a) para 
todo diferente de cero o para un entero negativo (figura 527). 

Es posible demostrar que la función gamma también puede representarse como el límite de 
un producto, a saber, mediante la fórmula 

(28) Ha) = lím - , ■ - ■■ ■. . . (« * 0, - 1, ■ - ■)■ 

a(a + l)(a + 2) • • ■ (a + n) 

A partir de (27) o (28) se observa que, para a complejo, la función gamma T(a) es una 
función meroforma que tiene polos simples en ct = 0, — i, —2, • * • . 

Una aproximación de la función gamma para un gran a positivo está definida por la fórmu¬ 
la de Stirling 


r(a + i) - V2^ (¿y 


en donde e es la base del logaritmo natural. Por último, se menciona el valor especial 

(30) T(¿) = Vñ. 


Funciones gamma incompletas 


*,x) = f 


’t, Q(a, *) = f e~‘t°~ 


(a > 0) 


r(a) = P(a , x) + Q{a, x) 


Función beta 


B(x, y) = J r x ~ l (i - i) y ~ 1 


Representación en términos de funciones gamma: 

_. . rwrty) 

(34) B{x , y) - 

Función de error (figura 528 y tabla A4 en el apéndice 5) 


(x > 0, y > 0) 
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Por tanto, por la definición de derivada se tiene 


(1) 


d/ 

Bx 


Ui. vO 


/(Jtj + Ax , y,) - /(r,, yj) 
Jim ------ 


La derivada parcial de z ~f{x, y) con respecto a y se define de manera semejante; ahora se 
mantiene constante x, por ejemplo igual ax,, y se deriva J{x v y) con respecto a y. Así, 

Bf ai „ /(Xj, y, + Ay) - f(x v y,) • 

(2) — = — = lim- - -. 

(x,.v,) ^ Ui. Vi) 


Otras notaciones son^Cir,, y,) y z,(x,,y,). 

Resulta evidente que los valores de estas dos derivadas parciales dependen en general del 
punto (jr y ). Por tanto, las derivadas parciales dz/dx y dz/dy en un punto variable son funcio¬ 
nes de x y y. La función dz/dx se obtiene como en cálculo ordinario, derivando z =fix, y) con 
respecto ax, considerando ay como constante , y 3 z/dy se obtiene derivando z=/[x, y) con respecto 
a y, considerando a x como constante. 


Ejemplo 1 Sea z = f(x, y) = x 2 y + x sen y. Entonces 

df df n m 

— = 2-tv + sen y, — = x ¿ + x eos y. ■ 

dx By 

Las derivadas parciales dz/dx y dz/dy de una función z =J{x, y) tienen una interpretación 
geométrica muy simple. La función z =/x,y) puede representarse por medio de una superficie 
en el espacio. La ecuación y = y, representa entonces un plano vertical que corta la superficie 
de una curva, y la derivada parcial dz/dx en un punto (x^y,) es la pendiente de la tangente (es 
decir, tan a en donde a es el ángulo que se observa en la figura 531) a la curva. De manera 
semejante, la derivada parcial dz/dy en (x,, y,) es la pendiente de la tangente a la curva x = x, 
sobre la superficie z -J\x,y) en (x^y,). 

Las derivadas parciales dz/dx y dz/dy se denominan primeras derivadas parciales o deriva¬ 
das parciales de primer orden. AI derivar estas derivadas una vez más se obtienen las segun¬ 
das derivadas parciales (o derivadas parciales de segundo orden) 1 . 

d 2l = ± (*£\ 

dx 2 Bx Váx/ 

B 2 f = B_ fdf\ 

( 3 ) Bx By dx \3y) 

B 2 f = ± í3f\ 
dy dx By \3xJ 

B^f = j¡_ /'Bf\ 

By 2 By \3y) 


- /= 
~ fyx 
= fxy 

~ fyy' 


Puede demostrarse que si todas las derivadas con que se trabaja son continuas, entonces 
dos derivadas parciales mezcladas son iguales, de modo que entonces no importa el orden de 
derivación (consultar la obra citada en el apéndice 1 como referencia [ 5].), es decir, 

d 2 Z = 3 2 z 

^ dx dy dy dx ' 

" j Precaución! En la notación con subíndices, éstos se escriben en el orden en que se deriva, mientras que 
en la notación “d" el orden es opuesto 
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Ejemplo 2. Para la función del ejemplo 1, 

Ixx = 2 .y• = 2x + eos y = f yx , f m = -xseny. 


Al derivar las segundas derivadas parciales nuevamente con respecto a x y y, respectiva¬ 
mente, se obtienen las terceras derivadas parciales o derivadas parciales de tercer orden de/ 
etc. 

Si se considera una funcióny(x,y, z) de tres variables independientes, entonces se obtienen 
las tres primeras derivadas parciales /(x,y, z),fpt,y , z) y ffx,y, z). Aquí/ se obtiene al derivar 
f con respecto ax, considerando a ambas y y z como constantes. Asi, por analogía con (1), 
ahora se tiene 


Bf 

d.x 


f(x 1 + Ax, y,, Zj) - /(x,, y,, z¡) 


etc, Al deri vnx/,/,.,/ nuevamente de esta manera, se obtienen las segundas derivadas parciales 
de /, etc. 


Ejemplo 3. Sea f[x, y, z) = x 1 + y 2 + 2 a . Entonces 

f x = 2x + y e z , f y = 2y + x e z , f z =2z + xy e ! , 

f xx ~ 2 ’ f xy ~ fyx “ e ’ fxx ~ Ax “ X e ' 

fyy = 2. fyx = fxy = * *’• fXX = 2 + ^ ' 


B 
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1 3.3 SUCESIONES Y SERIES 


SUCESIONES Y SERIES 


demostración es igual, excepto que es necesario intercambiar correctamente “derecha" e “iz¬ 
quierda” en la construcción de estos intervalos, | 


Consultar también el capítulo 14. 


Sucesiones reales monótonas 

Una sucesión real.t,, x 2 ,' - ,x ( se denomina sucesión monótona si es monótona creciente, es 
decir, 


*1 *2 *3 



x S r < y < 

*1 _ Ag ~ ,í 3 — 


o es monótona decreciente, es decir, 


Figura 532. Demostración del teorema 1 


X l = ' r 2 S *3 * " " * * 

x v x v ' ' *, j se denomina sucesión acotada si existe una constante positiva K tal que JxJ < K 
para todo n. 


Teorema 1 SI una sucesión real es monótona y acotada, entonces converge. 

Demostración. Sea x v x v * • • , x n una sucesión creciente monótona y acotada. Entonces sus 
términos son menores que cierto número B y, comox, <x n para todo n, están en el intervalo 
•*, úx n <B, que se denotará por I Q . Se biseca 7 0 ; es decir, se subdivide en dos partes de la misma 
longitud Si la mitad derecha (junto con sus puntos extremos) contiene términos de la sucesión, 
se denota por /,. Si no contiene términos de la sucesión, entonces la mitad izquierda (junto con 
sus puntos extremos) se denota por /,„ Este es el primer paso. 

En el segundo paso se biseca /,, se elige una mitad aplicando la regla mencionada, y se 
denomina / 2 , y así sucesivamente (ver la figura 532), 

De esta manera se obtienen intervalos cada vez más cortos / 0 , / { , I v - - n con las siguientes 
propiedades. Cada í m contiene a todos los / n para n> m. Ningún término de la sucesión está a 
la derecha de ¡ m y, como la sucesión es monótona creciente, todos los x con n mayor que cierto 
número /Vestán en I m , por supuesto en general //depende de m. Las longitudes de los í m tienden 
a cero cuando m tiende a infinito. Por tanto, existe exactamente un número, denominado L , que 
está en todos los intervalos, 3 y ahora es fácil demostrar que la sucesión es convergente con 
límite L. 

De hecho, dado unf> 0, se elige un m tal que la longitud de ! m sea menor que e„ Entonces, 
L y todos los x n con n > N{m ) están en ¡ m y, por consiguiente, \x n ~ ¿J <e para todos estos n. Así 
se completa la demostración para una sucesión creciente. Para una sucesión decreciente la 


Esta proposición parece evidente, aunque no lo es; puede considerarse como un axioma del sistema de 
números reales en la forma siguiente. Sean , intervalos cerrados tales que cada J m contiene a 

todos los J n con n > m, y las longitudes de los J m tienden a cero cuando m tiende a infinito. Entonces 
existe exactamente un número real que está contenido en estos intervalos. Este es el axioma de Cantor- 
Dedekind, denominado así en honor de los matemáticos alemanes GEORG CANTOR (1845-1918), 
creador de la teoría de conjuntos, y RICHARD DEDEK.IND (1831-1916), conocido por su obra funda¬ 
mental sobre teoría de números.. Respecto a mayores detalles, consultar la obra citada en el apéndice I 
como referencia [2]. (Se dice que un intervalo / es cerrado si sus dos puntos extremos se consideran 
como puntos que pertenecen al intervalo. Se dice que / es abierto sí sus dos puntos extremos se consi¬ 
deran fuera del intervalo.) 


Series reales 

Teorema 2 Prueba de Leibniz para serles reales. 

Sea x |t jc 2 , ■ ■ ■ , x n real monótona decreciente a cero; es decir, 

(1) (a) JT, m x 2 S x 3 B - • • , (b) lím = 0. 

Entonces la serie con términos de signo alternos 


converge, y para 


el residuo R n después del n-ésimo término se tiene la estimación 

l*J S W 


Demostración . Sea s n la n-és ima suma parcial de la serie,. Entonces, debido a (la), 
•*1 “ s 2 “ x i “ x z á s v 

S 3 ~ S 2 + X 3 - * 2 * ^3 = “ (* 2 - * 3 ) — S V 

de modo que s 2 < s y < s v Procediendo de esta manera se concluye que (figura 533) 


S X ^S 3 ^S 5 i 


s-m s A m s ? 


con lo que se demuestra que las sumas parciales impares constituyen una sucesión monótona 
acotada, así como las sumas parciales pares. Luego, por el teorema 1, ambas series convergen, 
por ejemplo, 


Entonces, como s^ - s hl - x^,, se observa fácilmente que (Ib) implica 

j - í* = llmí 2n+1 - lím í 2n = lím (■%„+! “ J 2 „) = lím* 2n+1 = 0. 


Por tanto, s" = s y la serie converge con la suma s . 
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Se demostrará la estimación (2) para el residuo. Como J, s, por (3) se concluye que 

•Sr+i = J — s 2n y también ^n-l = s — s 2n- 

Al restar y respectivamente, se obtiene 

X 2n+1 — J*2n — ® — ^2n-l = ~ X 2n 

En estas desigualdades, la primera expresión es igual a jr^,, la última es igual a -x^,, y las 
expresiones entre los signos de desigualdad son los residuos R ^ y R^-c Por tanto, las des¬ 
igualdades pueden escribirse como 


y se observa que implican (2). Así se completa la demostración. 



Figura 533. Demostración de la prueba de Leibniz. 


a ^ ^^^ ¡ : 



Demostraciones 

adicionales 


Sección 12.5, página 728 

Demostración del teorema 2 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann) 

Se demostrará que las ecuaciones de Cauchy-Riemann 
(1) u x = u y , u y = -o x 

son suficientes para que una función compleja 

/(z) = »(r, y) + /£j(.r, y) 

sea analítica; precisamente, si la parte real u y la parte imaginaria v defz) satisfacen 
(1) en un dominio D en el plano complejo y las derivadas parciales en (1) son conti¬ 
nuas en D, entonces fz) es un analítica en D. 

En esta demostración se escribirán Az = Ax + ¡Ay y Af=j(z + Az) -,/jz). La idea de 
la demostración es como sigue. 

(a) A/se expresará en términos de primeras derivadas parciales dewyv, aplicando 
el teorema del valor medio de la sección 8.8. 

(b) Se hará caso omiso de las derivadas parciales con respecto a.y, aplicando las 
ecuaciones de Cauchy-Riemann. 

(c) Se hará que Az tienda a cero a y se demostrará que entonces A/7Az según se 
obtiene tiende a un límite, que es igual a u t + i v t , el miembro derecho de (4) en 
la sección 12.5, 

f'U) = u x + io x 

sin importar la forma de aproximación a cero. 

A continuación se proporcionan los detalles. 

(a) Sea P\ (x, v) cualquier punto fijo en D . Como D es un dominio, contiene a una 
vecindad de P. Es posible elegir un punto Q: (x + Ax, y + Ay) en esta vecindad, de 
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modo que el segmento de recta PQ esté en D. Debido a las suposiciones de continui¬ 
dad es posible aplicar el teorema del valor medio de la sección 8.8. Asi se obtiene 

u(x + Ax, y + Ay) - «(*, y) = (A.x)uJ + (Ay) 

0 (x + Ax, y + Ay) - o(x, y) = (Ax)u x (M 2 ) + (Ay)u y (M z ). 

en donde M t y M\ (¡en general son puntos idóneos sobre este segmento. La 

primera recta es Re A/ya segunda es Im A/, de modo que 

Af = (AxKCA/) + (Ay)u y (M¿ + i((Ax)o x (M 2 ) + (A y)u y (M 2 )). 

(b ) u = _y y v = u x por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, asi que 

Af = (A.x)i t x (Mj) - (A y^JMJ + ¡UAx)o x {M 2 ) + (Ay)u x (M 2 )). 

También, Az = Ax + iAy, de modo que en el primer término puede escribirse Ax = A z 
- iAy y en el segundo, Ay = (Az - Ax)/i = -i(Az - Ax), Así se obtiene 

Af = (Az - (AyJ^tM,) + i(Az - Ax)o x (M 1 ) + i[(Ax)u i (AÍ 2 ) + (Ay)« I (M 2 )]. 

Efectuando las multiplicaciones y reordenando se obtiene 

Af = (A z)u x (M x ) - ¡A y{u I (M 1 ) - «.(Mj)) 

+ /[(Azjo/A/) - ArfOjIMj) - 
Ahora, al dividir entre Az se obtiene 

(A) = «/M,) + »,(«,) - ~ {u x (M¿ - u x (M 2 )) - ^ WJM,) - u x ((W 2 )}. 

(c) Por último, se deja que Az tienda a cero y se observa que |Ay/Az| < 1 y 

< 1 en (A). Entonces, Q: (x + Ax, y + A y) tiende a />: (x, y), de modo que M y M, 
deben tender a P. También, como se supone que las derivadas parciales en (A) son 
continuas, tienden a su valor en P. En particular, las diferencias en las llaves {• • •, en 
(A) tienden a acero. Por tanto, el límite del miembro derecho de (A) existe y es inde¬ 
pendiente de la trayectoria a lo largo de la cual Az -» 0. Se observa que este limite es 
igual al miembro derecho de (4) en la sección 12.5. Lo anterior significa que/z) es 
analítica en todo punto z en D, y así se ha completado la demostración. I 


Sección 13.3, páginas 762 y 764 

Demostración de Coursat del teorema de la integral de Cauchy sin la condición de que 
f‘(z) sea continua 

Se comenzará con el caso en que C es la frontera de un triángulo. C está orientado en 
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj. Al unir los puntos medios 
de los lados, el triángulo se subdivide en cuatro triángulos congruentes (figura 536). 
Sean Cj, C„, C m , C |v las fronteras de estos triángulos. Se afirma que 

á>fdz = £fdz + <ffdz+S .f dz + j> f dz. 

r? 'C, C.t Cm ’C !V 


( 1 ) 


' & 0 f¡? 


Q- X C - Q X X X (■ C ('■ 



i ! ! i : ! 

í í r f ■ r r : r r r 
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Figura 536. Demostración del teorema de la integral de Cauchy. 

En efecto sobre la derecha se integra a lo largo de cada uno de los tres segmentos de 
fubÍvisi¿n en ambas direcciones posibles (figura 536), de modo que las intégrale 
correspondientes ^ cancelan por pa«tiyhi suma ^“^“ 8 g ° e ” * integral 

por la desigualdad del triángulo (sección 12.5), 

S4 cjj / dz . 

A continuación, e, .nóugul. acó,.do po, C, >c .uMi.id. como .nica y el¡ S e un 
triángulo de subdivisión con frontera C, para el que 

£ f dz S 4 f f dz . Entonces |cf> f dz\ S 4 2 |£ / dz ■ 

J c¡ ' c * " c 

Procediendo de esta manera se obtiene una sucesión de™ 
fronteras C„ C 2 , • • • que son semejantes y tales que T, esta en T m cuando 

( 2 ) 

C c " 

Sea z 0 el punto 

z entonces existe la derivada/ (/-„) oea > i. ¡ 
rencias y la derivada: 

I /(Z) ~ f(Z q) _ j-t, a 

(3) h X = 

es posible encontrar un número positivo tal que 

(4) \h(z)\ < e cuando |z ~ z 0 l < 5 ‘ 

Este hecho sera necesario dentro de poco. Al despejar algebraicamente/z) en (3) se obUene 

f{ z) = /(z 0 ) + U - z 0 )f'^o> + /,(Z)U ~ Zo) ' 
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Integrando esta expresión sobre la frontera C n del triángulo T n se obtiene 

/(z) dz - <£ f(z 0 ) dz + <£ (z - z 0 )/'(z 0 ) dz + <f> /i(z)(z - z 0 ) dz. 

J c„ J c„ J c„ J c„ 

Como f[z 0 ) y/(z 0 ) son constantes y C n es una trayectoria cerrada, las dos primeras 
integrales de la derecha son cero, como se concluye por la demostración de Cauchy, 
que es aplicable porque los integrandos tienen derivadas continuas (0 y constante, 
respectivamente). Así, se obtiene 

tf f(z) dz - h(z)(z - z 0 ) dz. 

J c„ J c„ 

Ahora es posible considerar n tan grande que el triángulo T n esté en el disco | z - z 0 | 
<5. Sea L n la longitud que C\ Entonces |? - z 0 | < /.„ para todo z en C y z 0 en 7\ Por 
ésto y (4) se tiene |A(z)(z - zj)| < I v Así, al aplicar la desigualdad ML en la sección 
13.2 ahora se obtiene 


(5) 


fU) dz 

- 

h(z){z - z 0 ) dz 

J c„ 


J c„ 


Ahora, sea L la longitud de C. Entonces la trayectoria C, tiene la longitud L t = LI2, la 
trayectoria C, tiene la longitud L, = LJ2 = Í./4, etc,, y C n tiene la longitud 

L L 2 

L„ ~ r~ . Por tanto, L 2 ~ , 

n 2 n 71 4« 

Entonces, a partir de (2) y (5) se obtiene 




4 n eL 



eL 2 . 


Al elegir £ (> 0) suficientemente pequeño, la expresión en la derecha puede hacerse 
tan pequeña como se quiera, mientras que la expresión en la izquierda es el valor 
definidor de una integral. En consecuencia, este valor debe ser cero, y así se completa 
la demostración. 

La demostración para el caso en que C es la frontera de un polígono se concluye 
a partir de la demostración anterior al subdividir el polígono en triángulos (figura 
537). La integral correspondiente a cada uno de tales triángulos es cero. La suma de 
estas integrales es igual a la integral sobre C, porque se integra a lo largo de cada 


M 

m 

•■iÍKüfííí 

w 

§ 

''tW;. 



Figura 537. Demostración del teorema de la integral 
de Cauchy para un polígono. 
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segmento de subdivisión en ambas direcciones, las integrales correspondientes se 
cancelan por pares y se queda con la integral sobre ,C. 

El caso de una trayectoria simple cerrada general G puede reducirse al caso pre¬ 
cedente al inscribir en C un polígono cerrado P de cuerdas, que se aproxime a C “de 
manera suficientemente exacta”, y puede demostrarse que existe un polígono P tal 
que la integral sobre P difiere de la integral sobre C por menos de cualquier número 
real positivo preasignado E, sin importar cuán pequeño sea. Los detalles de esta de¬ 
mostración son algo más complicados, aunque pueden consultarse en la obra citada 
en el apéndice 1 como referencia [D6]. ■ 


Sección 14.1, página 785 

Demostración del teorema 4 ( Principio de convergencia de Cauchy) 

(a) En esta demostración se necesitan dos conceptos y teoremas, que se escribirán 
en primer término. 

1. Una sucesión acotada s,, s„ ■ ■ ■ , es una sucesión tal que todos sus términos 
están en un disco de radio (suficientemente grande, finito) K con centro en el origen 
asi, |s | < K para todo n. 

2. Un punto límite a de una sucesión s,, s 2 , ■ ■ - , es un punto tal que, dado 
cualquier? > 0, existe una infinidad de términos que satisfacen |r, -a | <?. (Observar 
que ésto no implica convergencia, ya que aun puede haber una infinidad de términos 
que no estén contenidos en tal circuló de radio? y centro a.) 

Ejemplo; los puntos límite 0 y 1 y diverge. 

3. Una sucesión acotada en el plano complejo tiene por lo menos un punto límite. 
(Teorema de Bolzano-Weierstrass; demostración a continuación. Recordar que "su¬ 
cesión” siempre significa sucesión infinita.) 


(b) Ahora se considerará la verdadera demostración de que z, + z, + • • • converge 
si y sólo si para todo ? > 0 es posible encontrar un N tal que 

(1) |z n + 1 + • • - + z„ + p | < e para todo n > N y p = 1,2, •••• 

Aquí, por la definición de sumas parciales, 

*^7l + p *^Tl ' =! ~ ^*71 +■ i -{-»•* ■f' Zjj + J}‘ 

Escribiendo n+p = r, a partir de esto se observa que (1) es equivalente a 
(1 *j |r r - jJ < e para todo r> Ny n> N. 

Suponga que j,, s„ ■ ■ • converge. Sea j su límite. Entonces para un? > 0 dado es 
posible encontrar un N tal que 

|r„ — í| < 1 para todo n > N. 

Por tanto, si r > N y n > N, entonces por la desigualdad del triángulo (sección 12.2), 

kr ~ *J = - s) - - • s )l S kr ~ *1 + K “ J l < 2 + 2 = 

es decir, se cumple (1 *). 




i , : - 


i ; •). 
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(c) Recíprocamente, se supone que j,, í,, ■ ■ • satisface (1 *). Primero se demostrará 
que entonces la sucesión debe estar acotada. En efecto, en (1 *) se eligen un e fijo y un 
n = n a > N fijo. Así, (1*) implica que todo s r con r > //está en el disco de radio € y 
rpntm <- v cóln una mntidüd finita de términos y . ■ ■ - . s oueden no estar en este 

~ “ nO J ~ ' “ j - i' ' /V * 

disco. Resulta evidente que ahora es posible encontrar un círculo tan grande que este 
disco y esta cantidad finita de términos, todos, estén contenidos en tal disco nuevo. 
Así, la sucesión está acotada. Por el teorema de Bolzano-Weierstráss, tiene por lo 
menos un punto límite, que se denominará s. 

A continuación se demostrará que la sucesión converge al límite s. Sea £> 0 dado. 
Entonces existe un 77* tal que |z r - jJ < e/2 para todo r > N* y n > N*, por (1 *). También, 
por la definición de punto límite, |j n - j| <e /2 para una infinidad de n, de modo que es 
posible encontrar y fijar un n > N* tal que |j n — .sj < e/2. Juntos, para todo r > N *, 

k - J [ = lk - J„) + k - í )l s k r - •A.l + kri - ■*! < | + 2 = e; 

es decir, la sucesión s , s 2 , ■ ■ ■ converge al límite s. 

Teorema de Bolzano-Weierstrass 3 

Una sucesión infinita acotada z,, z 2 , z y en el plano complejo tiene por lo menos un 

punto limite. 

Demostración. Resulta evidente que se requieren dos condiciones: una sucesión fini¬ 
ta no puede tener un punto límite, y la sucesión 1, 2, 3, ■ • ■ , que es infinita pero no 
acotada, no tiene ningún punto límite. Para demostrar el teorema se considerará una 
sucesión infinita acotada z,, z 2 , • • • y sea K tal que |zj < K para todo n. Si sólo un 
húmero finito de valores de los z n son diferentes, entonces como la sucesión es infini¬ 
ta, en ésta debe ocurrir dé manera infinita algún número z y, por definición, tal número 
es un punto límite de la sucesión. 

A continuación se analizará el caso en que la sucesión contiene una infinidad de 
términos diferentes. Se traza un gran cuadrado Q 0 que contenga a todos los z„. Q 0 se 
subdivide en cuatro cuadrados congruentes, que se numeran por 1,2, 3 y 4. Resulta 
evidente que por lo menos uno de estos cuadrados (cada uno considerado con su 
frontera completa) debe contener una infinidad de términos de la sucesión. El cuadra¬ 
do de este tipo con el menor número (I, 2, 3 o 4) se denotará por Q ,). Este es el primer 
paso. En el paso siguiente Q t se subdivide en cuatro cuadrados congruentes y se elige 
un cuadrado g-, aplicando la misma regla, etc. Así se obtiene una sucesión infinita de 
cuadrados Q , Q { , Q„ • • • , Q , ■ ■ • con la propiedad de que lado de Q n tiende a cero 
cuando n tiende a infinito, y Q m contiene a todos los Q n con n> m. No es difícil ver que 
el número que pertenece a todos estos cuadrados,' 1 que se denomina z = a, es un punto 


3 BERNARD BOLZANO (1781-1848), matemático austríaco y profesor de estudios religiosos, es pione¬ 
ro en el estudio de los conjuntos de puntos, de los fundamentos del análisis y de la lógica matemática. 

En cuanto a Weicrstrass, consultar la nota de pie de página 8 en la sección 14.6 
* El hecho de que exista un único número z = a asi parece evidente, aunque en realidad se concluye de un 
axioma del sistema de los números reales, denominado axioma de Canlor-Dedekind ; ver la nota de pie 
de página 3 en el apéndice 3.3. 
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límite de la sucesión. De hecho, dado un € > 0, es posible elegir un N tan grande que el 
lado del cuadrado Q N sea menor queey, como Q N contiene una infinidad de z n , entonces 
se tiene |z n — a\ <e para una infinidad de n. Así se completa la demostración. Ji 


Sección 14.3, página 

Parte (b) de la demostración del teorema 5 
Es necesario demostrar que 



(z + Az) n - z n 
Az 



= X a n Az[(z + Az)" -2 + 2z(z + Az)" -3 + -•' + («- l)z"” 2 ]f 

n°2 

así, 

(z + Az)" — z n 

--- n¿ n 1 

Az 

= Az[(z + Az)" -z + 2 z(z + Az)" -3 +•■• + («— l)z" -2 ] 


o bien, haciendo z + Az = óyz=a, entonces A ¿ = b- a, 

un _ ( ,n 

(7a) —— - na n ~ 1 = (ú - a)A 

b - a " 


(n = 2, 3, • • •), 


en donde A n es la expresión entre corchetes en el miembro derecho, 


(7b) A n = ú" -z + 2ab n ~ 3 + ia 2 b n ~' 1 + . + (n - l)u n_2 ; 

así, A ! = 1, = b + 2a, etc. Se aplicará inducción. Cuando n = 2, entonces se cumple 

(7), ya que 


b 2 - a 2 2ü b 2 - a 2 - 2 a(b - a) 
b - a b - a 


(b - a) 2 = 
b - a 


a = {b — a)A 2 . 


Suponiendo que (7) se cumple para n = k, se demostrará que se cumple para n = k+ 1. 
Al sumar y restar un término al numerador y luego dividir se obtiene 


Por la hipótesis de inducción, el miembro derecho es igual a 
b[{b - a)A k + ka k ~'] + a k . 

Por cálculo directo se demuestra que lo anterior es igual a 

(¿ - a){bA k + ka k ~ 1 ) + aka k ~ l + a k . 






836 


DEMOSTRACIONES ADICIONALES 


A partir de (7b) con n = £ se observa que la expresión entre corchetes {• • •} es igual a 
b k-i + 2ab k ~ 2 +-■•+(£- 1 )ba k ~ 2 + ka k ' Y = A k+1 . 

Por tanto, el resultado es 



{b — a)A k + J + (A + l)o ,c . 


Al tomar el último término de la izquierda, se obtiene (7) con n k+ 1. Así se de¬ 
muestra (7) para cualquier entero n > 2 y se completa la demostración. 1 


Sección 17.2, página 

Otra demostración del teorema 1, sin usar un conjugado armónico 

Se demostrará que si w = u + iv =J[?) es analítica y mapea un dominio D de manera 
conforme sobre un dominio D* y 0*(u, v) es armónica en £>*, entonces 

(1) <P(x, y) = y), u(x , y)) 

es armónica en D, es decir, V 2 = 0 en D. No se usará el conjugado armónico de O*, 
sino que se aplicará diferenciación directa. Por la regla de la cadena, 

% - <s>Z“ x + *;"x- 

Nuevamente se aplica la regla de la cadena, subrayando los términos que se eliminan 
cuando se forma V 2 0: 

4>« =£>xx + + Ka K 

+ + <t5 *,"x)°x- 

<1> es el mismo con cada x reemplazado por y. Se forma la suma V 3 <J>. En ésta, <t>* = 
0* está multiplicada por 

»x ü x + u y u y' 

que es 0 por las ecuaciones de Cauchy-Riemann. También, V 2 i¡ = 0 y V 2 v = 0. Queda 
V z 0 = 0ZJ.U 2 + u 2 ) + 0* a (o 2 + o 2 ). 

, Por las ecuaciones de Cauchy-Rremann, lo anterior se vuelve 
V z d> = (4rt u + 0*„)U< 2 + v 2 ) 

y es 0 debido a que fl>* es armónico. * 


) 1 ), ), ). 7 


j) )■ 3. )l i./' J ( J; J, )¡ ‘ 3j )l :)r t J(' 7 
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TABLAS 


Tabla Al. ( Continuación ) 


\ 

o ^ • v 

r, (ai 

r 

L 0 (a) 

f.Ui 

:í íi 

í - 

{ — í.) 

2.5 

0,498 

0 í46 

0 5 

-0.445 

- 1 471 

3,0 

0.377 

0 325 

I 0 

0.0KK 

-0.781 

3 5 

O.iKy 

04)0 

1.5 

0.382 

— 0.4 12 

4.0 

-0,0! 7 

0,398 

2.0 

0510 

-0 107 

4.5 

-0 195 

0.301 



Tabla A2. Función gamma [ver (24) en el apéndice 3] 


a 

Tía) 

a 

Ha) 

a 

1 (a) 

a 

Ro) 

a 

Ha) 

1.1)0 

i .000 000 

I 20 

0,9 S8 169 

1,40 

0.887 264 

1.60 

0.893 515 

i .80 

0,931 384 

1.02 

4) 988 844 

1,22 

0.913 106 

1 -42 

0.886 356 

1.62 

0.895 924 

1,82 

0.936 845 

1.04 

0,978 438 

1,24 

0..9Ü8 52! 

1.44 

0 885 805 

1.64 

0.898 642 

L-84 

0,942 612 

1 .06 

0.9ftH 744 

L26 

0.904 397 

I 46 

0,885 604 

i .66 

0.901 668 

1 .86 

0,948 687 

! 08 

0 .959 725 

1.28 

0.900 718 

! .48 

0.885 747 

! ,68 

0.905 001 

1.88 

0..955 071 

LIO 

0 95,1 351 

i .30 

0.897 471 

1.50 

0.886 227 

1.70 

0.908 639 

L90 

0.961 766 

1 12 

0 943 590 

1,32 

0..894 640 

1,52 

0,887 039 

1.72 

Ó.912 581 

1.92 

0.968 774 

114 

0 936 416 

L34 

0 892 216 

1 .54 

0 88.8 178 

1.74 

0.916 826 

1.94 

0.976 099 

í 16 

0.929 803 

1.36 

0.890 185 

1 .56 

0.889 639 

J ,76 

0 921 375 

1.96 

0.983 743 

Lia 

0.923 728 

1.38 

0 888 537 

I 58 

0.891 420 

1.78 

0,926 2 27 

L98 

0.991 708 

1 20 

0.9 IK 169 

1.40 

0.887 264 

1.60 

0.893 515 

1.80 

0 931 384 

2.00 

I..OOO 000 


Tabla A3. Función factorial 

n n\ | log {«!) || ~n ¡ «! 


/i 

n ! 

1 

2 

1 

i 

3 

6 

4 

24 

5 

120 


0 778 151 
1.380 211 
2.079 18! 


n 

/>! 

log (/i!) 

n 

ní 

log (n!) 

6 

720 

2 .857 332 

1 ! 

39 916 800 

7,601 156 

7 

5 040 

3.702 43! 

12 

479 001 600 

8.680 337 

8 

40 320 

4 605 521 

13 

6 227 020 800 

9.794 280 

9 

362 880 

5.559 763 

14 

87 178 291 200 

10.940 408 

10 

3 628 800 

6 559 763 

15 

1 307 674 368 000 

12.1)6 500 


Tabla A4. Función de error, integrales del seno y del coseno [ver (35), 
(40), (42) en el apéndice 3] 


ic(..r) 

,x 

fer.r 

Ic(x) 

¡c(.r) 

i X 

2.0 

0.9953 

1.6054 

— 0.4230 

1 ,0422 

2,2 

0.9981 

1.6876 

-0.3751 

0.3788 

2.4 

0.9993 

1.7525 

-0.3173 

0.0223 

2.6 

0.9998 

1.8004 

-0.2533 

-0.. 1983 

2.8 

U 9999 

1.8321 

-0.1865 

-0,3374 

3.0 

1.0000 

1.8487 

-0.1196 

-0.4205 

3.2 

1,0000 

1.8514 

-0.0553 

-0.4620 

3.4 

L0000 

1.8419 

0.0045 

-0.4717 

3,6 

10000 

1.8219 

0.0580 

-0 4568 

3 8 

! ,0000 

í.7934 

0,1038 

-0.4230 

4.0 

1.0000 

1.7582 

0.14 Í0 
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Tabla A5. Distribución binomial 

Función de probabilidad f(x) ver (2), sección 23.6 y función de distribución F{x ) 


Su) 

FU) 

/U> 

FU) ■ 

SU) 

FU) 

SU) 

FU) 

f(x) 

FU) 

0. 

9000 

0.9000 

0. 

8000 

0.8000 

0. 

7000 

0.7000 

0. 

6000 

0,6000 

0. 

5000 

0.5000 

1000 

1.0000 

2000 

1,0000 

3000 

1.0000 

4000 

LOOOO 

5000 

LOOOO 

8100 

o:.8ioo 

6400 

0,6400 

4900 

0.4900 

3600 

0.3600 

2500 

0.2500 

1800 . 

0.9900 . 

3200 

0.9600 

4.200 7 

0.9100 

4800 

0.8400 

5000 

0.7500 

0100 

1.0000 

0400 

i. ,0000 

0900 , 

LOOOO 

1600 

LOOOO 

2500 

1.0000 

7290 

0.7290 

5120 

0.5120 

3430 

0 3430 

2160 

0.2160 

1250 

0.1250 

2430 

0.9720 

3840 

0.8960 

4410 

0,7840 

4320 

0,6480 

3750 

0.5000 

0270 

0.9990 

0960 

0,9920 

1890 

0,9730 

2880 

0,9360 

3750 

0,8750 

0010 

1.0000 

0080 

L0Q00 

0270 

1,0000 

0640 , 

1.0000 

1250 

1.0000 

656,1 

0.6561 

409.6 

0.4096 

2401 

0,240.1 

1296 

0.1296 

0625 

0,0625 

2916 

0.9.477 

4096 

0,.8!S>2 

4116.. 

0.6517 

3456 . 

0.4752 

2500 

0,3125 

0486 

0.9963 

1536 

0.9728 

2646 

0.9163 . 

345,6 

0,8208 

3750 

0,6875 

0036- 

0,9999 

0256 

.0.9984 

0756 

0.9919 

1536 

0.9744 

2500 

0.9375 

OOOJ 

1.0000 ; 

0016 

.1 .,0000 

0081 

1.0000 

0256 

1 ,,-OOOÜ 

0625 

LOOOO 

5905 

0.5905 

.3277 

0,3277 

168:1 

0 1681 : 

0778 

0.0778 

0313 

0.0313 

328! 

0.9185 

4096 ' 

0.7373 

3602 

0.5282 

2592 

0,3370 

1563 

0,1875 

0729 

0 9914 

2048 : 

0.9421 

3087 

0.8369 

3456 

0.6826 

3125 

0.5000 

0081 

0.9995 

0512 

0.9933 

1323 

0 9692 

2304 

0 9130 

3125 

0.8125 

0005 

1.0000 

0064 

0.9997 

0284 

0..9976 

0768 

0.9898 

1563 

0.96S8 

0000 . 

L0O00 

0003 

i .0000 

0024 

1 0000 

0102 

1.0000 

0313 

1.0000 

5314 

.0.5314 

2621 

0,2.621 

1 176 

0 1 176 

046 17 

0 >3467 

0156 

0 0156 

3543 

0..8857 

3 «7 

0,6554 

3025 

0.4202 

1866 

0 2333 

0938 

0. 1094 

0984 

0,9841 

2458 

0 9011 

324.1 

0 7443 

31 10 

0.5443 

2344 

0,3438 

0146 

0.9987 

08 i 9 

0,9830 

1852 

0.9295 

2765 

0.8208 

3125 

0.6563 

0012 

0,9999 

0154 

0,9984 

0595 

0.9891 

1382 

0.9590 

2344 

0.8906 

0001 

1.0000 

00! 5 

0.9999 

0102 

0.9993 

0369 

ü.,9959 

0938 

0.9844 

0000 

1,0000 

0001 

LOOOO 

0007 

1.0000 

0.041 

! .,0000 

0156 

LOOOO 

4783 

0..47X3 

2097 

0.2097 

0824 

0.0824 

0280 

0.0280 

0078 

0 0078 

3720 

0.8503 

3670 

0.5767 

2471 

0.3294 

1306 

0.1586 

0547 

0.0625 

1240 

0,9743 

2753 

0.8520 

3! 77 

0.6471 

2613 

0.4199 

164! 

0..2266 

0230 

0.9973 

1147 

0 9667 

2269 

0.8740 

2903 

0,7102 

2734 

0.5000 

0026 

0.9998 

0287 

0.9953 

0972 

0,9712 

1935 

0.9037 

2734 

0.7734 

0002 

LOOOO 

0043 

0.9996 

0250 

0,9962 

0774 

0.9812 

164! 

0.9375 

0000 

1.0000 

0004 

I ,0000 

0036 

0,9998 

0172 

0.9984 

0547 

0 9922 

0900 

1.0000 

0000 

1.0000 

0002 

LOOOO 

0016 

LOOOO 

0078 

1.0000 

4305 

0.4305 

1678 

0.1678 

0576 

0.0576 

0168 

0.0168 

0039 

00039 

3826 

0.8131 

3355 

0.5033 

1977 

0.2553 

0896 

0.1064 

0313 

0.0353 

148S 

0.9619 

2936 

0 7969 

2965 

0 5518 

2090 

0 3154 

1094 

0.1445 

0331 

0.9950 

1468 

0.9437 

2541 

0 8059 

2787 

0.594 1 

2188 

0 3633 

0046 

0.9996 

0459 

0.9896 

1.361 

0,9420 

2322 

0,8263 

2734 

0.636? 

0004 

1.0000 

0092 

0.9y88 

0467 

0.9887 

1239 

0.9502 

2188 

0.8555 

0000 

1.0000 

U011 

0.9999 

OHK) 

0 9987 

0413 

0.9915 

1094 

0.9648 

0000 

l oooo 

(VIO 1 

LOOOO 

0012 

0 9999 

0079 

0 9993 

0313 

(I 9961 

0001) 

1 .oooo 

0000 

1,0000 

0001 

1.0000 

0007 

1,0000 

0039 

1 IH>00 
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TABLAS 

Tabla A7. Distribución normal 

Valores de la función de distribución <t>(z) [ver (4), sección 23.7] 


z 

'« i ) 

Z 

■ Kz ) 

z 

• Kz ) 

z 

*(*) 

z 

<t>(z) 

z 

f ( z ) 

0.01 

0 . 

5040 

0 , 5 ! 

0 . 

6950 

1.01 

0 . 

8438 

1.51 

0 . 

9345 

2 . 0 ! 

0 , 

9778 

2.51 

0 . 

9940 

0.02 

5080 

0,52 

6985 

1.02 

8461 

1.52 

9357 

2,02 

9783 

2.52 

9941 

0.03 

5120 

0.53 

7019 

1 03 

8485 

1.53 

9370 

2.03 

9788 

2.53 

9943 

0.04 

5160 

0.54 i 

7054 

1.04 

8508 

1.54 

9382 

2,04 

9793 

2.54 

9945 

0.05 

5 i 99 

0.55 

7088 

1.05 

8531 

1,55 

9394 

2.05 

9798 

2.55 

9946 

0.06 

5239 

0,56 

7123 

1.06 

8554 

t .56 

9406 

2.06 

9803 

2.56 

9948 

0.07 

5279 

0,57 

7157 

L 07 

8577 

1.57 

9418 

2,07 

9808 

2.57 

9949 

0.08 

5319 

0,58 

7190 

1.08 

8599 

1.58 

9429 

2.08 

9812 

2.58 

9951 

0.09 

5359 

0.59 

7224 

1.09 

8621 

1.59 

9441 

2,09 

9817 

2.59 

9952 

0,10 

5398 

0,60 

: 7257 

1.10 

8643 

1.60 

9452 

2.10 

9821 

2,60 

9953 

0.11 

5438 

0,61 

7291 

1.11 

8665 

1.61 

9463 

2.11 

9826 

2.61 

9955 

0,12 

5478 

0.62 

7324 

1.32 

8686 

1.62 

9474 

2,12 

9830 

2.62 

9956 

0.13 

5517 

0.63 

7357 

1.13 

8708 

1,63 

9484 

2.13 

9834 

2.63 

9957 

0.14 

5557 

0..64 

7389 

1,14 

8729 

1.64 

9495 

2.14 

9838 

2.64 

9959 

0,15 

5596 

0.65 

7422 

1.15 

8749 

1.65 . 

9505 

2.15 

9842 

2.65 

9960 

0 16 

5636 

0/66 

7454 

1.16 

8770 

1.66 

9515 

2.16 

9846 

2,66 

9961 

0.17 

5675 

0..67 

7486 

1,17 

8790 

1.67 

9525 

2.17 

9850 

2.67 

9962 

0.18 

5714 

0„68 

7517 

1,18 

8810 

1.68 

9535 

2.18 

9854 

2,68 

9963 

0.19 

5753 

0.69 

7549 

1,19 

8830 

1.69 

9545 

2.19 

9857 

2.69 

9964 

0.20 

5793 

0.70 

7580 

1.20 

8849 

1.70 

9554 

2.20 

9861 

2.70 

9965 

0 21 

5832 

0,71 

7611 

1/21 

8869 

1 , 7 ! 

9564 

2.21 

9864 

2.71 

9966 

0.22 

5871 

0.72 

7642 

1.22 

8888 

1.72 

9573 

2.22 

9868 

2.72 

9967 

0 23 

5910 

0,73 

7673 

1.23 

8907 

1.73 

9582 

2.23 

987 ! 

2.73 

9968 

0.24 

5948 

0,74 

7704 

1.24 

8925 

1.74 

9591 

2.24 

9875 

2.74 

9969 

0.25 

5987 

0.75 

7734 

1,25 

8944 

1,75 

9599 

2.25 

9878 

2.75 

9970 

0.26 

6026 

0,76 

7764 

1,26 

8962 

1.76 

9608 

2,26 

9881 

2.76 

9971 

0.27 

6064 

0.77 

7794 

1,27 

8980 

1.77 

9616 

2.27 

9884 

2.77 

9972 

0.28 

6103 

0,78 

7823 

I i 28 

8997 

1,78 

9625 

2.28 

9887 

2.78 

9973 

0.29 

6141 

0.79 

7852 

1,29 

9015 

1,79 

9633 

2.29 

9890 

2,79 

9974 

0.30 

6179 

0.80 

7881 

1.30 

.9032 

1.80 

9641 

2.30 

9893 

2.80 

9974 

0,31 

6217 

0.81 

7910 

1.31 

9049 

1.81 

9649 

2,31 

9896 

2,81 

9975 

0,32 

6255 

0.82 

7939 

1.32 

9066 

1,82 

9656 

2.32 

9898 

2.82 

9976 

0,33 

6293 

0.83 

7967 

133 

9082 

1.83 

9664 

2..33 

9901 

2.83 

9977 

0..34 

6331 

0.84 

7995 

1.34 

9099 

1.84 

9671 

2.34 

9904 

2.84 

9977 

0.35 

6368 

0.85 

8023 

1.35 

9115 

1.85 

9678 

2,35 

9906 

2,85 

9978 

0.36 

6406 

0..86 

8051 

1.36 

9131 

1.86 

9686 

2.36 

9909 

2,86 

9979 

0.37 

6443 

0,87 

8078 

1.37 

9147 

1.87 

9693 

2.37 

9911 

2,87 

9979 

0.38 

6480 

0.88 

8106 

1.38 

9162 

1.88 

9699 

2.38 

9913 

2.88 

9980 

0.39 

6517 

0.89 

8133 

1.39 

9177 

1.89 

9706 

2,39 

9916 

2.89 

9981 

0,40 

6554 

0.90 

8159 

1.40 

9192 

1.90 

9713 

2.40 

9918 

2.90 

9981 

0 41 

6591 

0 .. 9 I 

8186 

1.41 

9207 

1.91 

9719 

2,4 3 

9920 

2 91 

9982 

0 42 

6628 

0.92 

8212 

1.42 

9222 

1.92 

9726 

2.42 

9922 

2.92 

9982 

0,43 

6664 

0.93 

8238 

1.43 

9236 

1.93 

9732 

2.43 

9925 

2 93 

9983 

0.44 

6700 

0.94 

8264 

1.44 

9251 

1.94 

9738 

2.44 

9927 

2.94 

9984 

0.45 

6736 

0.95 

8289 

1,45 

9265 

1.95 

9744 

2.45 

9929 

2,95 

9984 

0.46 

6772 

0,96 

8315 

1,46 

9279 

1.96 

9750 

2.46 

9931 

2.96 

9985 

0.47 

6808 

0,97 

8340 

1.47 

9292 

197 

9756 

2,47 

9932 

2.97 

9985 

0,48 

6844 

0..98 

8365 

1.48 

9306 

1 98 

9761 

2.48 

9934 

2.98 

9986 

0.49 

6879 

0,99 

8389 

1.49 

9319 

1.99 

9767 

2.49 

9936 

2,99 

9986 

0.50 

6915 

1.00 

8413 

1.50 

9332 

2,00 

9772 

2,50 

9938 

300 

9987 


^ -s|) ! ^ *|) ^ ^ ^ 


v, M ^ 


:á ^ ^ rj5 ,:; ú 
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2 TABLAS 


Tabla A8. Distribución normal 

Valores de z para valores dados de <J)(z) [ver (4), sección 23.7] y D(z) ¡= <£[z) - <t>(-z) 
Ejemplo: z = 0.279 si í>(z) = 61%; z = 0.860 si D(z) = 61%, 


% 

z(<t>) 

z{D) 

% 

zm 

z(£>) 

% 

z(4>) 

z(D) 

1 

-2.326 

0.013 

41 

- 0.228 

0..539 

81 

0,878 

1.3,11 

2 

-2.054 

0,025 

42 

-0.202 

0.553 

; 82 

0.9Í5 

1,341 

3 

-1.881 

0.038 

43 

-0.176 

0.56.8 

83 

0,954 

1.372 

4 

-1.751 

0.050 

44 

-0.151 

0.583 

,84 

0,994 

1,405 

5 

- 1.645 

0.063 

45 

-.0.126 

0.598 i 

85 

1.036 

1.440 

6 

- 1.555 

0.075 

46 

-0,100 

0.613 

86 

1.080 

1.476 

7 

-1.476 

0.088 

47 

-0.075 

,0.628 

87 

1.126 

1.514 

8 

- 1.405 

0.100 

48 

-0.050 

0,643 

88 

1.175 

1.555 

9 

-1,341 

0.113 

49 

-0.025 

0.659 

89 

1.227 

1.598 

10 

- 1.282 

0.126 

50 

0.000 

0.674 

■90 

1.282 

1.645 

I 1 

-1.227 

0.138 

51 

0.025 

0..o90 : 

91 

.1.341 

1.695 

12 

-1.175 

0.151 

52 

.0.050 

0,706 . 

9.2. 

1.405 

1.7.51 

13 

-i. 126 

0.164 

53 

0.075 

0.722 . 

93' 

1.476 

1.812 

14 

- 1,080 

0.176 

54 

0.1.00 

0.739 

94 

1.555 

1.881 

15 

- 1.036 

0.189 

55 

0.126 

0.755 

95 

1.645 

1.960 

16 

-0.994 

0.202 

56 

0.151 

■0,772 

96 

•1.7,51 

2.054 

17 

— 0.954 

0,215 

57 

0,176 

,0.789 

97 

1.881 

2.170 

18 

— 0.915 

0.228 

58 

0.202 * 

0.806 

97.5 

1.960 

2.241 

19 

-0478 

0.240 

59 

0.228 

0.824 

98 

2,054 

2.326 

20 

-0.842 

0.253 

60 

0.253 

0.842 

99 

2.326 

2.576 

23 

-0.806 

0,266 

61 

0.279 

0 860 

99,1 

2,366 

2.612 

22 

-0.772 

0,279 ' 

62 . 

0,305 

0.878 

99.2 

2,409 

2,652 

23 

-0.739 

0.292 

63 

0,332 

0.896 

99.3 

2.457 

2.697 

24 

-0.706 

0.305 

64 

0.358- 

0.915 

99,4 

2.512 

2.748 

25 

-0.674 

0.319 

65 

0.385 

0,935 

99.5 

2.576 

2,807 

26 

-0.643 

0.332 

66 

0.412 

0.954 

99,6 

2.652 

2,878 

27 

-0.613 

0.345 

67 

0,440 

0.974 

99,7 

2.748 

2,968 

28 

-0.583 

0,35,8 

,68 

0.4,68 

0.994 

99.8 

2,878 

3.090 

29 

-0453 

0*372 

69 

0,496 

1,015 

99.9 

3.090 

3.291 

30 

-0.524 

0.385 

70 

0.524 

1.036 




31 

-0.496 

0,399 

71 

0..553 

,1.058 

99.91 

3.121 

3.320 

32 

-0.468 

0.412 

72 

0.583 

1.080 

99.92 

3.156 

3.353 

33 

-0.440 

0.426 

73 

,0.613 

1.103 

99:93 ; 

3.195 

3.390 

34 

-0.412 

0.440 

74 

0.643. 

1.126 . 

99.94 

3,239 

3.432 

35 

-0.385 

0.454 

75 

0.674 

1.150 

99.95 

3.29,1 

3.481 

36 

-0.358 

0.468 

76 

0.706 

1.175 

99.96 

3.353 

3.540 

37 

— 0.332 

0.482 

77 

0,739 

1.200 

99:97 

3.432 

3.615 

38 

-0.305 

.0,496 

78 

0,772 

1.227 

99,98 

3.540 

3.719 

39 

— 0.279 

0.510 

79 

0,806 

1.254 

99.99 

3.719 

3.891 

40 

-0253 

0.524 

80 

0,842 

1.282 
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Tabla A9. Dígitos aleatorios 

Ver la sección 24.2 



No. 0 1 23456789 


0 

87331 

82442 

28,104 

26432 

83640 

17323 

68764 

84728 

37995 

96106 

I 

33628 

17364 

01.409 

87803 

65641 

33433 

48944 

64299 

79066 

31777 

2 

54680 

13427 

72496 

16967 

16195 

96593 

55040 

53729 

62035 

66717 

3 

5 í 199 

49794 

49407 

10774 

98140 

83891 

37195 

24066 

61140 

65144 

4 

78702 

98067 

61313 

91661 

59861 

54437 

77739 

19892 

54817 

88645 

5 

55672 

16014 

24892 

13089 

00410 

81458 

76156 

28189 

40595 

21500 

6 

18880 

58497 

03862 

32368 

5932Ó 

24807 

63392 

79793 

63043 

09425 

7 

10242 

62548 

62330 

.05703 

33535 

49128 

66298 

16193 

55301 

01306 

8 

54993 

17182 

94618 

23228 

83895 

73251 

68199 

64639 

83178 

70521 

9 

22686 

50885 

1.6006 

0404! 

08077 

33065 

35237 

02502 

94755 

72062 

10 

42349 

03145 

15770 

70665 

53291 

32288 

41568 

66079 

98705 

31029 

11 

18093 

09553 

39428 

75464 

71329 

.86344 

80729 

40916 

18860 

51780 

12 

11535 

03924 

84252 

74795 

40193 

84597 

42497 

21918 

91384 

8472! 

13 

35.066 

73848 

65351 

53270 

67341 

70177 

92373 

17604 

42204 

60476 

14 

57477 

22809 

73558 

96182 

96779 

01604 

25748 

59553 

64876 

9461! 

15 

48647 

33850 

5¡2956 

45410 

88212 

05120 

99391 

32276 

55961 

41775 

16 

86857 

81J154 

22223 

74950 

53296 

67767 

55866 

49061 

66937 

81818 

17 

20182 

36907 

94644 

99|22 

09774 

29189 

27212 

79000 

50217 

71077 

18 

83687 

31231 

01133 

41432 

54542 

60204 

81618 

09586 

34481 

87683 

19 

81315 

12390 

46074 

47810 

9017! 

36313 

95440 

77583 

28506 

38808 

20 

87026 

52826 

58341 

76549 

04105 

66191 

12914 

55348 

07907 

06978 

21 

34301 

76733 

07251 

90524 

2193! 

83695 

41340 

53581 

64582 

60210 

22 

70734 

24337 

32674 

49508 

49751 

90489 

63202 

24380 

77943 

09942 

23 

94710 

31527 

73445 

32839 

68176 

53580 

85250 

53243 

03350 

00128 

24 

76462 

16987 

07775 

43162 

11777 

16810 

75158 

13894 

88945 

15539 

25 

14348 

28403 

79245 

69023 

34196 

46398 

05964 

64715 

11330 

17515 

26 

74618 

89317 

30146 

25606 

94507 

981.04 

04239 

44973 

37636 

88866 

27 

99442 

19200 

85406 

45358 

86253 

60638 

38858 

44964 

54103 

57287 

28 

26869 

44399 

89452 

06652 

31271 

00647 

46551 

83050 

92058 

83814 

29 

80988 

08149 

50499 

98584 

28385 

63680 

44638 

91864 

96002 

87802 

30 

07511 

79047 

89289 

17774 

67194 

37362 

.85684 

55505 

97809 

67056 

31 

49779 

12138 

05048 

03535 

27502 

63308 

10218 

53296 

48687 

61340 

32 

47938 

55945 

24003 

19635 

17471 

65997 

85906 

98694 

56420 

78357 

33 

15604 

06626 

14360 

79542 

13512 

87595 

08542 

03800 

35443 

52823 

34 

12307 

27726 

21864 

00045 

16075 

03770 

86978 

52718 

02693 

09096 

35 

02450 

28053 

66134 

99445 

9131.6 

25727 

89399 

85272 

67148 

78358 

36 

57623 

54382 

35236 

89244 

27245 

90500 

75430 

96762 

71968 

65838 

37 

91762 

78849 

93105 

40481 

99431 

03304 

21079 

86459 

21287 

76566 

38 

87373 

31137 

31128 

67050 

34309 

44914 

80711 

61738 

61498 

24288 

39 

67094 

41485 

54349 

86088 

10192 

21 174 

39948 

67268 

29938 

32476 

40 

94456 

66747 

76922 

87627 

71834 

57688 

04878 

78348 

68970 

60048 

41 

•68359 

75292 

27710 

86889 

81678 

79798 

58360 

39175 

75667 

65782 

42 

52393 

31404 

32584 

06837 

79762 

13168 

76055 

54833 

22841 

98889 

43 

59565 

91254 

11847 

20672 

37025 

41454 

86861 

55824 

79793 

74575 

44 

48185 

11066 

20162 

38230 

16043 

48409 

47421 

21195 

98008 

57305 

45 

19230 

12187 

86659 

1297! 

52204 

76546 

63272 

19312 

81662 

96557 

46 

84327 

21942 

81727 

68735 

89190 

58491 

55329 

96875 

19465 

89687 

47 

77430 

71210 

00591 

50124 

12030 

50280 

12358 

76174 

48353 

09682 

48 

12462 

1910.8 

70512 

53926 

25595 

97085 

03833 

59806 

12351 

64253 

49 

11684 

06644 

57816 

10078 

4502! 

47751 

38285 

73520 

08434 

65627 
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Tabla A9. Dígitos aleatorios ( continuación ) 

Renglón Columna número 

No ,. 0123456789 

50 12896 36576 68686 08462 65652 76571 70891 09007 04581 01684 

51 59090 05111 27587 90349 30789 50304 70650 06646 70126 15284 

52 42486 67483 65282 19037 80588 73076 41820 46651 40442 40718 

53 88662 03928 03249 85910 97533 88643 29829 21557 47328 36724 

54 69403 03626 92678 53460 15465 83516 54012 80509 55976 46115 

55 56434 70543 38696 98502 32092 95505 62091 39549 30117 98209 

56 58227 62694 42837 29183 11393 68463 25150 86338 95620 39836 

57 41272 94927 15413 40505 33123 63218 72940 98349 57249 40170 

58 36819 01162 30425 15546 16065 68459 35776 64276 92868 07372 

59 31700 667 II 26115 55755 33584 18091 38709 57276 74660 90392 

60 69855 63699 36839 90531 97125 87875 62824 03889 12538 24740 

61 44322 17569 45439 41455 34324 90902 07978 26268 04279 76816 

62 62226 36661 87011 66267 78777 78044 40819 49496 39814 73867 

63 27284 19737 98741 72531 52741 26699 98755 19657 08665 16818 

64 88341 21652 94743 77268 79525 44769 66583 30621 90534 62050 

65 53266 18783 51903 56711 38060 69513 61963 80470 88018 86510 

66 50527 49330 24839 42529 03944 95219 88724 37247 84166 23023 

67 15655 07852 77206 35944 71446 30573 19405 57824 23576 23301 

68 62057 22206 03314 83465 57466 10465 19891 32308 01900 67484 

69 41769 56091 19892 96253 92808 45785 52774 49674 68103 65032 

70 25993 72416 44473 41299 93095 17338 69802 98548 02429 85238 

71 22842 57871 04470 37373 34516 04042 04078 35336 34393 97573 

72 55704 31982 05234 22664 22181 40358 28089 15790 33340 18852 

73 94258 18706 09437 96041 90052 80862 20420 24323 11635 91677 

74 74145 20453 29657 98868 56695 53483 87449 35060 98942 62697 

75 88881 12673 73961 89884 73247 97670 69570 88888 58560 72580 

76 01508 56780 52223 35632 73347 71317 46541 88023 36656 76332 

77 92069 43000 23233 06058 82527 , 25250 27555 20426 60361 63525 

78 53366 35249 02117 68620 39388 69795 73215 01846 16983 78560 

79 88057 54097 49511 74867 32192 90071 04147 46094 63519 07199 

80 85492 82238 02668 91854 86149 28590 77853 81035 45561 16032 

81 39453 62123 69611 53017 34964 09786 24614 49514 0 Í 056 18700 

82 82627 98111 93870 56969 69566 62662 07353 84838 14570 14508 

83 61142 51743 38209 31474 96095 15163 54380 77849 20465 03142 

84 12031 32528 6131 i 53730 89032 16124 58844 35386 45521 59368 

85 31313 59838 29147 76882 74328 09955 63673 96651 53264 29871 

86 50767 41056 97409 44376 62219 35439 70102 99248 71179 26052 

87 30522 95699 84966 26554 24768 72247 84993 85375 92518 16334 

88 74176 19870 89874 64799 03792 57006 57225 36677 46825 14087 

89 17114 93248 37065 91346 04657 93763 92210 43676 44944 75798 

90 53005 11825 64608 87587 05742 31914 55044 41818 29667 77424 

91 31985 81539 79942 49471 46200 27639 94099 42085 79231 03932 

92 63499 60508 77522 15624 15088 78519 52279 79214 43623 69166 

93 30506 42444 99047 66010 91657 37160 37408 85714 21420 80996 

94 78248 16841 92357 10130 68990 38307 61022 56806 81016 38511 

95 64996 84789 50185 32200 64382 29752 11876 00664 54547 62597 i 

96 I 1963 13157 09136 01769 30117 71486 80111 09161 08371 71749 

97 44335 91450 43456 90449 18338 19787 31339 60473 06606 89788 

98 42277 11868 44520 01113 11341 11743 97949 49718 99176 42006 

99 77562 18863 58535 90166 78508 14864 19111 57183 85808 59385 
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TABLAS 


845 


Tabla A10. Distribución t 


Valores de z para valores dados de la función de distribüc’ion : F(z) (ver la página 728) 
Ejemplo: Para 9 grados de libertad, z = 1,83 cuando F(z) ='Ó.95„ 
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TABLAS 


Tabla A11. Distribución j¡ cuadrada 

Valores de z para valores dados de la función de distribución F(z) (ver la página 730) 
Ejemplo: Para 3 grados de libertad, z = 1 l .34 cuando F(z) = 0.99. 


FU) 

I 

2 

3 

N ü ¡Ti 

4 

=ro de gt 

5 

ados de 

6 

libertad 

7 

8 

9 

10 

ü 005 

0.00 

0.01 

0.-07 

0 21 

041 

0.68 

0.99 

1.34 

1 73 

2 16 

0.01 

000 

0.02 

0.11 

0.30 

0,55 

0,87 

1 .24 

1.65 

2.09 

2.56 

0.025 

0.00 

0.05 

0.22 

0.48 

0.83 

1.24 

1.69 

2. IB 

2.70 

3.25 

0.05 

0.00 

oto 

0.35 

0.71 

1.15 

1,64 

2. 17 

2.73 

3.33 

3.94 

0.95 

3.84 

5,99 

7.81 

9.49 

11.07 

12 59 

14.07 

15.51 

16.92 

1831 

0.975 

5.02 

7,38 

9.35 

11.14 

co 

w 

14 45 

16 01 

17.53 

19 02 

20.48 

0-99 

6.63 

921 

! 1.34 

13.28 

15.09 

1681 

18 48 

20,09 

21.67 

23.21 

0 995 

7.88 

¡0,60 

12.84 

14.86 

16 75 

18.55 

20.28 

21.96 

23.59 

25,19 

FU) 




Numera de grados de libertad 





1 1 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

0 005 

2.60 

3.07 

3.57 

4.07 

4.60 

5.14 

5.70 

6.26 

6.84 

7,43 

0 OI 

3 05 

3 57 

4 11 

4,66 

5.23 

581 

6,4! 

7,01 

7.63 

8,26 

0.025 

3.82 

4,40 

5.01 

5.63 

6 26 

6,9! 

7.56 

8.23 

8,91 

9.59 

0 05 

4.57 

5.23 

5.89 

6.57 

7 26 

7.96 

8.67 

939 

10.12 

10.85 

0.95 

19.68 

21.03 

22.36 

23.68 

25 00 

26.30 

27.59 

28,87 

30.14 

31.41 

0-975 

21.92 

23.34 

24.74 

26.12 

27.49 

28 85 

30,19 

31.53 

32.85 

34.17 

0.99 

24,73 

26.22 

27.69 

29 14 

30.58 

32.00 

33 41 

34-8! 

36.19 

3737 

0.995 

26.76 

28 30 

29 82 

31.32 

32.80 

34.27 

35.72 

37.16 

38.58 

40,00 


. 



Número de grados de libertad 




Fiz) 












21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

0 005 

8.0 

8.6 

9.3 

9.9 

10.5 

11.2 

11 8 

12.5 

13.1 

13.8 

0.01 

8.9 

9.5 

10 2 

10.9 

11.5 

12,2 

12.9 

13.6 

143 

15.0 

0.025 

10.3 

1 LO 

11.7 

12.4 

13.1 

13,8 

14.6 

15.3 

16.0 

16.8 

0.05 

¡ 1.6 

12.3 

13.1 

13 8 

14.6 

15.4 

16 2 

16.9 

17.7 

183 

0.95 

32,7 

33.9 

35.2 

36-4 

37.7 

38.9 

40-1 

41 .3 

42,6 

43.8 

0.975 

35,5 

36.8 

38.1 

39.4 

40 6 

41,9 

43.2 

44.5 

45,7 

47 0 

0-99 

38.9 

40-3 

41.6 

43,0 

44.3 

45-6 

47 0 

48.3 

49-6 

509 

0.995 

41,4 

42.8 

44.2 

45.6 

46,9 

48,3 

49.6 

51.0 

52,3 

53.7 


F(z) 




Número de grados de libertad 




40 

50 

60 

70 

80 

90 

100 

>100 (Aproximación) 

0.005 

20.7 

28.,0 

35.5 

43,3 

51.2 

59,2 

67,3 

¿</i 

_ 

2.5S) 2 

0.01 

22.2 

29.7 

37.5 

454 

53.5 

61.8 

70,1 

K/t 

~ 

2.3 3 > 2 

0 025 

24.4 

32.4 

40.5 

48 8 

57 2 

65,6 

74.2 

ít/t 

- 

1.96) 2 

0.05 

26-5 

34 8 

43,2 

51.7 

60.4 

69.1 

77.9 

K/t 

“ 

1 64) 2 

0.95 

55 8 

67.5 

79,1 

903 

101,9 

1 13 1 

124.3 

i(h 

+ 

I.64) 2 

0.975 

59 3 

714 

83 3 

95.0 

106.6 

1 18.1 

1 29.6 

i(h 

+ 

1.96) 2 

0.99 

63.7 

76 2 

88 4 

100.4 

1123 

124. 1 

135.8 

\(h 

4- 

2.33) 2 

0 995 

66 8 

79.5 

92.0 

104,2 

1 16.3 

1283 

140.2 

hjl, 


2.58) 2 


En la ultima columna, h ~ Jim ~ 1 , en donde m es el numero de grados de libertad. 
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TABLAS 


Tabla Al 2. Distribución Fcon (m, n) grados de libertad ( continuación) 

Valores de z para los cuales la función de distribución F{¿) [ver (13), sección 24.7] 
tiene el valor 0.99 


n 

m =5 Í0 

m — 15 

m — 20 

m = 30 

m — 40 

m a 50 

m — i 00 

CO 

i 

6056 

6157 

6209 

6261 

6287 

6300 

6330 

6366 

2 

99.4 

99.4 

99,4 

993 

993 

99.5 

993 

99.5 

3 

27.2 

26.9 

26.7 

263 

26,4 

26.4 

26.2 

26.1 

4 

14.5 

14,2 

14.0 

13.8 

13.7 

13.7 

13.6 

13.5 

5 

10.1 

9.72 

9.55 

9.38 

9.29 

9.24 

9.13 

9,02 

6 

7.87 

7,56 

7.40 

7.23 

7.14 

7.09 

6.99 

6.88 

7 

6.62 

6.3.1 

6.16 

5.99 

5.91 

5.86 

5.75 

5.65 

8 

5.81 

5.52 

5.36 

5.20 

5.12 

5.07 

4.96 

4 86 

9 

5.26 

4.96 

4.81 

4.65 

4.57 

4.52 

4.42 

4.31 

10 

4.85 

436 : 

4.41 

4.25 

4.17 

4.12 

4.01 

3.91 

1 I 

4.54 

4,25 

4 10 

3.94 

3.86 

3.81 

3.71 

3,60 

12 

430 

4.01 

3.86 

3.70 

3.62 

3.57 

3.47 

3.36 

13 

4.. 10 

3.82 

3.66 

3.31 

3.43 

3.38 

3.27 

3.17 

14 

3,94 

3.66 

331 

3,35 

3.27 

3,22 

3.11 

3.00 

15 

3.80 

332 

3.37 

3.21 

3.13 

3.08 

2.98 

2.87 

16 

3.69 

3.41 

3.26 

3.10 

3.02 

2.97 

2.86 

2.75 

17 

3.59 

3.31 

3.16 

3.00 

2.,92 

2.87 

2.76 

2.65 

18 

331 

3.23 

3.08 

2.92 

2.84 

2,78 

2.68 

237 

19 

3.43 
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7 r = 3.14159 26535 89793 23846 
7r 2 = 9.86960 44010 89358 61883 
V = 1.77245 38509 05516 02730 


Coordenadas polares 
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8 = are tan 


log l0 vr = 0.49714 98726 94133 85435 
ln 7 r = 1 tí 4472 98858 49400 17414 
log 10 e = 0.43429 44819 03251 82765 
ln 10 = 2.30258 50929 94045 68402 

V = 1.41421 35623 73095 04880 
5/ / 2 = 1.25992 10498 94873 16477 

V = 1.73205 08075 68877 29353 

V = 1.44224 95703 07408 38232 
ln 2 = 0.69314 71805 59945 30942 
ln 3 = 1.09861 22886 68109 69140 

y = 0.57721 56649 01532 86061 

ln y = -0.54953 93129 81644 82234 
(see Sec. 5.7) 

I o = 0.01745 32925 19943 29577 rad 
I rad = 57.29577 95130 82320 87680° 

= 57°17'44.806" 
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